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\Vorwort

Die vorliegende DissertatioyEine Client/Server-Architekturif Statistische Vi-
sualisierungen und Analyse von Finanzdaten “gliedert sich in zwei Themegebiete.
Im ersten Kapitel wurde eine spezielle Client/Server-Architektur entwickelt, um
statistische Ergebnisse, insbesondere die des zweiten Kgpitetzdatenana-
lyse “zu visualisieren und zuiberpiifen. In diesem Rahmen bot es sich an, die
Architektur in drei Teile zu gliedern. Dabei wurde eine Three-Tier-Architektur ei-
gens fir statistische Visualisierungen entwickelt. Insbesondere wurden spezielle
Schnittstelleniir die Kommunikation, basierend auf der Middleware CORBA, er-
arbeitet. Far die statistische Visualisierungen wurde eine hocheffizient strukturier-
te Grafikbibliothek bereitgestellt. Der in dieser Arbeit vorgestellte Prototyp kann
vielseitig verwendet werden, z. B.are ein Einsatz im Bereich des E-Learnings
denkbar.

Der Prototyp wurde in den Programmiersprachen C++ und JAVA implemen-
tiert. Durch die klare Struktur der Architektur ist es aber audiglich, eine der
Komponenten in einer anderen Programmiersprache zu entwickeln.

Im zweiten Teil liegt der Schwerpunkt auf der Finanzdatenanalyse mittels Stu-
dentschen Verteilungsmodellen. Die Analyse von Finanzdaten bekommt zur Zeit
einen immer Bheren Stellenwert. Durch diese Entwicklung ergeben sich inter-
essante Herausforderungen. Banken und Versicherungen bauen bei der Analyse
von Finanzdaten meist das Normalverteilungsmodell auf. Die Normalverteilung
ist leicht zu handhaben, welches ihre Verwendung inedget.

Finanzdaten besitzen charakterische Eigenschaften, sogenannte Stylized Facts.
Diese sollten bei der Entwicklung von Modellen zur Analyse von Finanzdaten
berucksichtigt werden. Das Normalverteilungsmodell hat seine &chen bei
einzelnen Stylized Facts, deshalb wird in dieser Arbeit ein Modell mit einer Stu-
dentschen Verteilung benutzt. Durch die Weiterentwicklung des univariaten Stu-
dentschen Modells zu einem Studentschen Zeitreihenmodell wurdatelcise
Stylized Facts in das Modell aufgenommen. Besonders hervorzuheben ist, dass
dieses Modell die Volatilatscluster der Finanzinkte deutlich wiedergibt. Bei
der Analyse wurde ein weiterer Stylized Fact, basierend auf den absoluten Ren-
diten der Finanzwerte, gefunden. Es hat sich gezeigt, dass sich diese Eigenschaft
empirisch begittigt. Aufbauend auf diesen Erkenntnissen wurde ein entsprechen-
der Simulationsalgorithmus erstellt.



Fur die Portfolioanalyse muss das univariate Modell auf ein multivariates Mo-
dell erweitert werden. Zwchst wird ein multivariates Studentsches Verteilungs-
modell untersucht. Ein Nachteil dieses Modells ist die mangelnde Fleatbllim
diesen Nachteil zu umgehen, wurde ein Copula-Modell eiitgefHierbei ist es
moglich, die Modellierung in zwei Schritte zu unterteilen. Im ersten Schritt er-
folgt eine Analyse der Randverteilung, wobei auf die vorgestellten univariaten
Modelle zutickgegriffen werden kann, im zweiten Schritt wird die Aplgigkeit
betrachtet. Um die Mglichkeiten des Copulas-Modells optimal zu nutzen, war
eine intensive Behandlung des Themengebietes notwendig. Neben theoretischen
Resultaten wurden Satzer und Simulationsalgorithmen angegeben. Besonders
wurde sich mit der FragestellungVelche Copula gibt die Aldmgigkeit am be-
sten wieder? “auseinander gesetzt. Neben dbhchen Auswahlverfahreber
die empirische Copula wurde eine weiteres Auswahlverfahren basierend auf den
Tail-Dependence-Funktion vorgestellt.
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Kapitel 1

Client/Server—-Architektur

1.1 Einleitung

Statistische Visualisierungen haben im heutigen Informationszeitalter einen sehr
hohen Stellenwert. Man findet sie im Fernsehen, in den Printmedien und auch im
Internet. Aus ihnen kann der Betrachter statistische Ergebnisse ablesen, wie z. B.
die Sitzverteilung der letzten Wahl. Ebenfalls sind sie in Bereichen wie Finanz-

Sitzverteilung

10
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Abbildung 1.1: Grafiken verschiedener Wahlergebnisse

sektor, Meteorologie, Medizin und Physiku finden. Diese Liste kann noch um
viele Gebiete erweitert werden.

Die Grundlage dieser Grafiken bilden immer mathematische oder besser sta-
tistische Algorithmen (siehe Nagel et. al. [64], Kap 1.3). Durch die Anwendung

1Grafik: Entnommen aus: voyager.physik2.uni-rostock.de, www.mediinfo.de,
www.umweltdaten.nuernberg.de
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Abbildung 1.2: Statistische Plots

dieser Algorithmen &nnen die Visualisierungen berechnet werden. Je nach Art
des Algorithmus und Anzahl der Daten kann dies eine sehr komplexe Aufgabe
sein.

Im ersten Teil der Arbeit wird eine Client/Server—Architektur flie Ausgabe
statistischer Visualisierungen vorgestellt. Sie soll folgende Aufgabé&hearf

e verschiedene statistische Visualisierungen werderdén Betrachter aus-
gegeben,

o die Architektur soll einem Programmierer digdlglichkeit bieten, sie leicht
um eigene statistische Plots zu erweitern. Es soll dem Programmierer dazu
eine universelle Grafikbibliothek zur Véigung gestellt werden, mit der er
leicht statistische Plots visualisieren kann,

¢ die Interaktion durch einen Benutzer solbglich sein,

¢ die Architektur soll auf mglichst vielen Plattformen latdhig sein, d. h. sie
soll nicht an ein bestimmtes Betriebssystem oder eine bestimmte Hardware
gebunden sein.

Die Client/Server—Architektur soll in vielen Bereichen — wie z. B. Web—An-
wendungen oder auch im Bereich E-Learning — zum Einsatz kommen. Eben-
so kann sie zum Beispiel in lokalen Intranets von Firmen oder Institutionen zur
Visualisierung von Gesgéftsdaten eingesetzt werden. Zusammengefasst kann sie
also in é@mtlichen Bereichen zum Einsatz kommen, wo Datenmengen ausgewer-
tet und anschaulich dargestellt werden sollen. Bei ihrem Einsatagdicht der
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hier vorgestellte Prototyp der Client/Server—Architektur die Betrachtung von sta-
tistischen Visualisierungen, ohne das Zusatzprogramme notwendig sindiid. h. f

die Visualierung wird auf schon installierte Komponenten wie z. B. dem Web—
Browser zuickgegriffen.

Da statistischen Visualisierungen oft grol3e Datenmengen zu Grunde liegen,
wird die Architektur auch an diese Bdnisse angepasst. Die Berechnungen
fur die Grafiken rnissen in angemessener Geschwindigkeit erfolgen. Aul3erdem
durfen beim Einsatz im Netz nur diedhgsten Datendr die Ausgabe transpor-
tiert werden. Dies ist der Aspekt der Datensicherheit. Um dieses zu erreichen,
wurde die Client/Server—Architektur in drei Komponenten unterteilt, den Objekt—
Server, den Display—Server und einem Client. Dies ist besonders dann von Vortell,
wenn eine grol3e Datenmenge verarbeitet und visualisiert werden soll. Der Aufbau

Client

Display-Server

| | Cng o8
ever U il

Objekt{Server

Abbildung 1.3: Aufbau der Client/Server—Architektur

der Architektur und die Aufgaben der Komponenten werden im Abschnitt High—
Level-Design 1.3 beschrieben. Im anschlieRenden Abschnitt geht es um die Um-
setzung des High—Level-Designs, das heil3t es wircdridhd diskutiert, warum
welche Middlewaré eingesetzt wird und welche Programmiersprachiandie
Umsetzung benutzt werden. Irachsten Abschnitt wird die Umsetzung spezieller
Aufgaben in der Implementierung beschrieben, dabei werden Programmierstruk-

2Middleware ist eine Software, die es digiicht, dass verschiedenen Komponenten mitein-
ander kommunizierendnnen, wenn sie z. B. verteilt und in verschiedenen Programmiersprachen
erstellt worden sind.



turen vorgestellt und exlitert. Der vorgestellte Prototyp findet seine Verwendung
im zweiten Teil der Arbeit: bei der Analyse der Finanzdaten.

Es wird zurachst auf statistische Visualisierungen, genauer deren Aufgaben
und Aufbau, eingegangen.



1.2 Statistische Visualisierungen

In diesem Abschnitt werden alléif die Ausgabe relevanten Faktoren vorgestellt
und raher beschrieben. Den Ausgangspunkt der statistischen Visualisietungen
bilden die statistischen Plots. Sie werden im Folgenden diihgefind anschlie-
Rend an einigen Beispielen dargestellt. Danach wird die Frage vertieft, wie es zu
einer Ausgabe kommt, und welche Voraussetzungeir aafullt sein niissen.

1.2.1 Statistische Plots

Unter einenstatistischen Plowvird in dieser Dissertation eine Grafik verstanden,
die statistische Eigenschaften, welche durch einen mathematischen bzw. statisti-
schen Algorithmus berechnet wurden, visualisiert. Unter statistischen Eigenschaf-
ten werden Funktionale einer Verteilung verstanden, die parametrisch oder nicht
parametrisch seindnnen. Den Berechnungen liegt ein Datensatz oder eine Funk-
tion die eine statistische Eigenschaft beschreibt, zu Grunde, worauf der Algorith-
mus angewandt wird. Mit der Wahl des Algorithmus und den freien Parametern
konnen die Berechnungen und somit die Ausgabe manipuliert werden (siehe da-
zu Nagel et al. [64]). Die Eigenschaften, die ein Betrachter vermittelt bekommt,
sind also stets subjektiv und &abtgig von den verwendeten statistischen Plots
und den zu Grunde liegenden Algorithmen. Um eine objektive Datenanalyse zu
gewahrleisten ist es notwendig, alle dem Plot zu Grunde liegenden Berechnungen
zu kennen. Esdnnen zum Beispiel durch diese Plots neu entwickelte, statistische
Modelle anschaulich dargestellt, oder auch&ebf fur diese Modelle verifiziert
werden.

1.2.2 Beispiele

Mit den unterschiedlichen Plots, wie Boxplot, Balkendiagran(idagel et al.
[64], Seite 13), Kreisdiagramm (Nagel et al. [64], Seite 12), Scatterplot, Histo-

3Die Client/Server—Architektur kann auctirfnicht statistische Visualisierungen genutzt wer-
den. Es mul3 jedochberpiift werden, ob die Grafikbibliothek die neugestellten Anforderungen

unterstitzt.
4Ein Schatzer ist ein Wert, mit derilber einen mathematischen Algorithmus ein Parameter des

Modells gefunden wird. (siehe Anhang: Sthfunktion, Schtzstatistik, S. 184).
SEs wird auch als &ulendiagramm bezeichnet.
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gramn? oder Kerndichte, werden spezielle Eigenschaften eines Datensatzes wie-
dergegebeh Ein Boxplot (Abb. 1.4 (links)) ist wie folgt definiert:

Balkendiagramm Kreisdiagramm

=]

Abbildung 1.4: Boxplot (links), Balkendiagramm (Mitte), Kreisdiagramm

(rechts)

Definition 1 (Boxplot). Ein Boxplot ist ein Instrument der graphischen Daten-
analyse, welches gleichzeitig ein Lokationsmalf3, den Median, als Streuungsmalf3
den Interquartil Range (IQR), dgliche AusreilRer oberhalb einer Schrahken

Tpsny, + LOIQR bzw. unterhalb einer Schranke vep.,, — 1.5/Q R sowie Hin-

weise auf Symmetrie oder Schiefe angibt, Falk et. al. [27].

Das Balkendiagramm (Abb. 1.4 Mitte) stellt ebenso wie das Kreisdiagramm
(Abb. 1.4 rechts) das Vedftnis verschiedener Datémueinander dar. Ein Histo-
gramm (Abb. 1.5 links) gibt die Bufigkeiten @ir das Auftreten von bestimmten
Elementen in einem Datensatz wieder. Bei einer grof3en Stichprobenanzahl kann
die dem diskreten Datensatz zu Grunde liegende Verteilung erkannt werden (sie-
he Nagel et al. [64], Kapitel 2.3). Diese Dateriissen zumindest einedfere
Anzahl ordinaler Merkmafé besitzen, damit es zu einer sinnvollen Darstellung
kommen kann. Sonstadpe es nur wenige Balken im Histogramm, die somit nur
eine geringe Aussag#ber die Verteilung liefern. In diesem Fall ist ein Balken—
oder Kreisdiagramm sinnvoller.

5Die Definition des Histogramms ist zu finden in Nagel et al. [64], Kapitel 2.2.2 .
"Weitere Plots sind Nagel et al. [64] zu entnehmen.
8Mit [x] wird die gioRte ganze Zahl bezeichnet, die kleingst.
9Gruppen von Punkten
10Sje miissen in verschiedene Gruppen eingeteilt werdemkn, wobei eine Ordnung zu Grun-
de liegen muss, aber der Abstand zwischen den einzelnen Elementen muss nicht messbar sein.
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Abbildung 1.5: Histogramm (links), Kerndichte (Mitte), Scatterplot (rechts)

Wenn den Daten eine stetige Verteilung zu Grunde liegt, bildet die Kerndich-
te einen nichtparametrischen &¢rer fir die Dichte. Die Kerndichte (Abb. 1.5
Mitte) ist eine Funktion, die aliingig von der Wahl des Kerns und der zur Be-
rechnung benutzten Bandbreite ist, und wird definiert als:

Definition 2 (Kern—Dichteschatzer). Es seik : R — R eine Funktion mit
[ k(x)dz = 1, der Kern. Die Abbildung

Fult) == % Z;:k (t _h"“"> - /k: (“Tx) F,(dz), t € R, (1.1)

heil3t univariater Kern—Dichtesétizer mit Fensterbreite (oder Bandbreite)- 0,
Falk et. al. [27].

Die Daten werden dabei nicht einzeln in verschiedene Gruppen sortiert, son-
dern flieBend in einer Umgebung betrachtetdiite man die Werte eines Da-
tensatzes betrachten, empfiehlt es sich einen Scattérpidtb. 1.6 (links)) zu
verwenden. Der Scatterplot gibt zweidimensionale Pu(ktg) in einem Koor-
dinatensystem aus.

Hauch Punktediagramm genannt



Abbildung 1.6: Scatterplot (links), Zeitreihe (Mitte), bivariate Kerndichte
(rechts)

Definition 3. Scatterplot'?
Unter einem Scatterplot zu den Datén;, 1), ..., (,,, y,) im R? versteht man
einen Plot dieser Punkte im y-Koordinatensystem.

Sind (z1,v1), ..., (x,, y,) Realisierungen vom unablangigen Wiederholungen
des Zufallsvektor$X,Y’), so bewirkt ein betragsafig grolRer Korrelationsko-
effizient® von X undY eine gewisse Lineadt im Scatterplot, Falk et. al. [27].
Der Scatterplot wird &ufig fur die Visualisierung von Zeitreihen, zum Beispiel

bei Finanzdaten, wie einem Aktienkurs (Abb. 1.6 Mitte), eingesetzt.

1.2.3 Farben und Linienstile

Um die statistischen Plots besser darstellendnnlen, ist es notwendig, Farben zu
verwenden. Durch Farberdknen mehrere verschiedene Plots, die in einem Fen-
ster ausgegeben werden, unterschieden werden. Aul3erdem kann durch Farben und
Graustufen dieaumliche Darstellung verbessert werden. Eine andérglighkeit

zur Unterscheidung zweier Plots in einem Fenster ist, dass sie mit verschiedenen
Linienstilen dargestellt werden. In Abbildung 1.7 sind unterschiedliche abgebil-
det.

Die Umsetzung in der Client/Server—Architektur kann in Abschnitt 1.5.7 auf Seite

43 nachvollzogen werden.

2entnommen aus Falk, Becker und Marohn [27]
13Definition siehe Anhang 37, S. 177



Abbildung 1.7: Verschiedene Linienstile

1.2.4 Ausgabe von statistischen Plots

In den vorherigen Abschnitten wurden unter statistischen Plots Grafiken verstan-
den, die bestimmte Eigenschaftéanschaulich darstellen. Im Folgenden werden

die statistischen Plots aus einem anderen Blickwinkel betrachtet: Es wird nicht
auf die mathematischen und statistischen Grundlagen eingegangen, sondern auf
die Elemente, die zur Visualisierung eines statistischen Plotétigerwerden.
Thematisiert wird die Problematik der Ausgabe aus Sicht der grafischen Daten-
verarbeitung behandelt.

1.2.4.1 Definition eines Grafikobjektes

Wie in Abschnitt 1.2.2 dargestellt, gibt es viele verschiedene statistische Plots, die
alle ein anderes Aussehen haben. Werden sie aus graphischer Sicht betrachtet, so
stellt man dennoch eine Gemeinsamkeit fest: Sie sind alle aus Grafikprimitiven
zusammengesetzt. Unter Grafikprimitiven werden Punkt, Linie, Polygon, Kreis,
Kreisauschnitt und Textelement verstanden. Wird ein Plot nicht aus der Sicht der
Statistik, sondern aus Sicht der grafischen Datenverarbeitung (einem Teilgebiet
der Informatik) betrachtet, so wird von einggrafikobjektgesprochen. Ein Gra-
fikobjekt entfalt alle Informationen, wie sich ein Plot aus den Grafikprimitiven
zusammensetzt und kann diese flie Ausgabe berechnen und bereitstellen. Im
Folgenden werden nun weitere wichtige Bestandteileaetktlie fir statistische
Visualisierungen notwendig sind.

l4statistische Funktionale



1.2.4.2 Weltraum und Weltkoordinatensystem

, Window

/ |

3D-Weltkoordinatensystem 2D-Weltkoordinatensystem

Abbildung 1.8: 3D-Welt (links), 2D-Welt (rechts)

In einem Weltraunt? leben &imtliche Grafikobjekte. Er gibt die reale Anordnung,
GrofRe und Form der Grafikobjekte wieder. Durch das Weltkoordinatensystem ist
es noglich Objekte in dem Weltraum anzulegen, dabi@iken GolRe, Form und

Ort des Objektes festgelegt werden. Aul3erdem werden durch das Weltkoordina-
tensystem zwei Objekte vergleichbar. Diese Eigenschatft ist besonders wightig f
statistische Visualisierungen, weil dadurch die statistischen Eigenschaften meh-
rere Plots verglichen werderdknen. Durch statistische Plotérknen Aussagen

und Folgerungeiiber die zu Grunde liegenden Daten oder Funktionale und deren
statistischen Eigenschaften gemacht werden.

Das Weltkoordinatensystem ist, je nach Art des statistischen Plots, zwei- oder
dreidimensional. Ein Ausschnitt des Weltkoordinatensystems wird als Window
bezeichnet. Es ist festgelegt, dass nur die Grafikobjekte, die in diesem Window
liegen, ausgegeben werden sollen. Das Window muss ebenfalls im Weltkoordina-
tensystem spezifiziert werden. Eine Ausséager die ideale Gif3e des Windows
kann nicht gemacht werden, da sie von dem zu visualisierenden Objekt, in die-
sem Fall dem statistischen Plot, @plgt. Daher sollte sie der Ersteller des Plots
spezifizieren knnen.

SHier ist nicht das All oder das Universum gemeint.
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1.2.4.3 Bildraum und Bildkoordinatensystem

Viewport

2D-Bildraum

Abbildung 1.9: 2D-Bildraum

Der Bildraum besitzt ebenfalls ein Koordinatensystem. Es beschreibt digeGr
der nmbglichen Ausgabe auf dem AusgabemeditinKann nicht der Bildraum,
sondern nur ein Ausschnitt zur Ausgabe verwendet werden, so muss dieser im
Bildkoordinatensystem festgelegt werden. Dieser Ausschnitt wird danvieals
port bezeichnet.

Es sei noch angemerkt, dass wenn von Koordinatensystem in den b&iden R
en gesprochen wird, dies noch nicht in Verbindung mit einem Koordinatensystem,
welches in einem Plot dargestellt wird, zu bringen ist.

1.2.4.4 Window-Viewport—Transformation

Wir wissen jetzt was ein Grafikobjekt ist, wo es lebt und wo es ausgegeben wer-
den soll. In diesem Abschnitt soll eédt werden, wie es zu einer Ausgabe kommt,
und welche Berechnung dazu durchigat werden muss. Es geht darum, wie ein
Grafikobjekt aus dem Weltraurhin dem Bildraum ausgegeben wird. Die Berech-

16z. B. Monitor
"Der Weltraum ist der Raum in dem die Grafikobjekte in reala@3&rleben.
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nung wird Window-Viewport—Transformatiagenannt und setzt sich aus folgen-
den Schritten zusammen:

1. Clipping

2. Translation!® in den Koordinatenursprung
3. Skalierung

4. Translation in den Viewport

Zunachst werden durch das Clipping alle Grafikobjekte,oder auch Teile der Grafi-
kobjekte, die auRerhalb des WinddWkegen, entfernt, danach wird das Window

in den Koordinatenursprung des Weltkoordinatensystems verschoben. Nachdem
das Window auf die Gif3e des Viewports skaliert worden ist, wird der Ausschnitt

in den Viewport verschoben. Bei allen Transformationen, die bei der Window—
Viewport—Transformation stattfinden, werden nur solche benutzt, die ddseG+
verhaltnis der Objekte aus dem Weltraum nichtamadern, und die Seitenveidt

nisse jedes einzelnen Objektes erhalten. Es soll zu keiner Verzerrung eines Ob-
jektes kommen. Anschaulich ist die Window—Viewport—Transformation in Abbil-
dung 1.10 dargestellt. Wie sie mathematisch umgesetzt wurde, ist dem Anhang
A.1.1 auf Seite 157 zu entnehmen.

b Y Y y
(x_maxy_max) A A A
G maxv_ria
(_miny_minl (u_minw_min)
Window in ’x Translation in bx Shkalierung auf ’x Translation in »x
Weltkoordinaten den Ursprung Viewport-Grohe die Endposition

Abbildung 1.10: Window—Viewport—Transformation

18verschiebung
Falls ein Window im Weltraum definiert wurde, ansonstenzhitfias Clipping, da der kom-
plette Weltraum ausgegeben werden soll.

12



1.2.4.5 Projektion

Die Window-Viewport—Transformation bildet nur von einem zweidimensionalen
Weltraum in einen zweidimensionalen Bildraum ab. Damit auch Objekte aus ei-
nem 3D-Weltraum in einem 2D-Bildraum ausgegeben werdenén, muss das
3D-Window in ein 2D-Window transformiert werden.

Dies geschieht durch eine Projektion, die 3D-Objekte in einerlidrgangs-
raum transformiert. & diese Projektion gibt es mehrereilichkeiten. In dieser
Arbeit wurde eine Projektion verwandt, die Grafikobjekte und damit die statisti-
schen Plots realtsnah wiedergibt. Nur wenn die Projektion diese Eigenschaft
besitzt, kann der Betrachter den statistischen Plot und dessen Eigenschaften rich-
tig interpretieren. Der Aufbau und die mathematischen Berechnuniyamek in
Abschnitt A.1.3 auf Seite 160 nachvollzogen werden. Folgende Schritte werden
fur die Ausgabe eines 3D—-Objektes btgt und in Abbildung 1.1%° anschaulich
dargestellt:

1. Clipping im 3D-Window
2. Projektion

3. Window-Viewport—Transformation (ohne Clipping)

Weltkoordinaten

' beschrankt auf das i
3D-Weltkoordinaten Window 2D-Koordinaten

Entfernen nicht| Projektion raNsiormation

. sfort
—®  sichtbarer auf die L

Objekte Projektionsebene, fir die Ausgabe

Abbildung 1.11: Ablauf vom 3D—Raum zum Display

2°Entnommen aus Freisleben und Baumgart [29]
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1.2.4.6 Umsetzung in der Architektur

In den vorhergehenden Abschnitten wurde die formale Vorgehensweise der Aus-
gabe eines Grafikobjektes aus dem Weltraum in den Bildraum beschrieben. In der
Architektur werden die Grafikobjekte im Objekt—Server erzeugt. Er berechnet die
Daten fir die Ausgabe im Display—Server. Diese sind zweidimensionale reelle
Daten, d. h. der Objekt—Serveitrt das Clipping und bei dreidimensionalen Da-
ten die Projektion durch. Erst im Display—Server finden die weiteren Transforma-
tionen der Window-Viewport—Transformation statt. Diese sind nicht so rechen-
intensiv, was den Display—Server entlastet. AuRerdem wird durchibéegabe

von zweidimensionalen Daten der Datentransfer beschleunigt. Bei dreidimensio-
nalen Datendllt durch die Projektion eine Koordinate der Daten weg und durch
das Clipping werden nur die sichtbaren Daidxertragen.

14



1.3 High—Level-Design der Architektur

Ziel dieser Arbeit ist es eine Anwendung zu entwickeln, die statistische Visuali-
sierungen berechnet und ausgibt. Das Einsatzgebiet der Architekturéggithst

breit sein, wie z. B. Einsatz lokal als auch im Web. Diese Anwendung muss al-
so verschiedenste Aufgabeni@hén. Dies kann verdeutlicht werden, wenn der
Ablauf wie es zu einer Ausgabe eines statistischen Plot kommt, betrachtet wird.
Als erstes rnissen die statistischen Daten erzeugt werden. Dies geschieht indem
Berechnungen mit einem Datensatz durchipef werden, oder die Dateitber

ein Funktional! berechnet werden. AnschlieBend wird der Plot aus diesen Daten
berechnet, damit dann die Ausgabe (z. B. auf dem Bildschirm) erfolgen kann.

Grafikbibliothek
(Display-Server)

‘ Objekt-Server \

Datenlieferant
(Client)

Abbildung 1.12: Three—Tier—Architektur

Die Client/Server—Architektur wurde als Three-Tiedsung (Abb. 1.12) um-
gesetzt, wobei die zu é@flenden Aufgaben auf drei Komponenten verteilt wur-
den. Es war erforderlich die Aufgabenbereiche klar voneinander abzugrenzen. Je-
de dieser Komponenten sollte ihre Aufgabefgtichst schnell ausihren. Au-

2ln diesem Falll liegt kein Datensatz den Berechnungen zu Grunde.
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Rerdem sollten sie auf verschiedenen Rechnern mit unterschiedlicher Hard— und
Software laufen &nnen. Um eine éichst nodgliche Flexibiliét zu erreichen, soll

eine Anpassung der Client/Server—Architektur an ein anderes S¥sta@mlichst

durch Akanderung nur einer Komponente geschéhedamit eine Komponente
leicht ausgetauscht werden kann, muss die Kommunikation zwischen den Kom-
ponenten klar definiert sein. Diese wird in einer Schnittstelle definiert und stellt
einen Vertrag dar, an den sich die Komponente halten muss, um mit den anderen
in Verbindung treten zudgnnen. Die Schnittstelleninssen bei der Neuerstellung

von Komponenten immer biécksichtigt werden. Einem Betrachter von statisti-
schen Visualisierungen, die durch die Architektur erstellt worden s#iid dabei

nicht auf, ob die Komponenten lokal, oder verteilt auf verschiedenen Rechnern
laufen. Die Aufteilung in Komponenten ist nuirfden Entwickler sichtbar.

Damit die Client/Server—Architektur stets an neue @#&usse und Ansyirche
angepasst werden kann, ist es sinnvoll, vorhandene Komponenten um Neuerungen
zu erweitern, oder, wenn eine Neuerstellugignist, auf schon vorhandene Teile
zuriickzugreifen. Deshalb wurden in der Architektur objektorientierte Strukturen
verwendet, die es erglichen, durch Vererbung vorhandene Klassen einzubin-
den. AulRerdem bekommt die Architektur durch das objektorientierte Design eine
besserdJbersicht. Dies wird besonders in der Struktur der CORBA-Schnittstelle
berticksichtigt.

In den rachsten Abschnitten werden die einzelnen Komponenten der Client/-
Server—Architektur vorgestellt. Die Namen der Komponenten wurden nach ihren
Aufgaben ausgeihlt. Jede Komponente kann dabei intern, relativ zu einem be-
stimmten Requeét, einen Client oder einen Server darstellen.

1.3.1 Display-Server

Der Display—Server istifr die Ausgabe des statistischen Plots aodig. Wie
schon en@hnt, setzt sich der statistische Ptaus Grafikprimitiven zusammen,
die er vom Objekt—Server geliefert bekommt. Die Ausgabedaten werden im Dis-
play—Server abgespeichert, damit dieser auf sie auch angimhvom Objekt—

22Hardware oder Betriebssystem

23|n sehr komplizierten &len werden auch zwei Komponenten der Architektur angert wer-
den nussen.

24pef.: Der Aufruf und die eventuelleiRkgabe eines Ergebnisses hé&t@guest

25das Grafikobjekt
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Server zugreifen kann, wenn er diege éine Ausgabe bérigt, unter der Voraus-
setzung, dass sich nichts an den Dater@ndert hat. Dies entlastet die Kommu-
nikation zwischen Display— und Objekt—Server und kann die Ausgabe beschleu-
nigen. Der Display—Server eréh eine Grafikbibliothek, mit der die Primitiven
visualisiert werden. Diese erih die Window-Viewport—Transformation (siehe
Abschnitt 1.2.4.4, S. 157), die vor der Ausgabe einer Primitiven durdhgefver-

den muss. Weiterhin kann der Display—Server, fallsiesden statistischen Plot
notwendig ist, ein Koordinatensystéhiberechnen und ausgeben.

Ein Display—Server kann au3erdem mehrere Ausgabefenster verwalten, d. h.
es konnen mehrere statistische Plots uriidig voneinander in einem Display—
Server ausgegeben werden. Des weiteren kanidrgefles dieser Ausgabefen-
ster eine Schnittstelle zur Interaktidirfden Betrachter bereitstellen. Im Fall von
Interaktion leitet der Display—Server die entsprechenden Events, die durch den
Betrachter erzeugt worden sind, an den Objekt—Server weiter.

1.3.2 Objekt—Server

Die Grafikobjekte bilden den Ausgangspuniat tlie statistischen Visualisierun-
gen. Sie werden durch den Objekt—Server erzeugt. Der Objekt—Servalt eitle
Factory (siehe dazu Anhang A.2, S. 163 oder Gamma et. al. [31]), die diese Auf-
gabeiibernimmt.Uber sie werden die neuen Grafikobjekte erzeugthéte Er-
klarungeniber den Aufbau und deren Funktionsweise werden im Anhang A.2.2
auf Seite 164 gegeben. Neben den Grafikobjekten verwaltet der Objekt—Server
auch den entsprechenden Weltraum der Grafikobjekiiejelden Display—Server,
bzw. fur jedes neue Ausgabefenster im Display—Server, wird ein neuer Weltraum
erzeugt und verwaltet.

Der Objekt—Server bildet den Ausgangspuriktdie Kommunikation der ein-
zelnen Komponenten der Client/Server—Architektur. Er verwaltet die Verbindun-
gen zum Display—Server und stellt dem Client die Grafikobjekte zurigerig.
AulRerdem Knneniiber den Objekt—Server Eigenschaften des Display—Servers
gesetzt werden. Der Objekt—Senigrernimmt die Kontrolle der Kommunikation
und macht die Architektur dadurch sicherer, d. h. es kommt zu keinen falschen Zu-
griffen. Ebenso werden alle intensiven Berechnungen, die die Grafikobjekte und

26Das Koordinatensystem wird anhand des Bildraumes und des statistischen Plots berechnet. Es
ist nicht gleichzusetzen mit dem Welt— oder Bildkoordinatensystem.

17



damit die statistischen Plots betreffen, vom Objekt—Server durghgeDiese
Berechnungendnnen die Projektion von 3D-Grafikobjekten, die Rotation dieser,
oder das Entfernen von verdeckten Linien sein. Aul3erdem berechnet er Daten, die
an den Display—Server zur Ausgabe weitergegeben werden. Diese Daten sind die
Grafikprimitiven, aus denen sich das Grafikobjekt, der Plot, zusammensetzt. Da
diese Berechnungen hier ausgfet werden, wird der Display—Server entlastet.
Die Berechnungen bilden einen Teil der Grafikbibliothek in der Architektur. Es
kann aber nicht ohne den Display—Server zu einer Ausgabe kommen. Die Funk-
tionen, die in diesem Teil der Grafikbibliothek enthalten sind, haben nichts mit
der direkten Ausgabe zu téfp sondern bereiten diese nur vor. Ein Teil dieser Be-
rechnungen muss nur ausgeft werden, wenn diese vom Display—Server ange-
fordert werden. Der Objekt—Server bietet dem Display—Server eibglithkeit

zur Kommunikationiber Events. Die Events werden beim Auftreten bearbeitet
und die entsprechenden Aktionen werden ausgef zum Beispiel die Rotation

der Grafikobjekte. Tritt dieses Event auf, so werden die Daiedieé Ausgabe im
Objekt—Server berechnet. Danach werden die berechneten Daten zur Ausgabe an
den Display—Serveibergeben.

1.3.3 Client

Die statistischen Dateriif die Berechnungen liefert der Client. Er ist ¢[2aten-
bank”, die den Ausgangsdatensatz liefert. Alle mathematischen und statistischen
Berechnungen, die nicht mit dem statistischen Plot zusamamgygm, werden im
Client durchgeifihrt. Auch diese Berechnungearknen sehr intensiv sein, was bei
der Entwicklung des Clients zu hiksichtigen ist. Der Client wird die Kom-
ponente sein, die am meisten an die eigeneniBatsse angepasst wird, da er
die Daten @r den Plot liefert, diesen im Objekt—Server erzeugt, und die Ausgabe
einleitet. Er fordert das entsprechende Grafikobjekt vom Objekt—Server an und
Ubergibt an dieses die neu berechneten DatandEn Client stellen die Grafik-
objekte die statistische Grafikbibliothek dar. Es sieht nicht die dahinter liegende
Struktur der Grafikbibliothek im Objekt—Server und Display—Server. Idealerweise
sollte er auch die einzige Komponente sein, diéweert werden muss.

Um die Interaktion mit einem Betrachter des Display—Server ziapewisten,
kann der Client auf Callbacks reagieren, z. B. bei dem Verschieben eines 8liders

2’Die Funktionen zur direkten Ausgabe sind im Display—Server enthalten.
28dt. Schieberegler
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durch Neuberechnung der Daten. Callbacks sind Events, die vom Display—Server
uber den Objekt—Server an den Client weitergeleitet werden. In diesem Fall tritt
der Client als Server auf und arbeitet das Callback ab. Rieg tlann zu einer
Neuberechnung der Dateiarfden Plot mit deriibergebenen Parametern.

1.3.4 Datensicherheit

Datensicherheit ist heute ein sehr wichtiges Thema. Maohte einem Unbe-
kannten nicht mehr Informationen zur Viagung stellen, wie unbedingt notwen-

dig ist. Dies wird auch bei der Client/Server—Architektur imksichtigt, indem

der Objekt—Server nur die Grafikprimitiven eines Plots an den Display—Server lie-
fert. Bei der Kommunikation zwischen Objekt— und Display—Server wird zumeist
kein DatensatZibertragen, sondern nur die Daten der Grafikprimitiven. Im Fall
eines zweidimensionalen Scatterplot kann esUtertragung eines Datensatzes
kommeni®. In diesem Fall muss sich der Ersteller des Plots dessen bewusst sein
und abviagen, ob die Datensicherheit oder die Visualisierung wichtiger ist. Da-
tensaitze werden aber vom Client an den Objekt—SeiNmmrgeben, deshalb ist es
notwendig, deren Kommunikation besonders zuitodn. Den Bedrfnissen der
Datensicherheit muss bei der Umsetzung in einem Prototypen unbedingt entspro-
chen werden, besonders wenn die Komponenten auf verteilten Rechnern laufen.
Die Komponenten solltefiber eine sichere Verbindung, wie zum Beispibker

SSL%°, miteinander kommunizieren. Sonst werden nur Dalieertragen, die zur
Visualisierung beatigt werden. Dies sind im Allgemeinen nur Funktionale der
eigentlichen Daten. Aus diesednen nur selten die Ausgangsdaten berechnet
werden.

2%Dies ist nur ganz selten der Fall, da die Daten meist vor der Ausgabe durch die Window—

Viewport—Transformation neu skaliert werden.
30Secure Sockets Layer
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1.4 Auswahl der Middleware fur die Umsetzung

Im letzten Abschnitt ging es um das High—Level-Design der Architektur. Nun
geht es einen Schritt weiter, die zu stellenden Anforderungen an die Architektur
werden diskutiert und festgelegt. Damit die Komponenten miteinander kommuni-
zieren lonnen, wird eine sogenannte Middleware dtggt. Middleware wird wie
folgt definieré™:
Middleware bezeichnet eine Softwareschicht zwischer tesrtragungsnetzwerk
und den Anwendungen. lhre Aufgabe ist es, von den Eigenheiten und der Komple-
xitat der verwendeten Infrastruktur zu abstrahieren und den Anwendungen eine
reibungslose, standardisierte Interaktion zu égtichen. Unter dem Begriff des
Dienstes selbst ist eine Programmeinheit zu verstehen, die eine abgeschlossene
Aufgabe eiillt und von einem Dienstanbieter entwickelt, gewartet und angebo-
ten wird. Das Spektrum @glicher Dienste reicht von systemnahen Dienstieer
komplexere, benutzernahe Anwenderdienste bis hin zu Standardwerkzeugen der
Burokommunikation. Dienste gliedern sich oft nahtlos in eine Middleware ein, die
dafur sorgt, dass die Dienstnutzer einen Dienst finden und mit ihm interagieren
konnen.

Eine Middleware stellt vor allem Dienst@rfldentifikation, Authentifizierung,
Zugriff und Informationsaustausch oder Sicherheit zur guhg, um so vernetz-
tes Arbeiten zu erleichtern. Heutzutage beinhalten viele Applikationen allerdings
noch selber solche Dienste, was zu konkurrierenden und inkompatiblen Standards
fuhrt.

Die Middleware, die @ir die Umsetzung benutzt werden soll, muss folgende
Anforderungen eifllen:
Sie sollte, wegen der klaren Struktur und der Vererburiggichkeit objektorien-
tiert sein, und eine sichere Kommunikation untétztn. Aul3erdem sollte sie die
Kommunikation zwischen verschiedenen Programmierspracheiigeisten, da-
mit die Komponenten in verschiedenen Programmiersprachen umgesetzt werden
konnen, was Geschwindigkeit und Flexilakitder Architektur erbht. Auf3erdem
sollte die Kommunikation unal@mgig vom Standort der Komponenten stattfin-
den lonner?. In den rachsten Abschnitten werden verschiedene Alternativen
fur die Entwicklung der Architektur vorgestellt. Am Ende des Kapitels folgt ein

3lentnommen aus: Fraunhofer IS — Embedded Communication
32\/erteilungstransparenz
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Redimee, welches die Auswahl der Middleware und der Programmiersprachen
begiindet.

1.4.1 Common Objekt Request Broker Architecture (CORBA)

CORBA®ist eine Entwicklung der Object Management Group (OMG). Die OMG
ist eine nicht—-kommerzielle Arbeitsgemeinschaft, die 1989igedgt wurde. COR-

BA ist ein Standard, mit dem Programme oder Programmteile verschiedener Pro-
grammiersprachen miteinander verbunden werdamegn. Dieser Standard hat
einen objektorientierten Aufbau. Er ist verteilungstransparent, d. h. die Kompo-
nented* konnen auf verschiedenen Rechnern, die durch Netzwerk miteinander
verbunden sind, laufen. Die Kommunikation der einzelnen Komponenten wird
in Schnittstellen festgelegt. Diese werden mit der sogenannten Interface Defini-
tion Language (IDL3® erstellt, und mittels Language Mappitidn die entspre-
chende Programmierspraciieersett'. Die Syntax der IDLahnelt der von C++

und JAVA. Der CORBA-Standardalt sich an die Trennung zwischen Interface
und Implementierung. Dabei muss nur die Implementatierung in deiirgssi-

ten Programmiersprache erfolgen. Die Programmiersprache und somit auch die
Middleware—Software wird nach den Anforderungen an die entsprechende Kom-
ponente ausgeaihlt. Eine andere Riglichkeit zur Erstellung von Schnittstellen
kanniber Dynamic Skeleton Interface (DSI) und Static Skeleton Interface (SSI)
vorgenommen werden. Bei diesebilichkeit muss sich der Programmierer selbst
darum Kimmern, wie und wann die Schnittstellenfunktionen mit einer Implemen-
tation ausgadillt werden.

Der wichtigste Bestandteil CORBAs ist der Object Request Broker (ORB)
(siehe Abb. 1.1%). Er lokalisiert den Aufenthaltsort und den zastligen Objek-
tadapter iir ein Objekt. Letztgenannter idirfdie Aktivierung und Deaktivierung
der Objekte zustndig. Ein Objekt besteht zum einen aus einem CORBA-Objekt,

33zusatzliche Informationen findet man unter www.omg.org.

34Client und Server

35Wenn in diesem Abschnitt von der IDL gesprochen wird, ist damit die OMG IDMG IDL
gemeint.

36Language Mapping beschreibt die Umsetzung zwischen Programmiersprache und Schnittstel-
lensprache.

37Dies geschieht mit dem IDL—Compiler

38Abb. entnommen aus dast.nlanr.net/Guides
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Abbildung 1.13: CORBA Systemarchitektur

zum anderen aus dem Servant oder einem Ptoxizer Servant ist die Imple-
mentation des CORBA-Objektes und realisiert dessen Semantik. Das CORBA~-
Objekt im Client kanruber einen Proxie auf den Servantim Server zugreifen. Der
Proxie wird nach dem Erhalt einer Objektreferenz durch den ®B&eugt. Pro-

xies kommen sowohl auf der Cli¢htwie auch auf der Server—Sefteum Ein-

satz. Die Stubs und Skeletons werden bei statistischen Aufrufen verwendet. Bei
ihrem Einsatz ist die Objekt—Schnittstelle dubersetzungszeit vorhand€nlist

dies nicht der Fall, so bietet CORBA dieddlichkeituiber das Dynamic Invoca-

tion Interface (DII; Client—seitig) undber das Dynamic Skeleton Interface (DSI;
Server—seitig) die Schnittstelle zur Laufzeit dynamisch zu erzeugeniuraie
Verarbeitung bekannt zu geben. Damit kann die Kommunikation zwischen dem
CORBA-Objekt und dessen Proxie stattfinden. Hinter dem Proxie kann sich ein
Servant befinden, der mit diesem veiikiit ist und die Ausfihrung der Funktio-
nentibernimmt. kir die Datefibertragung wird die Common Data Representation
(CDR) verwendet. Das verwendete Kommunikationsprotékast das Internet
Inter—ORB Protocol (110P).

3%Hier muss der Programmierer entscheiden, wie die Funktionen spezifiziert werden sollen.
40Client-ORB

41Sje heiRen Stubs auf der Client-Seite.

42Auf der Server—Seite ist dies der POA, der die Zugriffe weiterleitet.

43Dje Schnittstelle ist bei der Programmerstellung (Kompilation und Linken) vorhanden.

44Das Kommunikationsprotokoll beschreibt den Datenversand zwischen verschiedenen Rech-

ner. In dem Protokoll wird festgelegt, wie die Rechner miteinander kommunizieren.
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CORBA unterdiitzt die verschiedensten Betriebssysteme (Linux, Unix, Win-
dows, etc.) mit den unterschiedlichsten Programmiersprachen. Language Map-
pings sind zum Beispielif C++, JAVA, COBOL oder Smalltalk vorhanden (Hof-
mann et. al. [44]).

CORBA bietet zuatzlich zum Basisumfang noch eine Sammlung von Dienst-
spezifikationen an. Sie werden CORBA-Services genannt, inre Schnittstellen wer-
den mit der IDL beschrieben. In Tabelle 1.1 werden sie kurz vorgestellt (entnom-
men aus Hofmann et. al.[44]). Zum Einsatz kommen sie hachtgh bei un-
ternehmenskritischen Anwendungen. Die Schnittstellen werden ebenso wie die
selbst definierten verwendet. Die Dokumentation der Services istwm&romg.org
zu finden.

1.4.2 Remote Method Invocation (RMI)

Verteilte Anwendungen wie die Client/Server—Architektudnken unter JAVA

mit der Remote Method Invocation (RMI) umgesetzt werden. Das RMI erlaubt
es Objekten von einer JAVA Virtual Machine (VM) auf die Methoden anderer
Objekte zuzugreifen, die in einer anderen virtuellen Maschine (VM) laufen. Das
Konzept ist angelehnt an das von CORBA. JAVA—Objekiarkeniiber Proxie®

auf Methoden anderer Objekte zugreifen, dabei wird die Schnittstelle durch das
RMI bereitgestellt. Es gibt keine besondere (dadlefinierte Sprache, um eine
solche Schnittstelle zu definieren. Alle Schnittstellen werden von einer JAVA—
Klassé® abgeleitet. RMI umfasst damit eine Menge von JAVA—KIlassen, Schnitt-
stellen und Tools. Der Aufbau von RMI ist Abbildung 1414u entnehmen.

Die Kommunikation erfolgtiber das HTTP—Protokoll. Die RMI-Registry ver-
waltet die JAVA—Objekte und eraglicht den Zugriff auf diese. RMI ist ebenso
wie CORBA objektorientiert, unterigtzt aber hauptechlich die Kommunikation

von JAVA—Komponenten untereinander. Es wird keine andere Programmierspra-
che beiicksichtigt, RMI bietet aber eine Schnittstelie CORBA.

Das dynamische Laden von Objekten égficht es, die Objekte erst zur Lauf-
zeit bekannt zu geben, d. h. es kann eine Klasseninformation zu einem Remote—

45Stub und Skeleton
46java.rmi.*
4’Entnommen aus Irmscher [47].
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Service

Beschreibung

Collection Service

Verwaltung von Objekten mit gemeinsamen
Kriterien z. B. in Maps, Sets oder Queues.

Concurrency Control Service Sperren von Threads oder Transaktigyemn

Event Service

Externalization Service

Licensing Service

Life Cycle Service

Naming Service

Notification Service

Persistent Object Service

Property Service

Query Service

Relationship Service

einen Lockmanager.

Dynamisches Erzeugen von Events durch
CORBA-Objekte.

Objekt®knen in einen String verwandelt wer-
den. Ebenso ist esdglich, aus einem String ein
Objekt zu erzeugen.

Operationen, die es 8glchen, verwendete
Ressourcen nach bestimmten Kriterien zu be-
rechnen.

Definiert Operationeiber welche Objekte er-
zeugt, kopiert, verschoben und gstht werden
kdnnen, Hofmann et. al. ([44], S. 335).

Zugriff auf CORBA-Objekte anhand ihres Na-
mens.

Erweitert den Event Service, indem jede belie-
bige Datenstruktur als Ereignidbertragen wer-
den kann und nicht nur die im Event Service
typisierten Ereignisse (Hofmann et. al. [44], S.
335).

Objektérinen mit ihren Eigenschaften abge-
speichert werden und nach Programmestart wie-
der geladen werden.

Uber den Namen oder Wertéknen Objekte
eindeutig identifiziert und verwendet werden.

Stellt Abfrageoperationen an Objekte zur
Verfiigung, und ist eindJbermenge von SQL
(Hofmann et. al. [44], S. 335).

Eraglicht die dynamische Erzeugung von As-
soziationen zwischen Objekten und das Traver-
sieren dieser Links (Hofmann [44], S. 335).

Tabelle 1.1: CORBA-Services |
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Service Beschreibung

Security Service Sorgiif eine sichere Kommunikation bei ver-
teilten Objekten.

Time Service Zeitsynchronisation zwischen verschiedenen
Objekten.

Trading Service CORBA-Objektedknen nach ihrendhigkei-

ten identifiziert werden.
Object Transaction Service  Verwirklicht das Konzept der Transaktionen
(Hofmann [44], S. 335).

Tabelle 1.2: CORBA—-Services Il

Objekt8, auf das ein Client eine Referenz besitzt, dynamisch als Bytétgde
laden werden. Der Client braucht somit keinen direkten Zugriff auf den Client—
Proxie (Stub), sondern kann diesen zur Laufzeit anhand seinérfdesse nach-
laden. Hier besteht eine Trennung zwischen Schnittstellen und Implementation.
Ein weiterer Vortelil ist, dass der Server zur Laufzeitaretert werden kann, ohne
dass der Client etwas davon merkt. Notwendig ist nur die Erhaltung der Schnitt-
stelle.

1.4.3 Component Object Model + Distributed COM

Das Component Object Model (COM)wurde 1993 von Microsof®) fur Win-
dows—Plattformen véifentlicht. Es bildet die neue Grundlag@ die Verwaltung

von Systemkomponenten, da auf ihm die verteilten Anwendungen, die auf OLE
oder ActiveX beruhen, basieren.

Jedes Objekt und seine Funktiondlitvird bei COM in einer Komponente ge-
kapselt. Der Zugriff auf diese erfolgiber einedffentliche Schnittstelle, auf die
Implementation gibt es keinen Zugriff. Die Schnittstellen werden mit der Micro-
soft Interface Definition Language (midl) definiert. Dabei bekommt jede Schnitt-
stelle eine eindeutige Kennummer, den GBliRugeordnetiiber die der Zugriff
auf die entsprechende Implementation erfolgen kann. Die Zuordnung der Ken-

48Mit Remote Objekt wird der Servant bezeichnet, der auf Anfragen des Clients wartet.
49Dies wird auch als Object Serialization bezeichnet.

50Abb. entnommen aus msdn.microsoft.com/library

51Globally Unique Identifier
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Anwendung

Stub Skeleton

RMTI -System
Remote Reference Layer

Transport Lavyer

Abbildung 1.14: RMI Systemarchitektur

nummern mit dem jeweiligen Objekt erfolgt durch die Windows—Registry, wel-
che in das Betriebssystem eingebunden ist. Ebenso stellt das Betriebssystem alle
Mechanismeniir die Kommunikation zwischen Client und Server zur \gdng.
COM realisiert dadurch den Nachrichtenverkehr. Die Verbindung wird ebenso wie
bei CORBA uber client— und serverseitige Proxies bewerkstelligt. Die Aktivie-
rung und Lokalisatioriibernimmt bei COM der Service Control Manager (SCM).
Ebenso wie in CORBA &nnen die Schnittstellen statisch oder dynamisch erzeugt
werden.

Verschiedene Programmiersprachen, wie z. B. C++, JAsdler VBA, wer-
den vom COM miteinander verbunden, d. h. Clierdatken somit in Excel, WSH,
Python oder C++ erstellt werden. Der COM-Standard istztst an einen loka-
len Rechner gebunden, um verteilte Komponenten realisiererdoanek, wur-
de COM erweitert. Die Erweiterung heif3t Distributed—COM (DCOM) und un-
terstitzt die Kommunikation vorilber dem Netz verteilten COM-Objekten. Es
stellt Dienste eines Servers unter Beksichtigung der Sicherheitsrichtlinien im
Netz zur Verfigung.

Basierend auf COM (DCOM) wurden sehr rasch verschiedene Konzepte fiir
die Erweiterung von Server—Komponenten entwickelt, und Technologien wie Au-
tomation und ActiveX haben in nahezu allen Entwicklungsumgebungen Einzug

52Hiermit ist das Visual J++ gemeint
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Abbildung 1.15: DCOM Systemarchitektur

gehalten (Hotmann et. al. [44]). COM enttalt neben DCOM noch weitere Erwei-
terungen wie Klassenfabriken, Sicherheitsdienst, ActiveX, Transaktionen (MTS)
und COM+.

1.4.3.1 DirectX

DirectX ist eine low—level APE, die von Microsoft entwickelt wurde, um multi-
mediale Ausgaben zu erzeugen. Sowohl die Ausgabe von 2D— und 3D-Grafiken
und Audiodaten, als auch Interaktion mit dem Benwzeerden untersitzt. Au-
Berdem ist sie netzwerkiig, d. h. Berechnung und Ausgabénken auf ver-
schiedenen Rechnern stattfinden. Directédtlsich an den oben angesprochen
COM-Standard, d. hif multimediale Erweiterungen ist sie sehr geeignet. Direc-
tX wurde hauptachlich tir die schnelle Ausgabe von 3D-Grafiken und Sounds
entwickelt, was besonders bei der Entwicklung von PC—Spieledtiggmird. Di-

rectX in Verbindung mit COM kann zur Erstellung einer Client/Server—Architektur
verwendet werden.

53pefinition API: Application Programming Interface, Anwendungsprogrammierschnittstelle.
Eine von einem Betriebssystem oder einem Anwendungsprogramm vorgegebene Schnittstelle,
Uiber die anderen Anwendungen standardisierte Software—Werkzeuge Ziguwarfgestellt wer-
den (entnommen vowww.net-lexikon.de

4Eine Schnittstelleifr Eingabegéite ist in DirectX eingebunden.
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\orteile Nachteile

bessere Laufzeit komplexer Aufbau
speziell an die Badlrfnisse angepasst zeitintensive Entwicklung
geringer Overhead keine Anbindung an bestehende Projekte

eingeschiinkte Portabilit
schlechte Erweiterbarkeit
Fehlerandlligkeit

Tabelle 1.5: Vor— und Nachteile einer eigenen Middleware

1.4.4 Eigene Middleware

Eine Alternative zu den bisher vorgestellten Middlewar@&ghthkeiten vare ei-

ne Eigenentwicklung. Siednnte genau an die Andjrhe angepasst werden, die
fur die Umsetzung der Client/Server—Architektur begt werden. Ein optima-
ler Funktionsumfang @&re damit gewhrleistet. Es gbe keinen Overhead, kein
zusatzlicher Ballast, der nichtif die Ausgabe von statistischen Visualisierungen
berbtigt>® wird. Die Kommunikation Knnte durch ein eigenes Protokoll erfolgen,
welches auf das TCP/IP—Protokoll aufsetzénikte.

Eine eigene Middleware zu erstellen ist generefigiich. Der Aufwand ist
aber nicht gerechtfertigt, da die Erstellung eines eigenen Prototyjpetief For-
schungsitigkeit den zeitlichen Rahmen sprengeiirde. Aul3erdem entstehen
Probleme bei der Einbindung in eine schon vorhandene Komponente. Digse M
lichkeit scheidet wegen der vielen negativen Aspekte aus (siehe Tabelle 1.5).

1.45 OpenGL

OpenGL ist ein Industriestandard, der eine Schnittstéitedfe Verwendung der
Grafik—Hardware zur Vetigung stellt. Es ist ein Hardware undigiger low—

level Standard mit einem sehr begrenzten Umfang an Grafikprimitiven. Aus diesen
konnen komplexere Modelle zusammengesetzt werden. Es werden Transforma-
tionen, Projektionen, Kameratransformationen, Ray—Tracing, Reflexionsmodel-
le, Licht, Texturen und vieles mehr untertt (siehe dazu Slusallek [82]). Die

55z. B. Methodeniir die Darstellung von Texturen sein, falls diese nicht bewussitigtrwer-
den.
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Maoglichkeiten von OpenGL sind besonders auf die realistische Darstellung von
3D-Welten ausgerichtet.

Interaktionber Callbacks und Events werden von OpenGLazlgh un-
terstitzt. Desweiterenénnen, verteilte Anwendungen mit OpenGL erstellt wer-
den, d. h. Berechnungerdknen auf einem Server ausgeft werden, wobei die
Ausgabe auf einem Client im Netz (siehe Segal und Akeley [81]) erfolgt.

OpenGL ist eine Alternative zu DirectX, da es nicht an die Betriebssysteme
von Microsoft gebunden ist.

1.4.6 XploRe

XploRe* ist eine statistische Software mit interaktiver, grafischer Benutzerumge-
bung. Ihr liegt eine objektorientierte, statistische Programmiersprache zu Grunde,
mit der die Eingaben erfolgen. In XploRe ist bereits eine grof3e Anzahl an statisti-
schen Modellen, S&izern, Tests und Plots eingebunden.

Die Ausgabe kanriber interaktive Grafiken erfolgen, mit denen komplexe
Sachverhalte dargestellt werdedrken. XploRe ist ebenfalls als Client/Server—
Architektur einsetztbar. Es besteht di@#lichkeit fur die Ausgabe einen JAVA—
Client zu benutzen, wobei die Berechnungen im XploRe—Server stattfinden. Der
Client bietet ein lokales graphisches Benutzer—Interface, mit dem es zur Interak-
tion mit dem Betrachter kommt. Diese Architektur ist audi den Einsatz im
Web oder Intranet geeignet, dort besonders im Bereich E-Learning. Sie verfolgt
den Ansatz der Erstellung einer eigenen Middleware. Es wurde eine eigenes Kom-
munikationsprotokoll definiert, welches direkt auf das TCP/IP—Protokoll aufsetzt
(siehe Eigene Middelware 1.4.4).

1.4.7 Resimee

Fur die Umsetzung des Prototypen der Client/Server—Architektur wurde CORBA
verwendet. CORBA ist eiffentlicher, nicht—kommerzieller und gut dokumen-
tierter Standard. Die Middleware CORBA ist nicht wie COM/DCOM an die Be-
triebssysteme von Microsoft gebundeiir EOM/DCOM spricht allerdings, dass
die DirectX—Bibliotheken als COM—-Objekte mitgeliefert werden. Da aber in der

é\Weitere Details sind unter #idle et. al. [40], Cizek et. al. [16] unddrdle et. al. [41] zu
finden.
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Client/Server—Architektur nur einfache statistische Plots visualisiert werden sol-
len, ist DirectX nicht unbedingt notwendig. Deren Grafikbibliothek zielt genauso
wie OpenGL auf das Erstellen von realistischen 3D-Welten ab, die besonders bei
der Programmierung von Spielen l@gigt werden.

Auf die Verwendung bestehender Client/Server—Architektuiestatistische
Visualisierungen, wie z. B. XploRe, wurde verzichtet, da diese zu stark an ein
statistisches Softwarepaket gebunden sind. Die Erweiterung der Architektur wird
erschwert, da eine Einarbeitung in das Softwarepaket und die zu Grunde liegende
statistische Programmiersprache notwendig ist.

Auch auf die Erstellung einer eigenen Middlewaiie $tatistische Visualisie-
rungen, auf die die Client/Server—Architektur aufsetzen soll, wurde verzichtet.
Der Aufwand steht nicht im Ve#idtnis zu den Vorteilen einer eigenen Middlewa-
re (siehe Tabelle 1.5). Soll die Client/Server—Architektur in einem kommerziellen
Rahmen zum Einsatz kommen, ist diese Alternative wieder néberdenken. Da
in dieser Arbeit nur ein Prototyp erstellt werden soll, und dieségliohstuber-
schaubar und dessen Aufbau leicht vénsliich sein soll, wird auf eine bereits
vorhandene und damit bekannte Middlewarelizirgegriffen. Der Aufbau und
die Funktionsweise der Middleware ist bekannt, daher gestaltet sich die Einarbei-
tung leichter, als eine komplette Neuerstellung des Prototypen. Die Neuerstellung
beinhaltet neben der Implementation der drei Komponeten, auch die Spezifikation
der Kommunikatiof'.

Da eine bekannte Middleware mit Standard—Programmiersprachen zur Umset-
zung des Prototypen verwendet werden salli tlie Entscheidung auf die Midd-
leware CORBA. Sie ist aul3erdem gut dokumentiert und kostenlos. Sie titderst
viele Programmierspracheryrfden Prototypen werden in diesen Fall C++ und
JAVA benutzt. C++, da es eine leistungsstarke und schnelle Programmiersprache
ist, welche die Objektorientiertheit untdistt, und JAVA, da sie haugishlich bei
Web-Applikationen verwendet wird. Dies edglicht, verbunden mit der Middle-
ware CORBA, einen flexiblen Einsatz des Prototypen.

Anzumerken ist, dass mit allen anderen vorgestellten Alternativen die Erstel-
lung eine Prototypen auchaglich gewesen are.

57z. B. die Erstellung eines eigenen Protokolls.
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1.5 Umsetzung spezieller Aufgaben
in der CORBA—-Implementierung

Die Umsetzung der Client/Server—Architektur fstatistische Visualisierungen
wird mit der Middleware CORBA durchg@hrt. In dieser Arbeit soll ein Prototyp
erstellt werden, der auf Web—Seiten eingesetzt werden kann, um dort statistische
Plots zu visualisieren. Er soll Interaktigituntersiitzen, damit er in multimedialen
Konzepten und im E-Learning Bereich eingesetzt werden kann.

1.5.1 Details zum Prototypen

JacORB MICO JacORB

...................................................

Client

Display-Server H I: Objekt-Server
<+

JAVA-Applet H : T ' + | 5ava-applikation | i

Abbildung 1.16: Aufbau des Prototypen

Der Prototyp besteht aus drei Komponenten (siehe Abb.1.16). Der Display—Server
gibt den statistischen Plot aus, und soll in einer Web—Seite integriert werden. F
die Umsetzung bietet sich die Programmiersprache JAVA an, da ein Applet auf
Web-Seiten leicht einzubinden ist. Die JAVA Virtual Machine (JVM) ist in den
meisten Browsern schon installiert, daher ist keinazzischer Downloaef not-
wendig. Als Middleware—Produkt wurde JacORRon der Freien Universit

Berlin verwendet. Da der Client ebenso in JAVA geschrieben wurde, findet auch
dort das Middleware—Produkt JacORB Verwendung. Der Objekt—Serkerdie
intensivsten Berechnungeiirfdie statistischen Pldtsaus, deshalb wurde hier die

58zusatzliche Installationen und Anpassung an ein System ist somit nicht erforderlich.
S9www.jacorb.org

%9m Client kdnnen auch intensive Berechnungen ausgefwerden. Diese haben aber nicht
direkt etwas mit dem statistischen Plot zu tun.
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Programmiersprache C#+benutzt. Eir den Objekt—Server kommt das Produkt
MICO®? als Middleware zum Einsatz. Den Ausgangspunkt des Prototypen bildet
die CORBA-Schnittstelle (siehe Anhang A.3, S. 166 ff.).

Nachfolgend wird auf spezielle Implementierungs—Details des Prototypen ein-
gegangen.

1.5.2 Ausgabe eines Grafikobjektes

Die Aufgabe der Client/Server—Architektur ist es, statistische Plots zu visualisie-
ren. Der statistische Plot wird als Grafikobjekt im Objekt—Server verwaltet. Alle
Grafikobjekte werden von einer gemeinsamen CORBA-Schnittstelle abgeleitet,
die die beftigten Methoden (siehe Tabelle 1.6) eddthDen Ausgangspunktif

Methode Beschreibung

cloneObject Erzeugung realer Objekte

destroy Zersirung des Objektes

name Lieferung des Namens des Plots

draw Realisierung der Ausgabe

setData Ubergabe derifr den Plot notwendigen
Daten

Tabelle 1.6: Methoden der Grafikobjekte

die Ausgabe bildet der Client. Er liefert die Daten der Ausgabe und bestimmt
mit welchem Plot diese ausgegeben werden sollen. Der Client erzeugt in dem
Objekt—Server ein Grafikobjekt, welches den Plot darstellt, was durch Klonen des
Prototypen (siehe Anhang A.2, Seite 163) geschieht. Dataidén beliebig viele
Grafikobjekte beim Objekt—Server angefordert werden, eine Begrenzung erfolgt
nur durch das jeweilige Betriebssystem und die Middleware. Die Erzeugung der
Grafikobjekte wird von einer Factory (siehe Anhang A.2, Seite 1&#nom-
men, danach muss der Datensatz an das Grafikobipgkgeben werden, bzw. das
Funktional fir die Ausgabe spezifiziert werden. Damit ist dann der statistische
Plot festgelegt. Au3erdem muss der Client die Art undfer des Weltraumes
festlegen. Die Art wird durch die verwendeten Grafikobjekte festgelegt, diBesr

6lgcc.gnu.org
62www.mico.org
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wird vom Ersteller des Clients frei gélt. Ebenfalls riissen die Eigenschaften
des Bildraumes gesetzt werden. Die Verwaltung des Welt— und Bildraumes sind in
dem Plot—Objekt gekaps®it Jeder Display—Server bekommt sein eigenes Plot—
Objekt des Objekt—Servers zugewiesen. Es@héine Referenz auf den Display—
Server, und setzt so die Eigenschaften des Display—Servers.

Wenn vom Client alle Eigenschaften gesetzt worden sind, wird durch einen
Methodenaufruf die Ausgabe eingeleitet. Es wird jetzt beispielhaft angenommen,
dass ein 3D-Grafikobjekt visualisiert werden soll. Der Objekt—Sefueat,f be-
vor dieses Objekt ausgegeben wird, die Projektion durch (siehe Abschnitt 1.2.4.5,
S. 13). Ebenso irden, falls notwendig, alle anderen Berechnungen wie Clip-
ping®*, Rotation oder Entfernen von verdeckten Kanten und Linien, vor der Pro-
jektion durchgeiihrt. Dies sind meist sehr rechenintensive Operationen und ent-
lasten den Display—Server, da sie im Objekt—Server albgefverden. Nach
den Berechnungen werden dem Display—Serverjider die Referenz im Plot—
Objekt ermittelt wurde, die Daten des Pldtisergeben. Die Daten bestehen aus
den Grafikprimitiven, aus denen sich der statistische Plot zusammensetzt. Der

E Grafikobjekt | |

i| | Polygonzug

TPolyLine3D

»

Erzeugung der Grafikprimitiven

ds->drawLine (x01,y01,x11,y11)
ds->drawLi bei Aufruf von drawlLine

1e(x02,y02,x12,y12)

................................

Abbildung 1.17: Ablaufschema der Ausgabe

Display—Server speichert diese Grafikprimitiven in einer Liste (siehe Abb. 1.17)
damit der sptere Zugriff auf diese gaitrleistet ist, ohne dass die Daten neu

83Nahere Informationen zur Umsetzung der Plot—Objekte sind dem Anhang (A.2.3) zu entneh-
men.
64Dies wird meistens vom Fenstermanager im Display—Server dutighgef
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vom Objekt—Server angefordert werderisaen. Die Kommunikation zwischen
Display— und Objekt—Server wird dadurch entlastet und rechtfertigt den Spei-
cherverbrauch durch die Speicherung im Display—Server. Nachdem die Window—
Viewport—Transformation bei allen Grafikprimitiven durchigieft worden ist, wer-

den diese ausgegeben. Faligig berechnet der Display—Server auch ein Koordi-
natensystem, und gibt dieses mit aus. Mit der Ausgabe der Grafikprimitiven auf
dem Bildschirm endet die Ausgabe eines 3D-Grafikobjektes, welches einen drei-
dimensionalen statistischen Plot darstellen soll (siehe Abb. 1.18).

Abbildung 1.18: Ausgabe eines 3D-Plots

1.5.3 Erweiterung des Objekt—Servers um einen
statistischen Plot

Die Erweiterbarkeit der Client/Server—Architektur und somit des Prototypen spielt
eine wichtige Rolle. Im Prototypen der Architektur sind zwar schon einige statisti-
schen Plots eingédt, es sind aber nicht alle vorhanden, da es eine sehr grol3e An-
zahl an statistischen Plots gibt. Wenn ein Client einen Plabtigtnder noch nicht
vorhanden ist, sollte esdglich sein, die Client/Server—Architektur um einen sol-
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chen zu ergnzen. Ausgangspunkt defbilden die Grafikobjekte, die in der Ar-
chitektur den statistischen Plot régentieren.

Ein Grafikobjekt enthlt eine CORBA-Schnittstelle und den entsprechenden
Servant. |r einen neuen Plot muss ZAchst eine eigene Schnittstelle erstellt wer-
den. Da die Grafikobjekte in einer objektorientierten Struktur (siehe Abb. 1.19)

TGraphObiject

JAY
TGraphObject2D

TGraphObject3D

TText
] TPoint3D
TPolyLine3D

TWireFrame3D

TLine

TPolyLine

TScatterplot

Abbildung 1.19: Klassenstruktur der Grafikobjekte

angelegt wurden, muss die Schnittstelle von der ElternschnitfStél&raphOb-
ject2D oder TGraphObject3Dabgeleitet werden. Eine Schnittstellérinte fol-
gendermal3en aussehen:

Listing 1.1: Beispielschnittstelléif eine Grafikobjekt

interface TUnivariatePlot : TGraphObject2B
void setData(in doubleseq x, in doubleseq ;y)

}s

Dies ist eine Schnittstell@if einen zweidimensionalen Plot, dem als Parame-
ter zwei univariate Dateisze&® ibergeben werden. Alle anderen Methoden be-
kommt die Schnittstelle vomGraphObject2Dvererbt (siehe Tabelle 1.6, S. 34).

Nach der Definition und dertubersetzen der Schnittstelle durch den IDL—
Compiler, muss im Servant jede einzelne Methode mit Lebeilllyeferden.

%Ssiehe dazu auch Anhang A.3, S. 166.
6Definition von doubleseq, siehe Anhang A.3, S. 166.
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Hier werden die statistischen Berechnungénden neuen Plot untergebracht.
Nachdem der neue Plot erstellt wurde, d. h. CORBA-Objekt und Servant erzeugt
wurden, geht es darum, wie der neue Plot beim Objekt—Server angemeldet wird.
Der Objekt—Server erzeugamtliche Plots mit einer Factory (siehe Anhang
A.2.1, S. 163), dabei wird jeder Plot als Prototyp bei dem Objekt—Server regi-
striert (siehe Anhang A.2.2, S. 164). Mit Prototypen werden in diesem Abschnitt
die statistischen PIdi§bezeichnet, die zum Klonen btigt werden. Die Pro-
totypen werden alle in einer Liste im Objekt—Server gespeichert undigiad
einen eindeutigen Namé&hidentifizierbar. Reale statistische Plots werden durch
Klonen der Prototypen erzeugt, und bekommen dann durch die Metietdata
die Daten {ir die Berechnungeiibergeben (siehe dazu auch Abschnitt 1.2). Die
Registrierung beim Objekt—Server geschieht durch folgenden Aufruf:

Listing 1.2: Aufruf zur Registrierung eines Prototypen

registerPrototyperfew NewPlotServant._this (orb));

Mit diesem Methodenaufruf wird der neue Plot ebenfalls beim Object Re-
guest Broker angemeldet, und steht nun als Grafikobjekt zutiyerfy. Dieser
Aufruf kann an verschiedenen Stellen erfolgen. Zum einen kann der neue Plot
im Objekt—Server registriert werden, d. h. der obendmie Aufruf wirde in
das Listing des Objekt—Servers einggtf werden. Danach muss der komplette
Objekt—Server neu erstellt werden, dasteht aber der neue Plot bei jedem Start
des Objekt—Servers zur Vé@dung. Dies sollte, falls Gglich, vermieden werden.

Als zweite Moglichkeit kann der Aufrutiber den Client erfolgen. Dies hat den
Vorteil, dass der Objekt—Server nicht neu erstellt werden muss, allerdings kann
der neue statistische Plot nur im Zusammenhang mit diesem Client benutzt wer-
den. Da der statistische Plot nur diesem Client zuryaurhg steht, ist diese eine
sehr unflexible Mglichkeit.

Die beste Mglichkeit ist es, einen separaten Server mit defialishen Gra-
fikobjekten zu erstellen, und diesen in die Client/Server—Architektur einzubinden.
Somit steht jedem Client die komplette Anzahl an Grafikobjekten zuriigerig.

1.5.4 Manager zu Verwaltung: Beispiel Ausgabefenster

Manager werden im Prototypen der Architektur sedufig verwendet. Sie haben

67Sie sind Grafikobjekte ohne Daten.
58Der Name des statistischen Plots kditrer die Method@ame()erfragt werden.
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::::::

Objekt-Server
Display-Server

Abbildung 1.20: Manager im Objekt—Server zur Verwaltung der Display—
Server

die Aufgabe Objekte zu verwalten. Diese Objekte haberahligiche Eigenschaf-
ten, da sie von der gleichen Klasse oder der gleichen Schnittstelle abgeleitet sind.
Nachdem ein solches Objekt erzeugt wurde, wird es beim Manager angemeldet.
Der Manager hat jetzt die Aufsiciiber das Objekt bekommen, d. h. rillmer den
Manager wird auf das Objekt und dessen Methoden zugegriffen. Dies hat zum
einem den Vorteil, dass die Objekte nicht ohne weiteredsgéit werden &nnen,
es kommt nicht zu Zugriffen auf nicht vorhandene Objekte. Zum andeérendan
die Methodenaufrufe der Objekte durch den Manager kontrolliert werden. Aul3er-
dem kann durch den Manager ein Methodenaufruf an alle Objekte weitergegeben
werden, es muss also nicht jedes Objekt einzeln angesprochen werden. Soll ein
Objekt auchiber einen Manager erzeugt werden, so wird der Mangdegatory”
genannt. Die Factofy enthalt die gleichen Methoden wie der Manager, &tzs
lich aber noch mindestens eine Methode zur Erzeugung eines Objektes. Mit dem
Einsatz einer Factory gibt es keinediylichkeit mehr, auf ein Objekt direkt zuzu-
greifen’®. Die Umsetzung einer Factory bzw. Manager wird im Anhang A.2 (Seite
163) als Entwurfsmustét beschrieben.

Eingesetzt wird ein Manager zum Beispiel bei der Verwaltung der Display—
Server im Objekt—Server. Er hat die Aufgabe alle Referenzen auf die Display—
Server abzuspeichern, und bei Bedarf eine Referenz auf einen Display—Server

%9Dje Factory soll in diesem Fall auch die Zugriffe auf die Objekte kontrollieren.
OBei dem Manager gibt es eine direkte Zugrifisglichkeit auf die Objekte bei deren Erzeu-

gung.
"tengl. Design—Pattern
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auszugeben (siehe Abb. 1.20). Damit keine leeren Referenzen ausgegeben wer-
den, Uberpiift der Manager zuvor, ob der Display—Server noch existiert. Dies
fuhrt der Manager bei allen angemeldeten Display—Servern durch, damit keine
Ausgabe ins Unbekannte geht. Um dem Manager dilsarpiifung zu erleich-

tern, sollten alle Display—Server dort auch wieder abgemeldet werden, was aber
erst dann geschehen sollte, wenn die Display—Server nicht mebtigqganerden

und zersbrt werden Bnnen. Der Manageiberwacht mit den Referenzen die Zu-
griffe auf den Display—Server also die Kommunikation zwischen Objekt—Server
und Display—Server.

1.5.5 Events

Events sind der Ausgangspunkirfdie Interaktion durch den Benutzer. Durch
ein Event kann der normale Programmablauf unterbrochen werden, um speziel-
le Aufgaben ausziihren, z. B. Reaktionen auf die Interaktion des Benutzers. In
der Client/Server—Architektur bilden die Events die Grundlagedie Kommu-
nikation zwischen Display—Server und Objekt—Server. Normalerweise greift der
Objekt—Server immer nur auf den Display—Server zu, aber nicht umgekehrt.

Tritt im Display—Server eine Aktion auf, die einen Event @ss| so kann er
diesuber eine Methode dem Objekt—Server mitteilen (siehe Listing 1.3).

Listing 1.3: Event—Methode

void notifyDisplayServerEvent(in TDisplayServerEvent ev)

In dieser Methode wird dem Objekt—Server ein Event—Ohlijbktrgeben. Die-
ses Event—Objekt ist von dem EvérDisplayServerEverabgeleitet worden (sie-
he Abb. 1.21). In Tabelle 1.7 sind alle vorhanden Events aufgelistet. Durch die
Vererbung kann dem Objekt—Senv@oer diese Methode jedes Event mitgeteilt
werden. Mit einer Tyfiberpiifung kann der Objekt—Server feststellen, um wel-
ches Event es sich handelt und die entsprechende Aktion einleiten. Wird im Display—
Server bei einem 3D-Plot zum Beispiel die Maus bei gekiter Taste bewegt, so
wird ein TDisplayServerDragEvemin den Objekt—Servéibergeben. Der Objekt—
Server stellt fest, um welches Event es sich handelt und weil3 jetzt, dass er die Be-
rechnungenifr eine Rotation durchziihren hat’. Die notwendigen Parametéirf
die Berechnung sind als Attribute im Event—Objekt enthalten. Digs&n zum

?Diese Verhalten wurde im Objekt—Server so umgesetzt.
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TDisplayServerEvent
AN

TDisplayServerDragEvent TDisplayServerShutdownEvent

TDisplayServerSliderChangedEvent

Abbildung 1.21: Events

Event Beschreibung

TDisplayServerEvent Von dieser Klasse werden alle anderen
realen Event—Klassen abgeleitet.

TDisplayServerShutdownEvent Event, welches ausielird, wenn der
Display—Server geschlossen wird.

TDisplayServerDragEvent Event, welches auggelird, wenn die
Maus bei gedickter Maustaste bewegt
wird.

TDisplayServerSliderChangedEvent Event, welches aasgelird, wenn der
Slider bewegt wird.

Tabelle 1.7: Events

Beispiel die Koordinaten des Zoomfensters oder der Wert eines Sliders sein. Die
Berechnungeniir die Rotation werden ausg#ifrt, und auf dem Display—Server
erscheint die gedrehte Ausgabe des Plots.

1.5.6 Callback

Bei statistischen Modellen spielt die Parameterwahl eine wichtige Rolle. Mit der
Anderung eines Parameteisdert sich auch das Aussehen eines statistischen
Plots. Michte man dem Benutzer diedglichkeit geben, dass er Parameter eines
Modellsandern kann, so muss der Display—Serveididerung eines Parameters
iiber eine Eingabeamlichkeit bereitstellen, d. h. di@nderung eines Parameters
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Display-Server

Auswertung
der
Benutzereingabe

Benutzereingabe

i

neue Daten:
i Event

Client _e_“_e_]fa_ti Objekt]{Server
A 4
Neuberechnung | |callbac
der ¢ Event -Verarbeitung
Daten

Abbildung 1.22: Ablauf eines Callbacks

muss dem Client mitgeteilt werden, um die Daten mit dem neuen Parameter be-
rechnen zu &nnen, und diese wieder dem Display—Server zur Ausgabe mitzutei-
len. Dies geschieht, indem er im Objekt—Server ein neues Grafikobjekt erzeugt
und das alte zerstt.

Der Client bekommt die neuen Parameidrer ein Callback vom Objekt—
Server geliefert. Das Callback wird durch den Objekt—Server erzeugt, nachdem
er vom Display—Server ein Event erhalten hat. Der Objekt—Server entscheidet an-
hand des Events vom Display—Server, welchen Parameter er an deni®int
geben muss, dieser wird bei der Erstellung des Clients festgelegt. AuRerdem muss
der Client so erweitert werden, dass erimgich des Callbacks als Server agie-
ren kann. Er muss die Dateiirfdas neue Grafikobjekt berechnen, welches die
Grundlage der Ausgabe bildet. AulRerdem muss der Client dem Display—Server
mitteilen, dass er eine Benutzerschnittstelledtign, z.B einen Slider. Mit die-
sem Slidef® kann der Anwender dann den Parameter in einem festgelegten Be-
reich frei wahlen. Durch diese Bereitstellung kommt es erst zur Interaktion. Der

"3dt. Schieberegler
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Objekt—Server bekommt von Client mitgeteilt, dass er auf die Benutzeraktionen
reagieren soll, und diese, wenn notwendig, als Callback an den Client weiterge-
ben soll. kir diese Kommunikation iissen spezielle Schnittstellen bereitgestellt
werden, da der Client in diesem Fall ebenfalls ein Server ist und Methodenaufrufe
abarbeiten muss. Damit der Client als Server agieren kann, muss er einen Servant
bzgl. des Callbacks enthalten. Aul3erdemdimgyt der Client einen laufenden Ob-
ject Request Broker, damit die Anfragen vom Objekt-Server bearbeitet werden
kdnnen.

Durch den Einsatz von Events ist e®gtich, die Visualisierungen interak-
tiv zu gestalten. Aber erst durch Callbacks kann ein Benutzer multimedial Ein-
fluss auf die erzeugten und visualisierten Daten nehmergresk Parameter der
Funktionale gandert werden. Mit dem Einsatz von Callbacks werden statistische
Modelle greifbarer und anschaulicher. Durch den Einsatz von Callbacks kann die
Client/Server—Architektur im Bereich E-Learning zum Einsatz kommen.

1.5.7 Umsetzung von Farben und Linienstilen

Jede Grafikprimitive bekommt ein zazliches Attribut, welches die Farben und
den Linienstile beinhaltet. Das Attribut der Farben besitzt den Typelor, wel-
ches in der IDL—Schnittstelle definiert wurde. Es hat folgenden Aufbau:

Listing 1.4: Interface TColor

interface TColor{
readonly attribute short red
readonly attribute short green
readonly attribute short blue
readonly attribute short alpha
void setAlpha (in short pAlpha)
void setR(in short mred)
void setG(in short Gred)
void setB(in short Bred)
void setRGB(in short r, in short g, in short b)
long getRGB(), // returns rgb-Value with alpha=255(opaque)
long getARGB(); // returns argb-Value
void destroy ();

b

Das Attribut verwaltet die Farben im RGB—Farbsystem, dieses wurdaidgw
weil auch dieses Farbsystem dem Monitor zu Grunde liegt. Die Farben Rot, Gr

43



und Blau ldnnen dabei einen ganzzahligen Wert im Bereich zwischen 0 und 255
annehmen. Zugzlich gibt es noch eine ®lichkeit die Deckung der Farben zu
spezifizieren. Damit &nen Objekte, die hinter anderen verdeckt sind, sichtbar
gemacht werden. Dies geschieht indem der Parameter alpha gesetzt wird. Voll-
kommend deckend sind Grafikprimitiveinrfa = 255, je naher alpha an null liegt,
desto transparenter werden dies@: @ie Linienstile wurde kein eigenes Interface
spezifiziert, sondern eine zitgliche Methode den Grafikobjekten hinzuigg

mit denen der Linienstil gesetzt werden kann.

Listing 1.5: Interface TLine

interface TLine : TGraphObject2}
void setLineStyle (in octet pLineStylg)
void setData (in double x0, in double yO,
in double x1, in double y1)

b

Dies geschieht durch das Setzen eines ganzzahligen Wertes von Typ Byte.
Dieser Wert wird vom Display—Server entsprechend interpretiert und der Linien-
stil wird dann dementsprechend gesetzt.
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Kapitel 2

Finanzdatenanalyse

2.1 Einfihrung

Aktien, Fonds und Optionen sind bekannte Anlagen. Sié&gahzu den mit Risi-

ko behafteten Finanzwerten. Investiert man in diese Finanzwén&gek sowohl
grol3e Gewinne als auch hohe Verluste erzielt werden. Da die Gewinne sehr reiz-
voll sind, wird versucht durch eine Strategie das Risiko zu verringern. Risiko be-
deutet, dass der Zeitpunkt und diéte des Verlustésnicht bekannt sind. Zur
Risikominderung gibt es verschiedene Strategien:

e Eine nogliche Strategie ist es einen Finanzwert zu finden, der mit dem ent-
gegengesetzten Risiko behaftet ist. Meist sind di@sskich erschaffene
Finanzwerté. Diese Vorgehensweise wird als Hedgingpzeichnet. Durch
den Kauf einer dieser Finanzwerte wird das Risiko des Verlustes auf null
gesetzt, allerdings kann ebenso kein Gewinn erzielt werden (siehe Schie-
renbeck und Wiedemann [86]). Diese Strategie wird in dieser Arbeit nicht
naher betrachtet.

e Eine zweite nagliche Strategie ist die Strategie der Portfolio Selection, die
auf Markowitz zuiick geht. Bei der Diversifikation soll das Risiko auf ver-
schiedene Finanzwerte verteilt werden. Es wird nicht nur ein Finanzwert
uber einen bestimmten Zeitraum gehalten, sondern es wird ein Portfolio an

1Ebenso sind die Zeitpunkte undHe der Gewinne unbekannt.
2z. B. Collar, Cap, Floor.
3Definition Hedging: Verringerung des Risikos durch negativ korrelierte Einzelpositionen. Die

Risiken der einen Position werden durch die Chancen der anderen teilweise kompensiert [30].
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Finanzwerten aufgebaut. Das Portfolio soll durch die Gewichtung der ein-
zelnen Finanzwerte so strukturiert werden, dass das Gesamtrisiko verringert
(minimiert) wird (siehe Markowitz [60]). Wichtig ist bei dieser Methode die
Bestimmung und die Beschreibung des&atlifen Risikos. Es riassen die
einzelnen Risiken und deren Ahhgigkeit zueinander analysiert werden.

In den weiteren Abschnitten wird daher ein grundlegendes mathematisches Mo-
dell zur Beschreibung der Finanzwerte vorgestellt. Es werden die Eigenschaften
von Finanzwerten er&lt und diese in Bezug zu den mathematischen Modellen
gesetzt. Die Modelle werden dann so afnggert, dass sie immerasker der Rea-

litat entsprechen, d.h. die Stylized Faatsr Finanzdaten wiedergeben. Anschlie-
Rend wird auf die Bestimmung des Risikos eingegangen.

4Diese werden siter eingeiihrt.
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2.2 Allgemeine Modellbildung

Folgendes Modell bildet die Grundlag& die sgatere Risikokalkulation und allen
weiterentwickelten Modellen. Wir betrachten einen Zufallsvelsor

Sy = (St,ly ey St,d)

zum Zeitpunktt. Dieser Zufallsvektor beschreibt den Wert des Portfolio #nit
Finanzwerten zum Zeitpunkt Wird von Realisationen gesprochen, so sind die
vergangenheitsbezogenen Kurswerte gemeint. Werden in einem Modell mehrere
Finanzwerte behandelt, so werden sie in einem multivariaten Modell betrachtet.
Ist nur ein Finanzwert vorhanden, liegt ein univariates Modell zu Grunde. Die
historischen Daten zu einem Portfolio werden ausgektrdurch

St = (St1y s Sta), t=—mn,...,0. (2.1)

Das Betrachtungsintervatlft vonn Tage aus der Vergangenheit bis zum heu-
tigen Zeitpunkt. Zur Vereinfachung wird der Zeitraum auf positive Werte trans-
formiert:t = 0,...,n. Aus diesen Daten soll das Risiko des Finanzwertes bzw.
des Portfoliosifir die Zukunft gescéitzt werden. Sei nufi; der Zufallsvektor der
Kurswerte eines Aktienportfolios. Somit sind dig;, ¢ = 1,...,d, die vergan-
genen Kurswerte, die Realisationen der Aktien im Portfolio (einer Zufallsvariable
S;). Folglich kbnnen die Kurswerte einer Aktie, welche den Risikofaktor der Aktie
widerspiegeln, als Zeitreihe in einem Scatterplot ausgegeben werden. Dabei sind
die Kurswerte in Ablngigkeit zur Zeit geplottet. Der Zusammenhang zwischen
Risiko und Kurswert einer Aktie wird syter erkért.

Im Folgenden werden spezielle Eigenschaften von Finanzdaten vorgestellt und
erklart, bezeichnet werden sie als Stylized Facts. Diese Stylized Facts sollten bei
der Entwicklung von neuen Modelleiarf Finanzdaten umgesetzt werden, da sie
die Eigenarten der Finanzdaten beschreiben.

2.2.1 Stylized Facts

Den Ausgangspunktif die statistische Modellierung bilden die historischen Da-
ten in Form von z. B. Aktienkursen, Zirézen oder Wechselkursen. Zamnst
wird ein einzelner Finanzwet, ; betrachtet, d. h. gegeben sind die historischen
Daten{s; }, t = 1, ..., n. Werden diese historischen Datén einem Scatterplot

5In diesem Abschnitt wird der DAX als Datensatx flle empirischen Berechnungen verwen-
det.
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Abbildung 2.1: Scatterplot des Dax

als Zeitreihe geplottet, so stellt man fest, dass der heutige Wert von den vergange-
nen Werten albdngt (siehe Abb. 2.2 (links)). Die Kurswerte der Aktie sollen das
Risiko dieses Finanzwertes wiedergeben. Meist wird die Volfilides Finanz-
wertes als Risikofaktor betrachtet. Berechnet man die Autokorrelationsfunktion
der Kurswerte, stellt man eine starke Zeitabpigkeit fest (siehe Abbildung 2.2
(rechts)). Diese Erkenntnigifirt zum ersten Stylized Fact.

Stylized Fact 1:
Der Werteverlauf der Kurswerte ist stark autokorreliert.

Esistimmer von Bedeutung, zu welchem Zeitpunkt die Realisation auftritt. Durch
diese Abfangigkeit kann die zu Grunde liegende Verteilung nur sehr schwer be-
stimmt (geschtzt) werden. Um dieses Problem zu umgehen, werden nicht die
absoluten Werte betrachtet, sondern die relathederungen dieser Werte. Dies
fuhrt zu dem Begriff der Renditen. Renditen werden folgendermalf3en beschrieben:

6Varianz
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Abbildung 2.2: Zeitreihe des Dax (links), Autokorrelation des Dax (rechts)

e arithmetische Rendite

R, = St — St (2.2)
St-1

e logarithmische Rendite

SH) — log(S,) — log(Si.1) (2.3)

R, = log( S

Fur kleine Differenzen zwischefi, und S;_; unterscheiden sich die beiden Ren-
diten kaum, denn es gilt folgender Zusammenhang:

S} Sy — St <( S )) Bt
R, =1lo = + -1 for 1
PTR (St_l) S C\\s Sia

In der Realiat ist die Differenz zweier Kurswerte benachbarter Tage sehr klein,
deshalb kann man di@nderungen durch log-Renditen au$dken. Die Rendi-

ten stellen somit den Risikofakfoder Aktie dar. Empirische Untersuchungen
haben gezeigt, dass die Renditen nahezu unkorreliert iraddigkeit der Zeit

sind, was durch die Autokorrelationsfunktion der Renditen des Finanzwertes aus-
gediickt wird. Es ist zu beachten, dass die Autokorrelationsfunktion nur die li-
neare Ablngigkeit bzgl. der Zeit beschreibt. Gewinn und Verlust trete@liigf

kurz: log—Rendite. Sie wird auch als geometrische Rendite bezeichnet.
8Dies wird sgater noch erkirt.
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Abbildung 2.3: Scatterplot der Rendite (links), Autokorrelation der Rendite
(rechts)

auf, unabBngig von der Vergangenheit. Durch die Unkorreliertheit ist es leichter
moglich, die zu Grunde liegende Verteilung der Renditen zu bestimbiiser. die
Verteilung kann das Risiko leichter gestht werden. Es wird meistens durch die
Varianz der Verteilun§ygesclatzt.

Stylized Fact 2:
Die Renditen sind nahezu unkorreliert.

Betrachtet man Renditen genauer, so stellt man eine weitere Eigenschatft von Fi-
nanzwerten fest. Die Volatilitt der Renditen ist nicht konstant, sondern es gibt
Phasen starker \olatiéit, die sich mit Phasen schwacher Volaiiabwechseln.

In der Reali&t entspricht dies den Ruhephasen und den Phasen der starken Vola-
tilit at des Marktes.

Stylized Fact 3:
Renditen treten in Volatilgtsclustern auf.

Die Renditen bilden den RisikofakiSrder Wertpapiere, durch sie soll das Risiko
bestimmbar sein. Dies geschieht meist durch ein parametrisches Modell, welches
an die zu Grunde liegenden Renditen angepasst wird. Die Grundlage istaf
haufig die Annahme der Normalverteilung. Dieses Modell wird, auf Grund der

Die Verteilung ist die sgter eingeifihrte Gewinn+Verlust-Verteilung.
ODjeser wird durch die Varianz ausgédkt.
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leichten Handhabbarkeit, bevorzugt, da sich die Parameter leichizechlassen.
AuRerdem hat das Normalverteilungsmodell wichtige Eigenschaften. Eine davon
wird durch den Wert der Kurtosis regsentiert:

Definition 4 (Kurtosis). Die Kurtosis einer Zufallsvariabl& ist definiert durch

E(X — EX)Y)

oX) = Var(X)?

(2.4)

falls die ersten vier Momente existierérar(X) ist die Varianz der Zufallsvaria-
ble X und es giltVar(X) = E(X — EX)?).

Die Kurtosis ist invariant bzgl. Transformationen mit Lokations— und Skalenpa-
rameter. Diese Eigenschatt hilft bei der Berechnung der Kurtosis. Falls das Nor-
malverteilungsmodell zu Grunde gelegt wird, gilt die Kurtosis:

e Kurtosis der Normalverteilung: Sei£(X) = N,,2 und L(Y) = Ny,
dann gilt ur die Kurtosis

(2.5)

e Die Kurtosis beiglich der Normalverteilung kann also neu definiert wer-
den als

Definition 5 (Kurtosis bzgl. der Normalverteilung). Die Kurtosis bzgl.
der Normalverteilung: ist definiert als

k=0-3 (2.6)
fur den Schtzer folgt
k=6-3 (2.7)
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Fur die Normalverteilung ist also die Kurtosis= 0 bzw.§ = 3. Mit der Be-
rechnung der Kurtosis kann somit die Abweichung einer empirischen Verteilung
von der Normalverteilung beschrieben werdeiir Finanzdaten kann empirisch
nachgewiesen werden, dass diese eine Kurtosigver) bzw. s > 3 besitzen.

Definition 6 (Schatzer der Kurtosis). Die Kurtosis aus Definition 4 kann gesiat
werden durch

¢ ANA a4
_ o 2.
0 N_liz:;(xz f1)*/o", (2.8)
welches dieempirische Kurtosis fur eine Stichprobe:;, i = 1,..., N ist. Dabei
bezeichnef: den empirischen Mittelwert ungf die empirischen Varianz.

Dies bedeutet, dass die Verteilung der Finanzdatérkete Tails (Flanken) und
einen loheren Gipfelpunkt als die Normalverteilung haben, den Stylized Fact 4.
Die Masse in den Flanken istasker, wie es die Normalverteilung wiedergeben
kann??,

Stylized Fact 4:
Die Verteilungen von (log—) Renditen sind leptokurtisch.

40 f4
Kerndichie | I| sl
30/~ )
|I \ Gauss Dichte /
3.? T % Kernd.i.chtej'/
A .
H [N}
Gauss Dichte J0 T Iﬂ'x' -0.1-0.09-0.08-0.07-0.06-0.05-0.04-0.03
} —""'/ } }
-0.1 0.1

Abbildung 2.4: Normalverteilung: Kerndichte (links) und Flanken (rechts)

Die Verteilung ist dann leptokurtisch. Dies bedeutet, dass die VerteilimgestTails und
einen ldheren Gipfel als die Normalverteilung hat.
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Dieser Stylized Fact zeigt auf, dass durch das Normalverteilungsmodell das Risi-
ko in den Flanken untersalrt wird, da sich die hohen Gewinne und Verluste in
den Flanken befinden. Da die Normalverteilung in der Flanke immer unter der zu
Grunde liegenden Verteiluhgliegt, wird immer eine geringere Wahrscheinlich-
keit fur das Eintreten eines Verlustes berechnet werden. Dies wird als geringeres
Risiko gedeutéf. Um diese Schache zu umgehen, isste als Modell eine Ver-
teilung benutzt werden, welcheaskere Flanken besitzt, wie zum Beispiel die
Studentsche Verteilung

Weitere Stylized Facts, die empirisch bégdet werden, sind:

Stylized Fact 5:
Die Verteilung der (log—) Renditen hat einen Erwartungswertyen0 .

Erwartungswert

Abbildung 2.5: Kerndichte mit Erwartungswert

2siehe Abb. 2.4 (links): Es wird die Dichte betrachtet.
13Bei der Verwendung des Normalverteilungsmodell wird das berechnete Risiko mit einem fest-

gelegten Faktor multipliziert, meist mit Faktor drei.
sje wird auch als t-Verteilung bezeichnet.
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Stylized Fact 6:
(log-) Renditen haben einédherungsweise symmetrische Verteilung, d. h.
7(X) =0

Definition 7 (Schiefe (Skew)) Fur eine ZufallsvariableX ist die Schiefe definiert
durch
E((X — EX)?)

(X)) = 5 (2.9)
Var(X)

Definition 8 (Schatzer fur die Schiefe). Fur eine Stichprober;, i = 1,...,n,
kann die Schiefe empirisch folgendermal3en berechnet werden:

n

. 1 N3 A
¥=——g D (@ —i)’)5", (2.10)
=1

Die bisher vorgestellten Stylized Facts treten bei den meisten Finanzdaten auf.
Betrachtet man mehrere Finanzwerte eines Marktes, z. B. mehrere Ridies

Dax, so stellt man in diesem Portfolio von Finanzwerten'festass gemeinsame
Extrema auftreten, d. h. die Finanzwerte stehen inakigiigkeit zueinander. Diese
Eigenschaft wird als Flankenabihgigkeit’ bezeichnet (siehe Abb. 2.6).

Stylized Fact 7:
Es besteht die Tendenz, dass gemeinsame Extremwerte auftreten.dbas Ph
men wird als Flankenaldmgigkeit bezeichnet.

Dieser Stylized Fact ist besonders wichtig, wenn ein Portfolio von Finanzwerten
betrachtet wird. AuRerdem kann beobachtet werden, défegr Verlustéfter
als sehr hohe Gewinne auftreten.

Die Eigenschaften der Finanzwerte sind nun vorgestellt. Der folgende Ab-
schnitt behandelt nun, wie das Risiko von Finanzwerten bestimmt werden kann.

L5hier: Aktien der Commerzbank und der Deutschen Bank
®multivariate Modelle
1"Tail Dependence
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Dewtsche Barl

Commumtazl

Abbildung 2.6: Scatterplot zweier Aktien

2.3 Moderne Risikoanalyse

Ziel der Risikoanalyse ist, das Risiko eines Finanzwertes oder eines Portfolios
zu bestimmen. Nach diesem Schritt kann bei einem Portfolio anhand der Risi-
koanalyse die Zusammensetzung sargiert werden, dass das Risiko verringert
werden kantf. Wie dabei das Risiko gesatzt wird, wird zurachst noch nicht
betrachtet. Ausgangspunkt der Risikoanalyse sind die Renditen, mit ihnen soll die
Gewinn— und Verlustverteiludd gesclatzt werden. Br die Sckatzung des Risi-

kos wird zurachst von einen Finanzwert, einer Aktie, ausgegangen. Dabei besteht
folgender Zusammenhang zwischen den PreisgnS, und den log—Renditen

Ry, ..., Rr:

Sr = Sy exp (Z Rt> . (2.11)

t<T

18es wird angenommen, dass das Portfolio noch keine optimale Zusammensetzung hat.
Bkurz: P+L-Verteilung
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Stylized Fact Bedeutung

Univariat

Fact1 Kurswerte sind stark autokorreliert.

Fact 2 Renditen sind nahezu unkorreliert.

Fact 3 Renditen treten in Volatilétsclustern auf.

Fact 4 Verteilung der (log—)Renditen ist leptokurtisch.

Fact 5 Verteilung der (log—)Renditen hat einen Erwartungswe# 0.
Fact 6 (log)— Renditen haben eine symmetrische Verteilung.
Multivariat

Fact 7 Tendenz fir gemeinsame Extremwerte.

Tabelle 2.1: Stylized Facts

Es werden nun unter Vernaésisigung von Effektéfi, die durch SchlieRung der
Borse hervorgerufen werden, digtichen Preise und Renditen betrachtet. Seien
die{R;}, t € Z eine Zeitreihe von Renditen, dann soll gelten

E(R|S;_1, ..., S) = 0. (2.12)

Diese Unkorreliertheit wird in den meisterallen auch durch die empirischen
Daten besitigt. Die Renditen geben nur die relativBmderungen einer Aktie
an. Das Risiko soll abefif eine bestimmte 8tkzahl einer Aktie bzw.ir eine
Portfolio geschtzt werden. Diestihrt zur Eintihrung der Gewinn— und Verlust-
verteilung.

2.3.0.1 Gewinn+Verlust—Verteilung (Reiss und Thomas [73])

Seienly und V- die Marktpreise eines einzelnen spekulativen Gutes (Finanzwert)
oder eines Portfolios zum Zeitpunkt= 0 und¢ = T (¢ wird meist in Tagen
angegeben). Der Gewinn oder der Verlust éine feste Period@, 7] wird dann
ausgedickt durch die Verlust— (Gewinn/Verlust—)Variable

Ly = —(Vr = Vo). (2.13)

20siehe Reiss und Thomas [73], Seite 311
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Dabei ist zu beachten, dass der Verlust ein positiver Wert ist. Der Marktpreis kann

ebenfalls durch die Renditen ausgickt werden, da gilt

Ry =Y (—Ry). (2.14)

t<T

Damit kann der Verlustifr einen einzelnen Finanzwert zum Zeitpuiikgjeschrie-
ben werden als

Ly = V(1 —exp(—R

7 = Vo(1 — exp(—R(r))) (2.15)

~ VoR(1).

Der MarktpreisV; setzt sich aus dem Produkt deii€tzahlh, und des Preises der
Aktie S; zum Zeitpunktt zusammen:

Vi = hSy. (2.16)
Fur einen Portfolio wird der Verlust dann angegeben durch

vi=3 Vi (2.17)
J

dabei istV; ; = h;S; ; der Wert des j—ten Finanzwertes im Portfolio.

Der Verlust bzw. der Gewinn eines Portfolios kann auch noch anders ge-
schrieben werden. Seiem = (wy, ..., wy) Gewichte, die berechnet werden mit
w; = ‘% Es gilt) " w; = 1. Dann kann der Marktpreis zum Zeitpurlgeschrie-
ben werden als

Vo=V w;Sy; = Vows], (2.18)
J

wobei ST der transponierte Vektor vo§; ist. Der Verlust eines Portfolios zum
ZeitpunktT wird dann geschrieben als

Lr =Vo Y w; (1 —exp(—Rer,))

J

~ Vo> wiRr) (2.19)

J

= ‘/()UJR(T)T,

mit Riry = (R(z1), ..., Rir,a)) - Dies sind die Renditen dérFinanzwerte im Port-
folio zum Zeitpunkt?'. Die Renditen eines Portfolios werden bestimmt durch

R} = logV; — logV;_;. (2.20)
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Mittels Formel 2.15 ist zu erkennen, dass ein fast linearer Zusammenhang zwi-
schen den log—RenditeRl ;) und dem Verlust.; besteht. Dies vereinfacht die
Schatzung des Risikos.

Im nachsten Abschnitt werden Risikomal3e eiiigpef. Sie sollen das Risiko
uber die Verlustverteilung,, ¢t € IN bestimmen.

2.3.0.2 Risikomale

Ein Risikomal? muss verschiedene Eigenschaftdiilerf, um in seiner Anwen-
dung das Risiko angemessen wiederzugeben. Die wichtigste Eigensohait f
Risikominimierung ist die Subadditéat. Durch diese wird ge@hrleistet, dass
durch ein Portfolio das Risiko der Summe der einzelnen Positionen vermindert
werden kann (siehe Markowitz [60]).

Definition 9 (Risikomal3, Embrechts [24], Artzner et. al. [4]). Gegeben sei eine
MengeV reeller Zufallsvariablen. Eine Funktion: V' — R hei3t Risikomaf3,
wenn

1. Positiviit: X e V', X >0 = p(X) >0,

2. Subadditiviat: X, Y, X +Y eV = p(X +Y) < p(X) + p(Y),

3. Positive Homogerit: X € V,h > 0,hX € V = p(hX) = hp(X), und

4. TranslationsinvarianzX, X +a € V,a € R = p(X +a) = p(X) + a.
erfullt sind.

Die Subadditiviét ist eine Grundvoraussetzunigr fdie Risikodiversifikation in
einem Portfolio. Wenn ein Risikomal3 die Subaddiéveeriillt, ist eine Diversifi-
kation eines Portfolios gleichzusetzen mit der Minimierung des Risikomalfes. Die
Subadditiviat bildet somit den Ausgangspunkt zur Optimierung der Zusammen-
setzung eines Portfolios (siehe Embrechts et. al. [24], Abschnitt 3.4).

Nachdem das Risikomal3 allgemein definiert wurde, werden nun Risikomal3e
vorgestellt, die im Finanzsektor angewendet werden. Das Risikomal3 wird auf eine
Verteilung gewandt, die oben eingjgiite Gewinn— und Verlustverteilung.

2lauch coherentes RisikomaR
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2.3.0.3 Value—at—Risk

Der Value—at—Risk (VaR) ist eines der bekanntesten Risikomal3e. Er ist nach De-
finition 9 des Risikomalies nuilf bestimmte Verteilungen ein Risikomal3. Die
Subadditivitit ist nur fir die Familie der elliptischen Verteilung@rerfillt. Der
Value—at—Risk wird definiert als

P{Ly > VaR(T,q)} =1—q, (2.21)

wobei der Value—at—Risk ParameténR(T, q) dasq¢—Quantil der Verlust—\Ver-
teilung ist. Die Quantilfunktion einer Verteilung mit Verteilungsfunktiéhist
definiert als

F ' q)=inf{t: F(t) >q}, q€(0,1). (2.22)

Der Parameteq gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass der Verlust kleiner gleich
demVaR(T,q) ist. Die Verteilungsfunktiod’» derT—Tages log—RenditeR ) =
> <p(—1) fur einen einzelnen Finanzwert ist gegeben durch

FT(l') = P{R(T) < $} (223)
Dann kann der Value—at—Risk Parameter geschrieben werden als

VaR(T,q) = Vo (1 — exp (=Fp' (1 - q)))

~ VoFr'(1—q),

wobeiV;, der Marktpreis zum Zeitpunkt= 0 ist. Es wird der lineare Zusamme-
nenhang zwischen Verlustverteilung und Renditen verwendet. Nimmt man diesen
linearen Zusammenhang anstatt dem Exponentiellen, so ist der Féhkinén
kleinen Zeitraum vernachssigbat*. DerV a R eines Portfolios wirdiber die Ver-
lustverteilung (siehe Formel 2.19) bestimmt, dabeillist?(T, q) dasg—Quantil
dieser Verteilung, d. h. der Value—at—Risk gibt den Verlust an, der nur mit einer
bestimmten Wahrscheinlichkelt— ¢ tberschritten wird. Dabei wird aber keine
Aussage darber gemacht, wie grol3 der Verlust sein kann, wenn die Schranke
Uberschritten wird. Diesen Mangel versuchen diehsten Risikomalie zu umge-

hen. Sie geben den durchschnittlich zu erwartenden Veiihest einer Schranke
an.

(2.24)

22Bej den elliptischen Verteilung besteht der Kontourplot aus Ellipsen, welches ein wesentliches
Merkmale dieser Verteilungen darstellt, vgl. [9].

237.B.q = 0.99 oderq = 0.95

2%Wenn die Zeitabginde der Renditen klein sind, z. B. Tageskurse. Wird nur von log—Renditen

gesprochen, so sind dies log—Renditen berechimét £ 1.
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2.3.0.4 Tail Conditional Expectation

Sei Ly die Verlustverteilung, dann ist die Tail Conditional Expectati@it'(%)
definiert als

TCEY(Ly) = E (Lyp|Ly > VaR(T, q)), (2.25)

mit ¢ definiert wie beimVVaR. Die TC'E gibt den durchschnittlich zu erwarten-
den Verlustiber der Schranke désaR(T), q) an, sie kann ebenfalls ausgadkt
werden durck

o0

E(Lr|Lr > VaR(T,q)) = / wd FIVeR@T) ()

VaR(T:q) (2.26)

_ [T f(x)
B /V(LR(T,q) ! 1- F<VGR(T> q)) dx’

wobei f Dichte vonF und F die Exzedenten—Verteilungsfunktion mit Schranke
w ist. Sie wird definiert durch

Definition 10 (Excess Verteilungsfunktion).SeiF' eine Verteilungsfunktion, dann
ist die Exzess—Verteilungsfunktiéi®) definiert als

F(z+u)— F(u)
1 — F(u)

FO(z)=P(X <u+z|X >u) = F(z+u) = , x>0,
(2.27)

mit F*I wird die Exzedenten—Verteilsfunktion bezeichnet.

2.3.0.5 Expected Shortfall (Reiss und Thomas [73], Acerbi und Tasche [3])

Sei Ly die Zufallsvariable der Verlustverteiluffy Fur den festen Zeitrau sei
der Expected Shortfafl (ES) gegeben durch

1
ES(Q)(LT) = 1—_q (E [LTl{LTZVaR(T,q)}]

— VaR(T,q)[P[Lyr > VaR(T,q)] +4q]) .

(2.28)

Der Expected Shortfall berechnet wie die Tail Conditional Expectation, den zu
erwartenden Verlusiber einer gegebenen Schranke.

2Ssiehe: Reiss und Thomas [73], Seite 323
26kurz: P+L—Verteilung
2’Der Expected Shortfall wird auch algV a R+ bezeichnet.
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2.3.0.6 Empirische Schtzer fur die Risikomalie

In diesem Abschnitt sollen Sateer fir die Risikomal3e vorgestellt werden. Die
Angabe der Schtzer wird durch die Definition der Ordnungsstati€tikesentlich
vereinfacht. Seied X}, i = 1,..,n Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum((2, A, P). Die der GbRe nach geordneteX; werden bezeichnet mit

Xl:n S X2:n S S Xnn (229)

Dies ist die Ordnungsstatistik déf;, i« = 1, ..., n, wobei das Minimum der Ord-
nungsstatistik

Xl:n = min(Xl, ceey Xn) (230)
ist, und das Maximum
X = max(Xy, ..., Xp,). (2.31)

Dabei wird X,., als r-te Ordnungsstatistik bezeichnet. Die empirische Vertei-
lungsfunktion derX; ist definiert durch

Fa(t) = 3" 1 s (X0), (2.32)

Die empirische Quantilfunktion deX; ist gegeben durch

Xngns falls nq ganzzahlig

Fr'(q) =
" (q) X[nq}—l—l:na SonSt7

(2.33)
wobei[ng| der ganzzahlige Teil vong ist. Diese Quantilfunktion kann geschrie-
ben werden als

F7;1<Q) = X<nq>:n (234)

mit < ng >= min{m : m > ng;m € N}. Seien nunry, ..., r,, Realisation der
Renditen eines Finanzwertéy, ..., R,,, wobei dieR; identisch und unatingig
verteilt sind. Mitz; < 2z, < ... < z, werden die der Gif3e nach sortierten
Realisation deRk;, i = 1, ..., n, bezeichnetz ist der Vektor der;, i = 1, ..., n.

%siehe Reiss [71]
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Bemerkung 1 (Empirischer Sclatzer desVaR, Reiss und Thomas [73]).

Der VaR(T,q) ist das 1-g—Quantil der Verlustverteilung. Also kann der empirische
VaR(T,q) mit dem empirischen Quantil gesitht werden. Durch Formel 2.24
kann die Verlustverteilungber die Renditen bestimmt werden. Es wird nun ohne
Einsch&nkung angenommen, dalss = 1 ist. Der empirisché/a R ist definiert

als

VaR(T,q) = VoF, ' (q)
= Fq) (2.35)

= Z<ng>

Der VaR gibt den Verlust als positiven Wert an. Es gibt auch noch andere Me-
thoden um defv e R zu bestimmen (siehe Reiss und Thomas [73], Kapitel 13). In
diesem Fall wurde keine Verteilungsannahme gemacht.

Die Bestimmung des empirischen VaR wird audh die Sckatzung der anderen
Risikomal3e bestigt. Es werden weiter die obigen Annahmen benutzt.

Bemerkung 2 (Empirischer Schatzer fir TCE).

Der empirische Sdktzer derI’C'E bildet die Summe aller Elemente, died8er
der Schranke .~ sind. z.,, ist der geschtzteVaR. Die Summe wird durch
die Anzahl der Elemeni@er der Schranke geteilt.

Z?:I Zi1{2i22<nq>}
Z?Zl 1{Zi2Z<nq>} (236)
= (Durchschnitt allerz; > z,,, ).

TCE,(q) =

Bemerkung 3 (Empirischer Sclatzer fur ES).
Der empirische Sditzer desE'S teilt die Summe, nicht wie der TCE durch die
Anzahl der Elemente, sondern benutzt statt dessen demWettng >.

- Z;L: Zil zi>z ngq
R (2.37)

Die Subadditiviait des empirischen Satzers kann leicht gezeigt werden. Seien
x = {z;},i=1,..,n,undy = {y;}, i = 1,...,n, Realisationen. Mit; und w;
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werden die der Gif3e nach geordneten Realisationen bezeichnet{z;}, w =
{w;},i=1,...,n.).

N ZTLI(ZZ' + wi)l{z.+w.>z +w }
FS...(q) = 2= e ) )
+w(q) n— < ng > (2<ng> + Weng>)
Z?:l ((Zi)l{zi22<nq>} - Z<n‘1> + (wi)l{wi2w<nq>} - w<n‘1>)

n— <nq>

<

= ES.(q) + ES,(q)
Der empirische Sditzer des/’C'E ist nicht subadditiv (Acerbi und Tasche [2]).

Es kann gezeigt werden, dass (Acerbi und Tasche [2]) weraine stetige Ver-
teilung zu Grunde liegt, dass gilt

ES(q) = TCE(q), q € (0,1). (2.38)
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2.4 Studentsche Modellierung von Finanzdaten

2.4.1 Univariate Modellierung

Im letzten Abschnitt wurden verschiedene Risikomal3e vorgestellt. Damit aber ein
RisikomaR angewandt werden kann, muss die Gewinn— und Verlustverf&ilung
bekannt sein. Ohne diese Verteilung kann das Risiko nicht berechnet werden.

Diese Verteilung muss aus den zur \tagéing stehenden Daten geattt wer-
den, also aus den vergangenheitsbezogenen Aktienkursen oder Renditen von Fi-
nanzwerten. Es gibt zwei &flichkeiten aus diesen historischen Daten die Vertei-
lung zu bestimmen. Zum eineber die empirische Verteilung, zum anderen kann
die Verteilunguber ein Modell bestimmen werden. Hier soll der Schwerpunkt auf
den zweiten Ansatz, der Modellbildung, gelegt werden.

In diesem Modell sollten fglichst viele Stylized Facts (siehe Tabelle 2.1)
erfullt sein, da diese die Eigenschaften der Finanzwerte beschreiben. Es wird da-
von ausgegangen, dass die Daten aus den relativerakdesunget? bestehen
und univariat! sind. Da die Daten nahezu unkorrelféind, ist die Bestimmung
der zu Grunde liegenden Verteilung relativ einféiclEs wird also angenommen,
dass das Stylized Fact 2 @lit ist. Anwendung findet meist das Normalvertei-
lungsmodef*, welches aber, wie festgestellt wurde, das Risiko in den Flanken
unterscktzf®. Basierend auf dieser Einsé@mkung soll ein Modell mit der Stu-
dentschen Verteilung verwendet werden. Die Studentsche Verté&ilbagstrke-
re Flanked’ und modelliert deshalb besser die Verteilung der Finanzwerte. Au-
Rerdem wird angenommen, dass zwischen dieser Verteilung und der Gewinn—und
Verlustverteilung ein linearer Zusammenhang besteht. Dadurch kann die Berech-
nung des Risikos aus der Verteilung der Renditen erfolgen. Bei der Bestimmung
dieser Verteilung gehen die Zeitinformationen verloren, deshalb wird der Styli-
zed Fact 3 nicht edllt. Soll dieser Stylized Fact auch &t werden, muss in dem
Modell die Zeitinformation erhalten bleiben, d. h. eine Zeitreihe muss dem Modell

29engl. Profit+Loss—Verteilung, oder nur Verlustverteilung

30Renditen oder log—Renditen

31Es wird zurichst nur eine Aktie betrachtet.

32Djes kann durch die empirische Berechnung der Autokorrelationsfunktion gezeigt werden.
33Es milssen z. B. keine Modelle mit bedingten Verteilungen benutzt werden.

34Es erfillt Stylized Fact 5,6.

3siehe 2.2.1, Seite 52

36Sie erfillt Stylized Fact 4,5,6.

37engl. fat tails
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zu Grunde liegen. Diese Zeitreihe sollte dann ebenfalls Vokslifuster haben.
Dies fuhrt sgater zum Modell der Studentschen Zeitreihe. Danach werden die-
se univariaten Modelle auf multivariate Modelle erweitert. Bei den multivariaten
Modellen muss dann der Stylized Fact 7ioksichtigt werden.

2.4.2 Univariater Fall

In diesem Abschnitt wird die univariate Studentsche Verteilung vorgestellt. Sie
soll die Grundlageiir die Analyse der Finanzdaten bilden. Achst werden uni-
variate Modelle betrachtet, dieder zu multivariaten Modelle erweitert werden.

Definition 11 (Univariate Dichte der Studentschen Verteilung).Die Dichte der
Studentschen Verteilung mit Gestaltsparameter 0, Lokationsparameter €
R und Skalenparameter > 0 ist gegeben durch

Syl TEE (L oy
(z) = o <1+ ) . (2.39)

Die Studentsche Verteilung kann als bedifgtdormalverteilung bzgl. ei-
nem gamma-—verteilten Skalenparameter angesehen werden. Die Gamma-Dichte
ist definiert durch

Definition 12 (Dichte der Gamma-—Verteilung).Die Dichte der Gamma—\Verteilung
ist definiert als

fi(a) = W(Sfﬂ)r*l exp(—sz) (2.40)

mit Gestaltsparameter und reziprokem Skalenparametet= 1/0. Die standard

Gamma-Dichte hat folgende Form:

f9(x) = mx’”’1 exp(—z). (2.41)

Mit T'(r) wird die Gamma—Funktion bezeich#etDer Zusammenhanigber
die Mischung wird im nachfolgenden Abschnitt vorgestellt.

38gemischte Normalverteilung
39siehe Anhang 41, S. 179
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Satz 1 (Dichte der Studentsche Verteilung als Mischung)Die Zufallsvariable
,__ X _ X
V2Y /o \JY)r

mit X standard—normalverteilt un gamma-—verteilt mit Gestaltsparametes

a/2 und Skalenparameter = 1 ist Studentsch—-verteilt. Die Dichte der Student-
schen Verteilung kann als Mischung einer Normalverteilung mit einer reziproken
Gamma-—\Verteilung angesehen werden, d. h. die reziproke Varjander Nor-
malverteilungN 1,y ist gammaverteilt.

(2.42)

Fs(z) = / Doy (@)9(1)dr, (2.43)

wobeig die Dichte aus Lemma 1 ist. Dies ist die Verteilungsfunktion der Student-
schen Verteilung und besitzt die Dichtg.

Beweis. Fur den Beweis werden folgende Hiltgze beitigt:

Lemma 1. WennY eine Gamma-Dichte mit Gestaltsparameter 0 und Ska-
lenparameters = 1 besitzt, dann hag = (X)'/? die Dichte

fz(z) =2rx gl(rxz).

Beweis des LemmaVit dem Transformationssatzif Dichten folgt:
SeiT(y) = (g)l/2 eine Abbildung, @ir diese gilt dann:
! _ 1 1
1. T (y) - 2 (y/r)l/Qi
2. T Yz) = ra?,
3. |T"(y)| # 0 fur alley > 0.

Damit folgt

1 e
(o) = prrmry M T @)

1

— N 1
2r (ra2)/r

= 2rx ffl (ra?).

fﬁ(TIQ)
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AulRerdem wird noch folgender Hilfssatz ligigt:

Lemma 2 (Dichte vonX/Y). SeienX undY > 0 unabtangige Zufallsvariablen
mit Dichtenf undh. Dann hats- die Dichte

¢ — / 9 f (9z)h(9)d0. (2.44)

Das heil3tC (%) ist die Mischung der Wahrscheinlichkeitsmaf3e mit Dichten
x — Jf(x0) bzgl. L(Y).

Beweis.

P{; < z} = P{g(X,Y) < z} ,setzey(z,y) = g

= L(X,Y) {(2,y) : g(w,y) < 2}

- / 1(—oo) (g) f(@)h(y)ddy (2.45)
= / ( / 1(_oo,z}($)yf(wy)dx) h(y)dy
= /OO (/ yf(:ry)h(y)dy> dz.

Somit folgt mit Lemma 1iir die Mischung

@)= [ dgustonp2rsEio

> 1 192.2 1 2
_ 9 192 -39z 192 r—1_—rd d9
0 " V 27Te F(T) ( ) ‘
- 2 / e’%’g2x2e’”927“192(7"192)’"*1(119
(r) Jo

V27D

_ 2 006—7«192(1+§) 92T
—\/%F(T)/o (rv®)"do.

67



Durch Substitution vor” = 219 < di = <2 mit den GrenzeRr0 = 0 und
2roo = 00?0, folgt:

fMisch(x) — ...
2 > —7"792(14—33 ) 2 2
= 2 0%)"dro
V271l (r) /0 ‘ 2rv (r")dr
1 & _ 192 1 2 _1 2 . ( LE2>
S e — (r9*) T zdry* mita = | 1+
T () /0 e \/F(T ) r a o

1

& 1
= e~ """ 2 du mit u = rv)?
V2mrD(r) /0
1 L((r—1/2)+1)

T ar(r) @ AE
e r 1

Wegen/ ey — L)
0

an—l—l
(7" + 1/2) —(r+1/2)

~ Vem(r)
(7’ + 1/2) (r+1/2)
RG] ( i )
B F(O‘TH) 22 —((a+1)/2)
" Ta/2)vma (1 * E)
= f3(x)

fura > 0,n > —1

l\’)liﬁ

2.4.2.1 Eigenschaften

Satz 2 (MDA der Studentschen Verteilung).Die Studentsche Verteilung mit
a > 0 befindet sich im Maximum—Anziehungsbereich décket-Verteilung.

Beweis.Siehe Anhang B.1.1.1, S. 181. O]

Lemma 3 (spezielle Eigenschaften)Sei X eine Student—verteilte Zufallsvaria-
ble. Es gelten dann folgende EigenschafteX) = ¢, ,..):

o BE(X)=yp,

40d. h. die Grenzen bleiben erhalten.
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e Var(X) = ﬁaQ fur a > 2,

e v(X) =0, d. h.X ist symmetrisch,

2.4.2.2 Schtzer

Fur die univariate Studentsche Verteilung gibt es unterschiedlichigSahZu@chst
wird der Maximum-Likelihood—Scitzef! betrachtet, danach wird ein weiterer
Schatzer fir o, ein Momentenschizer, angegeben. Da die Finanzdaten einen Er-
wartungswert vonu = 0 haben, wird @ir die Sclatzung die zentrale Studentsche
Verteilung benutzt.

Lemma 4 (ML-Schatzer der Studentschen Verteilung).Im Modell {t} , .. :

a > 0,0 > 0} ist der Maximum-Likelihood—Satrer (&, o) fur (o, o) eine
Losung der beiden folgenden Gleichungen

1.

1 1 1 1 1 1

§n1n(oz) + o +nln(o) + % + §n\I/ (a—2|— ) — §n\lf (aa)

= 1 1 ao? 1 o?
| 2 2y _ = _ =
+; ( 2 n(ao” + ) 202 4 a? 204524—95?)
=0
(2.46)

2.

na o oo ao

— > (— P R x?> =0 (2.47)

Mit ¥ wird die Digamma-Funktion bezeichnet.

41Der Maximum-Likelihood—Schtzer wurde Johnson und Kotz [49] entnommen.
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Beweis.Die beiden Gleichungen werden durch Ableiten nach dem entsprechen-
den Parameter der Log—Likelihood—Funktion und Null-Setzen gewonnen:

1 1 1
logL(c| w1, ..., 1) = Fha In(a) + naln(o) + énln(a) - §nln(7r)

() () e

+ 30 (gaias? +42) ~ Fnfac? )

i=1

]

Der Sclatzer kann nicht in geschlossener Form angegeben werden, sondern
muss mit einem numerischen Verfahren, z. B. dem Newton—Verfahren, bestimmt
werden. Der Momentenséteer ist im folgenden Lemma dargestellit.

Lemma 5 (Momentensclitzer fur den Gestaltsparametera). Der Momen-
tenschatzer ist fir & > 3 gegeben durch
6

b=——+14 (2.49)
5—3

wobeid die empirische Kurtosis ist.

Beweis.Der Sclatzer ergibt sich aus Lemma 3 und der empirischen Berechnung
der Kurtosis. O

2.4.2.3 Datenanalyse

In diesem Abschnitt wird das univariate Studentsche Modell mit der Normalver-
teilungsannahme verglichentiFdie Modellierung soll die Studentsche Vertei-
lung benutzt werden, si@$t die sonstibliche Normalverteilung ab. Die Mo-
delle werden anhand von Dax—Daten betrachtet. Zu Grunde liegen die Index—
Werte des Dax in einem Zeitraum vom 03.01.1975 bis zum 01.0320Diese
absoluten Werte werden zachst in Renditefi transformiert, bevor mit geeig-
neten Schtzern die Parameter der beiden Modelle gasthwerden. Es werden
zurachst jedoch die empirischen Datexher betrachtet. In Abbildung 2.7 wurden

42stichprobenumfang des Datensatzes: 10651.
“Brelative Kurgéanderungen
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Abbildung 2.7: Kurswerte (links) und Renditen (rechts) des Dax

Parameter Schatzwert
Normalverteilungu: 0.000312848
Normalverteilungy: 0.0126934

Studentsche Verteilung: 3.47764
Studentsche Verteilung: 0.00850071

Tabelle 2.2: Gesdlizte Parameteiif die beiden Modelle

die Kurswerte und Renditen in ABhgigkeit zur Zeit geplottet. Betrachtet man
die Autokorrelationfunktionen (siehe Abbildung 2.3, S. 50), so sind die Renditen
nahezu unkorreliert, die Kurse dagegen sind korreliert. Dies wurde in den Stylized
Fact 1 und Stylized Fact 2 formuliert (siehe Tabelle 2.1, Seite 56).

Ausgehend von den Renditen werden mit dem Maximum-Likelihoodat3eh
fur die Normalverteilung und die Studentschen Verteilung die Parameter der Mo-
delle geschtzt (siehe Tabelle 2.2).
In der rachsten Abbildung wird die empirische Kerndichte der Dax—Renditen mit
den Dichten der Modelle verglichen, dabei werden in die Modelle die g¢zem
Parameter eingesetzt. Es kann festgestellt werden, dass die Normalverteilungs-
annahme iir die Dax—Renditen nicht zutreffend ist. Die Normalverteilung hat
schwachere Flanken (siehe Abbildung 2.8 (rechts)) und eine gestauchte Mitte (sie-
he Abbildung 2.8 (links)) gegéiber der empirischen Dichte. Das Normalvertei-
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Abbildung 2.8: Empirische Kerndichte und Normalverteilung

lungsmodell eillt Stylized Fact 4 nicht, wie hier auch empirisch festzustellen ist.
Das Studentsche Modell hingegen passt sich besser an die empirische Dichte an,
auch die Flanken werden besser erfasst (siehe Abbildung 2.9). Die Aussage, dass

Kerndichie

40 f
Studentsche Dichie /
30+ I.'ll 5
Kerndichte !
A1\ Y,
. | Studenische Dich 14:{/('
] 1
'IU 1 , ) " e )
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_:—'—/
-0.1 0.1

Abbildung 2.9: Empirische Kerndichte und Studentsche Verteilung

die Studentsche Verteilung besser der empirischen Verteilung als die Normalver-
teilung entspricht, wird auch durch deren Q-Q-Plots dtegt (siehe Abbildung
2.10). Den Unterschied zwischen der empirischen Dichte, der Normalverteilungs-
dichte und der Studentsche Dichte wird in Abbildung 2.11 veranschaulicht.
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Abbildung 2.10: Q-Q—Plot: Normalverteilung (links), Studentschen Vertei-
lung (rechts)

2.4.3 Studentsche Zeitreihe

2.4.3.1 Modellbildung der Zeitreihe

Das Modell der Studentschen Verteilung, welches im letzten Abschnitt vorgestellt
wurde, eriillt mehr Stylized Facts der Finanzdaten als das Normalverteilungs-
modell. Es ist dabei besser zur Risikomessung der Finanzdaten geeignet. Jedoch
erfullen beide Modelle nicht Stylized Fact 3, welcher besagt, dass bei Finanzdaten
Volatilitatscluster auftreten. Die Volat#itscluster sind zeitalingig und knnen

nur durch ein Modell beércksichtigt werden, welches diese Zeitahbigkeit wie-
dergibt. Deshalb wird nun ein Modell einer Studentschen Zeitreihe vorgeschlagen,
welches in diesem Abschnitt vorgestellt wird.

Das Modell der Studentschen Zeitreihe soll die log—Renditen eines Finanz-
wertes simuliererlJber Formel (2.3) und einem bekannten Kurswi&ft konnen
rekursiv die Kurse der Finanzwerte berechnet werden. Es gilt folgender Zusam-
menhang:

St = St,1 eXp(Rt) s t= 1,
Die log—Renditen im Studentschen Zeitreihenmodell sollen die Form

Rt — O¢€¢ (250)

4Es wird angenommen, dass der Kurswértden heutigen Tag bekannt ist.
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Kerndichte

Normalverteilun:

Abbildung 2.11: Kerndichte: Dax—Rendite, Normal— und Studentschen Ver-
teilung

haben. Dies; stellen eine stochastische Volatilisserie dar, die; sind Zufalls-
variablen zum Zeitpunkt. Im Folgenden wird die stochastische Voladitgse-

rie naher betrachtet. In Abschnitt 2.4.1 wurde gezeigt, dass die Studentsche Ver-
teilung als eine Mischung aus einer standardnormal—verteilten Zufallsvaiable
und einer gamma-verteilten Zufallsvariablenit Parameter dargestellt werden
kann.

Xy

VT

Dieser Ansatz wird auch in diesem Zeitreihenmodell verwendet.epeollen

in dem Zeitreihenmodell unabBhgig identisch und standard—normalverteilt sein,
wie X;, demnach riassen dier; gamma-—verteilt mit Parameterwie Y; sein. kir
gamma-—verteilte Zufallsvariablen gilt, dass auch deren Summe wieder gamma-—
verteilt ist.
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Bemerkung 4 (Summe von gamma-—verteilten Zufallsvariablen)SeiY7, ..., Y,
unablangige gamma-verteilte Zufallsvariablen mit Parametgri = 1,...,n.
Dann ist

W=Y+..4+Y,
gamma-—verteilt mit Parameter=r; + ... + r,,.

Es seien nun dig eine Reihe von unaldimgig identisch standard—normalverteilten
Zufallsvariablen, die unal@imgig von der gamma-—verteilten Zufallsvariabige
sind fur allet. Die o; sollen folgenden Aufbau haben:

op=0 L,0>O,r>07 (2.51)
V Vi

wobeio ein fester Skalenparameter ist und #liestandard gamma-—verteilte Zu-
fallsvariablen mit Parametersein sollen. Diese gamma-—verteilte Zufallsvariable
Y, soll als Summe von gamma-—verteilten Zufallsvariabjep dargestellt wer-
den. Wobeil(n;,,) = I'(r, 1) fur allet und m eine Reihe von identisch un-
abrangig gamma-verteilten Zufallsvariablep,,, t € Z, m = 1,...,q sei. Es
gelter = Z;?;é ¢ —is17m fUrg € N und die Darstellung

-1 q
=3 > Mheim (2.52)
=0 m=i+1
q beschreibt den Zeithorizof,iiber den die Summe der gamma-—verteilten Zu-
fallsvariablen gebildet wird. Falls der Parametgr= 0 ist, soll die entsprechende
Zufallsvariable gleich null gesetzt werden.
Es wird vorausgesetzt, dass die Parametetiber eine Wahrscheinlichkeits-
dichte k, welche auf dem Intervall—q, 0] streng monoton wachsend sein soll,
berechnet werdendkanen:

T = TSm, (2.53)

wobeis,,, die Form

sm:/ (k(x—(m—=1)—k(z—m))dz, m=1,...,q (2.54)

-1

45¢ driickt den Zeitraum aus, wie weit zur Berechnung Daten aus der Vergangenheit mit einbe-
zogen werden.
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besitzen. Br die Summe dey,,, gilt

-1 q
>3 st

=0 m=i+1

Somit ist die Zufallsvariabl&; gamma-—verteilt mit ParameterDa dieY; wegen
der Summendarstellung zeitabigig sind, wird in Abbildung 2.12 anschaulich
dargestellt, wie der Zusammenhang zwischen der ZufallsvariabiedY; . ; uber
die s, ist. Der Abbildung kann entnommen werden, welghg aus der Summe

t+1
Abbildung 2.12: Erzeugung dex, ..., s,.

Y, bei Ubergang zur Zufallsvariabl€,., entfernt werden, und welche dafneu
in die Summe eingéiigt werden. Die Berechnung dey, kann ebenfalls durch die
Verteilungsfunktionk™ der Dichtek dargestellt werden. Es gilt

Sm=(K(=(m—1)) =2K(—m)+ K(—(m+1))), m=1,..q, (2.55)
wegen
sm—/_l(k(x—(m—l))—k(x—m))dx
= K(z—(m—1)) = K(z —m)|°,
=K(—-(m—-1)—K(-m)—-K(-1—(m—1))+ K(-1—m)
— K(—(m — 1)) — 2K (—m) + K(—(m + 1)).
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K muss wegen den Anforderungen, die /i gestellt wurden, streng konvex
auf [—¢, 0] sein. K ist eine Verteilungsfunktion und kann als Kern dufy, 0]
betrachtet werden. Ein spezieller Keiir tlie Simulationen &re der Kern

K(x) = B(x/q) (2.56)
mit
B(z)=(1+2) " —1<2<0,6>0. (2.57)

Fur ¢ = 300 und 5 = 0.5 sieht man in der Abbildung 2.13 (links), dass Volati-
litatscluster auftreten. Die Form des Kerns kann aus Abbildung 2.13 (rechts) ent-
nommen werden. Die Zufallsvariablg kann in Vektorschreibweise ausgéadkt

Abbildung 2.13: Studentschen-Zeitreihe (links); Simulationskern (rechts)

werden. Es gilt

q—1
Yi=> iy, (2.58)
=0
mit
e = (T]t,la "'77715,(1)7

Vektoren mit gamma-—verteilten Zufallsvariablen und

% = (%’,17 ey %’,q)

46}, sollte streng monoton wachsend sein.

77



Zahlvektoren mit der Darstellung

o =(1,.,1),01 = (0,1,...,1), ..., vq—1 = (0, ...,0,1).

Mit n;_;" wird der transponierte Vektor vom_; bezeichnet. Durch den Aufbau
der Zahlvektoren kann die Summe 2.58 als unendliche Reihe

Y= i, (2.59)
j=0

Mit e = (n)5_; Undeyy = ()2 4 furj = 0,1,2, ..., ausgedickt werden.

m=1
Die 7, sollen unabhngig und identisch verteilt sein. Weny,, den Parameter,,
besitzt, dann muss

> (Z %vmrm) < 00 (2.60)
7=0 m=1
gelten, und di¢’; sind gamma-—verteilt mit Parameter
r = (Z wj7m> Tm- (2'61)
m=1 \j=0

Der Zahlvektor soll folgenden Aufbau haben

0 m<y
im = . 2.62

oy { Do (2:62)
Es gilt dann

Zq/]j,m =m

j=0
und

r= Z My, T = 0f0rm > q. (2.63)

m=0

A m = 1 odery; , =0
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Lemma 6 (Autokovarianzfunktion der Y;). Die ZeitreiheY; ist streng statioar
mit Autokovarianzfunktion

Cov(Yy,Yy) = rK(=h), h =0,1,.... (2.64)

Beweis.

Cov(Yy, Ys) = E((Yo — E(Y0))(Ys — E(Y)))
= E (Yo — E(Y0)Yn — YoE(Ya) + E(Yo)E(Yr))
= E(YoY,) — E(Yo)E(Y))
= E(YoYs) — E(Yp)®

(2.65)

Der Erwartungswert vory; ist  fur allet € IN, day; standard—gamma-—verteilt
mit Parameter ist. Fur den Erwartungswert vorh,Y;, ist die Berechnung etwas
komplexer. Jede der ZufallsvariablgpundY;, wird in eine Summe aufgespalten.
Es soll gelten

Yo = Xopn+ XopundY), = Xop + Xop, (2.66)

mit folgender Eigenschaftif X :
Xon =D Wit 5= binn ;. (2.67)
j=h Jj=0

Durch Subtraktion von 2.66 mit 2.67, folgirf X, ;, und X5,

o0

Xip =) (W5 = djn) .
=0
h—1

Xop = Zwﬂﬁw
=0

Xon, X1, und X5, sind unabBngige Zufallsvariablen. Die Zufallsvariabléf
und Y;, wurden so aufgespalten, dass in beiden die Zufallvariahlg enthal-
ten ist. Sie regisentiert den al@mgigen Teil vonY; und Y}, wobei die beiden
ZufallsvariablenX; , und X,;, den unabBlngigen Teil vonY, und Y, darstel-
len. Dieser ist jeweils nur in einer Zufallsvariable enthalt&p,, sei standard—
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gamma-verteilt mit Parametet’X(—h), X;, und X,;, haben den Parameter
r(1 — K(—h)). Der Erwartungswert voin,Y;, wird berechnet wie folgt

E(YoYs) = E((Xon + Xin)(Xon + Xopn))
(X35 + XonXin + XonXon + X1nXan)
(X(?h) + B (XopXip) + E(XonXon) + E (X1 xXon)
(X5 ) + E(Xon) E(X1p) + E(Xop) E (Xap)
(Xl n) B (Xap)
=rK(—h) +r*K(—h)? + 2rK(=h)(r(1 — K(—h)))
+(r(1 = K(=h)))?

=rK(—h) +r?K(—h)* + 2r*K(—h)

— 21K (—h)? +r? — 2r° K(—h) + r*K(—h)?

= 7>+ rK(—h).

Somit folgt fur die Kovarianz
Cov(YoYy,) = 1r* +rK(—h) —r* = rK(—h).

Die Kovarianz vonY;, und Y}, hangt nur vonhi und nicht vom Zeitpunkt ab,
deshalb ist die Zeitreih&, schwach staticir*®. O

Im nachsten Abschnitt werden die Renditen nochmdlken betrachtet. Es
sollen verschiedene Eigenschaften der Zeitreihe bestimmt werden, die Aufschluss
uber den Kernk' und der Zeitab&ngigkeit geben.

2.4.3.2 Untersuchung der absoluten Renditen
Fur die RenditenR?; der FormR; = o;¢; gilt

Cov(R;, Rj) = E((R; — E(R;))(R; — E(R;)))

(RiR; — E(R;)R; — E(R;)R; + E(R;)E(R;))

(RiR;) — E(R)E(R;)

(0i€ioj€;) — E(oi€:) E(oj€;)
E(Uzﬁz%)E(Eg‘) — E(0:)E(e;) E(0;) E(e;)

—0,i%#].

48Wegen der Konstruktion der Zeitreihe ist sie auch streng station

E
E
E

m
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Die RenditenR; sind somit unkorreliert, d. h. aber auch, dass die Autokorrela-
tionsfunktion der Renditen keine Aussagger die Zeitabngigkeit liefern kann
(siehe Abbildung 2.1%#). Anstatt den RenditeR, werden jetzt die absoluten Ren-

[T}

Abbildung 2.14: Autokorrelationsfunktion (ACF) der Rendit2p

diten|R;| betrachtet. Die Betrachtung der absoluten Renditen wird durch die Au-
tokorrelationsfunktion (siehe Abbildung 2.15) inspirtért

Es wird eine Approximation der Autokorrelationsfunktion (ACEj tlie Zeitrei-
he der absoluten RenditéR; | fur kleineh (h — 0) angeben.

Satz 3 (Approximation der ACF uber die | R;|).
Fur h — 0 gelten folgende Approximationen

1. Fallsr > 3, dann
ACF(h) =1—¢(r)(1 = K(=h))(1+ o(1 — K(=h))), (2.68)

49Es wurde eine Autokorrelationsfunktiofirfeinen Simulationsdatensatz mit einem Betakern

geplottet.
50Es liegt der Simlutationsdatensatz aus Abbildung 2.14 zu Grunde.
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Abbildung 2.15: Autokorrelationsfunktion (ACF) der absoluten Rendit&h

c(r) = . (2.69)

2. Fallsr > 2, dann
ACF(h)=1—c¢(r)(1 — K(=h))(1+O(1 — K(—h))) (2.70)
mit ¢(r) wie oben.
Beweis. Fur eine gamma-—verteilte Zufallsvarialifemit Parameter gilt

E(Y?)=T(r+p)/T(r), r+p>0. (2.71)
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Es gilt fur die Kovarianz der absoluten Renditen
Cov (|Rol, |Rn]) = E ((leooo| — E(leoo0l)) (lenon| — E(|€oo0l)))

(
= E (|coooenon| — E(leoool)(lenonl)
(

—-F ’600’0| |€00’0|)+E(’600’0|) )

= & (lalo[q-laloy /5 ) < £ (1ol [3) @72

o (e () - ()

- UQTCOU(YO_l/Q, Yh_l/Q).

Die Kovarianz vonY, "/* und Y, "/* wird jetzt berechnet. Dazu werden dig
genau wie bei der Berechnung der Kovarianz ¥pandY), als Summe betrachtet.
Die einzelnen Summanden haben die gleiche Gestalt wie in 2.66. Es gilt

Cov (Yy 2, ) = B ((v3) %) — B (1/0‘1/2)2.

Der Erwartungswert von’YO_l/2 lasst sich leicht mit Formel 2.71 berechnen und
damit auch dessen Quadrat

2
_1/2 2_ F(r—1/2)
(2 (5) = (M) e @73)
Dieser Erwartungswert und dessen Quadrat wurde iréAbtgkeit vonr in Ab-

bildung (2.16) ausgegeben. Nun wifd((Y;, Y5,)~'/?) betrachtet, dabei ist wieder

Yy = XO,h + Xl,h Unth = X()Jl + Xg’h. (274)

Xo,, ist standard—gamma-—verteilt mit Parametgr —h) sein, X , und X, ;, mit
Parameter(1 — K'(—h)). Fur die Berechnung der Approximation wird die rekur-
sive Definition der Gammaverteilung

FA+1)=A'(A\),A>0 (2.75)
berbtigt, ebenso wie folgende Ungleichihg

2 8

5!Details zur Ungleichung kann Anhang B.1.1.1 auf Seite 182 entnommen werden.

1- < (M +a)+y) <1 (2.76)
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Abbildung 2.16: Erwartungswert voisro_l/2 (links) und dessen Quadt
(rechts)

Es folgt somit

E((YoYn) %) = E ((Xop + X10) "2 (Xop + Xop)™1?)

(52 (+52)) )
= B (%) ~ B (4 O(E(X, ) B )

m|t XO,h ~ YE), h—0
= E(Yy!) — E(X10)(1 + O(E(X1,)))

[(r—2)
I'(r)
= E(Yyh) = B(Xu4)(1+ O(E(X14)))
I(r—2)

(r—1)(r—=2)I'(r—2)
=F (Yo’l) — E(Xy14)(14+O(E(X14)))
1
(r—1)(r—2)
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Damit folgt fur die Kovarianz vor{Y,Y;,)~'/2

2
Cou(Yy 2%, = B(Ye¥) ) - B (Yy )

— B (Y - E(Xin)(14+O(E(X1p)) E (YO1/2)2

(r—1)(r—2)
CTr=1) r(1-K(=h)(1+0(1 - K(=h))
I'(r) (r—1)(r—2)
B <F(r — 1/2))2
I'(r)
1 (1= K(=h)(1+O0(1 - K(=h))
-1 (r—10)(r—2)
_ (F(T— 1/2))2
I'(r) '

Die Autokorrelation @ir h — 0 ist somit gegeben durch

ACk() - CrConty v )
VVar([Ro)Var(|Ry])

r i 5 Coo(yy ¥ )

1
=2
) <E(YE{1) — E(X14)(1+O(E(X14)E(Y;?) — E(Y(fl/Q)z)

1

r—2
~ (E(Yo*l) —r(1 = K(=h))(1+0(1 — K(=h)))E(Y;?) - E(yofl/2)2>
1

=2

((BOGY = BOGY2)?) = r(1 = K(=R)(1+ 001 = K(=) E(Y; )
= - 5 (BOGH - B, )

(1— K(=h))(1+O0(1 — K(—h)))
1
(r—1)2(r—2) (E(Yo—l) — E(yo—l/2)2>
(1— K(=h))(1+0(1 — K(—h))),
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mit Var(R,) = o-*5,r > 2. Die Herleitung vorO() undo() kann in Reiss und
Spillmann [72] nachvollzogen werden. m

Im nachsten Ansatz werden die quadratischen Renditen betrachtet.

Satz 4 (Approximation der ACF Uber die R?). Fur h > 0 gilt fur die ACF der
guadratischen Renditen

AcF(R) > _2122_@"1_ 2)
| ( 1 2(1-K(-h) (r1-K(-h))? 1 ) |

a1as 10203 a1G20304 (r—1)2

(2.77)

mita; = rK(—h) — 1, as :== rK(—h) — 2, a3 :== rK(—h) —3 unday =
rK(—h) — 4 (Dabei ist zu beachten, dassso geviahlt werden muss, dass kein
Nenner null wird.).

Beweis. Fur die Kovarianz vom?2 und B2, h > 0, h € N, gilt
Cov(R§, R;,) = E ([eqog — E (e500)] [e207 — E (€307)])
= E (eogeror) — E (6(2)08) (2.78)
= E(2)E (&) E (0202) — E ()’ E (o2)".
Dae ~ Np; unablanging identisch sind , folgt, das$ y?(1)-verteilt ist und
E(e?) = 1 sowieVar(e?) = 2 ist. Mit diesen Resultaten gilt
Cov(R3, R3) = E () E (&) E (aoah) E (&) E (a?2)*
=F (anh) (O‘
2 \ 2 2
= — 2.79
(V5 ) (V7)) -2 (7)) e
=0 T‘QE( ) o'r? (Yo )2
= o'r2Cov (Y, ( LY, 1)
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Aus (2.71) folgt

E(Yy)? (F(T_ 1))2, r>1

I'(r)
_(_Tr-1 (2.80)
((7‘ —DI(r — 1))
- 1
C(r—1)2

Jetzt wird der ErwartungsweH (Y, 'Y, ') berechnetY; undY; haben die glei-
che Darstellung wie in (2.74). Es wird die Ungleich&hg

l—x—y—ay < (2.81)

(I+2)(1+y)

furz,y € [0, 00) berdtigt. Dann folgt fir den Erwartungswert

_ Xin Xop
st (e e32]))
( O’h([ Xon Xo.n

_ Xin  Xop thth))
ElXgp(1-"0 -2t - =
( O’h( Xon  Xon  XonXon
= E(Xy7) = E(Xo}) E(X1n) — E (Xoh) E (Xap)

1) B (Xop) E (Xgy)

_ I'(rK(—=h)—2) T(rK(=h)-3)

ToR—h))  ~ TeECm) L EER)
CLOK(=h) -3)

T(rK(—h)) (1= K(=h)

PrE(=1) —4) 0 e (1 — K(—

1

~ (rK(=h) = )(rK(=h) - 2)
- 2r(1 — K(—h))

(rK(=h) = 1)(rK(-

—2)(rK(=h) = 3)(rK(=h) —4)’
(2.82)

52Der Beweis iir die Ungleichung kann Anhang B.1.1.1 auf Seite 182 entnommen werden.
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Die Autokorrelationsfunktionifr die quadratischen Renditéd ist gegeben durch

2 2
ACE() — . Cov U B
VVar(R2)Var(R?) (2.83)
~ d*r?Cov (Yo v '
- Var(R2)WVar(R2)
Fur die Varianz vonk? gilt
Var(R?) = Var(ole})
=Var(o?)Var(e) + E(o?)*Var(e) + E(¢2)*Var(o?) (2.84)
= 2Var(o?) + 2E(02)? + Var(o?) '
= glr? (SVaT(YO_l) + QE(YO_I)Z) ,
mit
E(e}) = 1undVar(e) = 2, dae; ~ x*(1), (2.85)
und
r 2
2y _ J—
Var(o;) = Var ((0" / Y;) >
2.86
= Var (UQTYE)_l) ( )
= o'r*Var(Yy 1),
und
2 2
E(c?)?=E ((a1 /%) )
(2.87)
=F (JQTYi_l)
=o'r’E (Yo_l)2 .
Fur die Varianz und den Erwartungswert v * gilt
ne (Ter-1Y\ 1
E(Y) = ( ) S (2.88)
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I'(r—2) 1 (2.89)

(r—1(r—-2) (r—1)%

Fur den Nenner der Autokorrelationsfunktion ergibt sich

\/Var(Rg)Var(R,%) = Var(R])
=o'r® (3Var(Yy ') +2E(Y;)?)

= ((r— 1)3(7" -2) (7“—31)2 ' (7”—21)2)
3 1
= ((r— Dr—2) (r— 1>2> '

(2.90)

Damit folgt fur die Autokorrelationsfunktion

Abbildung 2.17: Erwartungswert voR(Y; ') (links) und dessen Quadrat
(rechts)
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1
ACF(h) > ((TK(—h> — 1) (rK(—h) —2)
) 2r(1 — K(—h))
(PR (=) = DK(—h) ~ 2)(rK(~h) ~3)

(r(1— K(=h)))? 1 >

(rK(=h) = 1)(rK(=h) = 2)(rK(=h) = 3)(rK(=h) = 4)  (r—1)?
1

(3Var(Yy)~' +2E(Y; 1)?)

1
N ((rm—h) —1)(rK(—h) - 2)
- 2r(1 — K(—h))
(rK(—h) — 1)(rK(=h) — 2)(rK(=h) - 3)

_ (r(1 — K(=h)))* 1 )

(rK(=h) = 1)(rK(=h) = 2)(rK(=h) = 3)(rK(=h) —4)  (r—1)?

1

(i~ )
(r=1)(r—2) (r—1)2
1

((TK(—’%) —D(rK(=h) —2)

B 2r(1 — K(—h))
(rK(=h) = 1)(rK(=h) = 2)(rK(=h) = 3)
B (r(1 = K(=h)))? 1 )
(rK(—=h) = 1)(rK(—=h) = 2)(rK(=h) = 3)(rK(=h) —4)  (r —1)?
_ (r—1)*(r — 2).
2r—1
(2.91)
O
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2.4.3.3 Simulationsalgorithmus

In diesem Abschnitt wird der Algorithmus vorgestellt, der der Simulation der

Betakern mit beta = 0.5 alpha 7.0

Abbildung 2.18: Scatterplot einer Simulationszeitreihe

Zeitreihe zu Grunde liegt. Es werden Aufbau und die wichtigsten Eigenschaften
erlautert. Zugchst wird der grobe Ablauf des Algorithnfdsingegeben:

1. Eingabeparameter

e a>0,setzer = /2

e 0>0

qg>0,geN
T>q,TeN

Kern K (z)** und dessen Parameter

53Ein C++ Listing kann im Anhang B.1 auf Seite 210 entnommen werden.
S4auf die Kerne wird spiter im Detail eingegangen.
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2. Berechnung det,, mittels der Formel
Sm=(K(=(m—1)) —=2K(—m)+ K(—(m+1))),m=1,....q.

3. Generierung der gamma-verteilten Stichprobe (Zufallsvektgrinit den
Parameterm,,, m =1, ....q.

4. Berechnung der gamma-—verteilten Zufallsvariahleit der Formel
q—1 ¢
V=2 D meia:
i=0 j=i
5. Erzeugung der standard—normalverteilten Zufallsvarigble

6. Erzeugung der Studentschen Stichprobe zum Zeitpushktch

r
7y =eoy | —.
t €0 }/;

7. Verschiebung der gamma-—verteilten Zufallsvariabjepum einen Zeit-
punkt nach hinten (siehe Abbildung 2.12, S. 76) und Erzeugung der gamma—
verteilten Stichprobe, ,,,, m = 1, ..., ¢, mit den Parameters),,.

8. Wiederholung der Schritt 4 - 7 bis= T', d. h. bis der Stichprobenumfang
erreicht ist.

9. Ruckgabe der Studentschen Zeitreibg...., z; der 7y, ..., Zr.
Fur die Simulationen wurden die drei folgenden Kerne verwendet.

e Beta—Kern
Der Beta—Kern wurde beim Modellaufbau der Studentschen Zeitreitshaiw
Die Formel lautet

Kz)=(142)"? 3>0,-1<z<0. (2.92)
Fur 8 = 0.5 zeigt Abbildung 2.19 diesen Kern.

e Gauss—Kern
Der Gauss—Kern ist wie folgt definiert:

KGwuss(g) = (D(%) peR,o0>0-1<z<0 (2.93)
w() MERTI TR
Abbildung 2.20 zeigt den Kerruf 4 = 1 undo = 2.
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Abbildung 2.19: Beta—Kern

e Sprung—Kern
Dieser Kern wurde anhand der Daten des Dax bestimmt. In Satz 3 des
letzten Abschnitts wurde der Zusammenhang zwischen der Autokorrelati-
onsfunktion der absoluten Dax—Renditdt}| und dem Kernk (k) in der
Nahe des Zeitpunktes null eétt. Die Autokorrelationsfunktion der abso-
luten Dax—Renditen wurde ausgegeben, wobei ein Sprung vom Zeitpunkt
null zum Zeitpunkt eins festgestellt werden (siehe Abbildung 2.21) konnte.
Dieser Kern soll ebenfalls einen solchen Sprung in der Autokorrelations-
funktion der absoluten Werte der Stichprobe erzeugé@ndie Simulation
wurde folgender Kern (siehe Abbildung 2.22), mit der Formel

1 z=0
K — N+ 2.94
(@) { 09@+1) =t —1<z<0 15 (2.94)

benutzt. Diesen Sprung in der Autokorrelationsfunktion der absoluten Ren-
diten kann nicht nur beim Dax gefunden werden, sondern auch bei anderen
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Abbildung 2.20: Gauss—Kern

Aktien (siehe Abbildungen B.2, S. 216). Dies ist wiederum eine Eigenschatt
die bei den meisten Finanzwerten zu sehen ist. Sie kann als weiterer Styli-
zed Fact formuliert werden:

Durch diesen Stylized Fact kann keine Auséfger den Gewinn oder den
Verlust bzgl. der Renditen getroffen werden. Der Stylized Fact zeigt, dass
die Strke der Volatiliat schwach von der Volatilit der Vortage aldngt.

Dies wird empirisch durch die Volatilitscluster von Finanzdaten bitsgt.

Stylized Fact ACF:
Die Autokorrelationsfunktion der absoluten Renditen ist schwach positiv|kor-
reliert.
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Abbildung 2.21: Autokorrelationsfunktion der absoluten Renditen des Pax

Dieser Stylized Fact tritt bei Stichproben ab einem Zeitraum von einem Jahr auf.
Bei Stichproben mit kleinerem Unfafikann dieser Stylized Fact nicht beobach-
tet werden, bzw. er ist nicht eindeutig erkennbar.

2.4.3.4 Schtzung der Parameter

Nachfolgend sollen die Parameterund o einer Simulation der Zeitreihe mit
dem Maximum-Likelihood—-Sdtizer der Studentschen Verteilung gegehwer-
den. Der Simulationsdatensatz hat einen Stichprobenumfang@ ve20000 und
eswurdex = 5 undo = 1 gewahlt. Als Kern wurde der Sprungkern gahit. Als
Abhangigkeitszeitraung wurde immer der Wert aus der Simulation verwendet.
Der Maximum-Likelihood—-Sdchtzer der Studentschen Verteilung kann auf das
Zeitreihenmodell nur eingescimmkt angewandt werden. Eberschtzt den Para-

SSstichprobenumfang kleiner als 300 Tage
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~

g (Zeitabhangigkeit) Q o

1 10.317 1.41676
2 11.8585 10.1125
5 15.4258 0.787437
10 11.1309 0.59936
20 9.85844 0.457299
50 8.38446 0.290317
80 7.22912 0.227366
100 7.38732 0.21.2875
120 8.27058 0.195494
140 10.0868 0.183728
160 7.31295 0.165856
180 7.52875 0.156389
200 7.51809 0.148617
300 6.80896 0.122185
400 7.25702 0.10723

Tabelle 2.3: Scatzung vorm undo der Zeitreihe mit MLE—Student
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Abbildung 2.22: Sprung—Kern

metera unablangig der gewhlten Zeitabhngigkeit (siehe Tabelle 2.3)iIFdas
Zeitreinenmodell sollten neue oder modifizierte &zler bestimmt werden. Auf
die Entwicklung von neuen Satzern wird in dieser Arbeit nicht eingegangen.

2.4.4 Dichte der multivariaten Studentschen Verteilung

Wird anstatt eines Finanzwertes ein Portfolio betrachtet, muss ein multivariates
Modell zur Risikomessung zu Grunde gelegt werden. In den hier vorgestellten
multivariaten Modellen kommt wiederum die Studentsche Verteffimgm Ein-

satz. Bei der Risikoberechnung muss die Gewichtung der einzelnen Aktien im
Portofolio beiicksichtigt werden. Diedihrte zur Einfihrung der Gewinn — und
Verlustverteilung (siehe Abschnitt 2.3.0.1).

%6Es werden entweder eine multivariate Studentschen Verteilung oder mindestens univariate
Studentsche Randverteilungen benutzt.
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Im nachsten Abschnitt wird eine multivariate Studentsche Verteilung vorge-
stellt. AuRerdem werden dgliche Schtzer fir die Parameter angegeben. Ab-
schlieBend wird ein Modell, welches auf Copulas basiert, vorgestellt.

Zuvor jedoch wird der Zusammenhang zwischen Risikomaf aAbiykeits-
malfd und Risikominimierung erkit.

2.4.5 Risikomal3, Abtangigkeitsmald und Risikominimierung

Mittels eines Risikomal3es kann eine Aussaber das Auftreten von Verlusten,
meistiiber einer Schranke, getroffen werden. Im univariaten Fall ist die zu Grunde
liegende Verlustverteilung eindimensional und kann leicht bestimmt werden. Im
multivariaten Fall sieht die Bestimmung der Verlustverteilung schon etwas kom-
plexer aus. Die Verlustverteilungeiirfdie Randverteilungen sind wie im univa-
riaten Fall leicht zu bestimmen, es kommt aber jetzt noch dieaAglgkeit der
Randverteilungen zueinander hinzu. In einem multivariaten Modell zur Risikobe-
rechnung ist also die Berechnung der Abgigkeit sehr wichtig. Markowitz zeigt

in seiner Portfolio—Theorie, dass mit der Berechnung derafbigkeit der ein-
zelnen Finanzwerte zueinander das Risiko verringert werden kann. Er sagt, dass
das Risiko eines Portfolios, welches durch die Varianzen auggetdwird, stets
kleiner oder gleich dem Risiko der Summe der Einzelrisikést.

Soll das Risiko eines Portfolios minimiert werden, gibt es zwéghthe An-
satzpunkte, um bestehende Modelle zu verbessern. Die efgéchkeit setzt
bei der Modellierung des Risikos an. Durch eine bessere Anpassung der Risiko-
verteilung kann das Risiko genauer gegzhwerden. Findet man eine Verteilung
zur Modellierung der Finanzdaten, die besser an der Redikgt, so kann tri-
vialerweise auch das Risiko besser gészhwerden. Dem zweiten Ansatzpunkt
liegt die Berechnung der Aldimgigkeitsstruktur zu Grunde, kann diese genauer
bestimmt werden, so kann das Portfolio an das Ergebnis angepasst werden. Nach
Markowitz wird das Risiko des Portfolios dadurch verringert. Durch diese beiden
mogliche Ansatzpunktednnen bessere Modelle entwickelt werden.

Bei der Berechnung des Risikos in multivariaten Modellen wird durch das
Schatzen der Parameter der Risikoverteilung auch automatisch immer die Ab-
hangigkeit mitgeschtzt. Dies @ihrt meist zu komplexen Berechnungen und hat
zur Folge, dass bei Austausch eines Finanzwertes im Portfolio alle Parameter der

5’Das Risiko wird aus den Varianzen der Randverteilungen berechnet.
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Risikoverteilung neu geséltzt werden riissen. Die Ab&ngigkeit muss immer
durch ein Risikomal3 backsichtig werden. Es wird meist durch einen oder meh-
rere eigene Parameter, wie z. B. die Kovarianzmatrix der Normalverteilung, re-
prasentiert. In Abschnitt 2.4.7 wird ein Modell mit Copulas vorgestellt. Mit die-
sem Modell kann das Risiko in zwei Schritten berechnet werden.

Im Folgenden werden verschiedene Abhgigkeitsmalie vorgestellt, und deren
Eigenschaften erktt.

2.4.5.1 Pearson’s

Der lineare Korrelationskoeffizient, auch Pearsgngenannt, beschreibt die li-
neare AbRngigkeit zweier Zufallsvariablen zueinander.

Definition 13 (Linearer Korrelationskoeffizient, Pearson’sp). Sei(X,Y)” ein

Vektor mit zwei Zufallsvariableniif die gilt Var(X) < co undVar(Y) < oo,

dann ist Pearson’s definiert als

B Cov(X,Y)

N VVar(X)Var(Y)
Wichtig fur die Sclatzung des linearen Korrelationskoeffizienten ist dessen

empirische Berechnung.

(2.95)

p

Definition 14 (Empirische Berechnung von Pearson’g). Seienz; Realisatio-
nen der ZufallsvariableX und y; Realisationen der Zufallsvariablg mit : =
1,...,n, dann wirdp empirisch berechnet durch

P > i (@i __f)_gyi — y)’ (2.96)
n+/ 5555
wobei
1
r = — Ty,
n 4

die Stichprobenmittelwerte van undy; sind, und
1 n
=1
=2 1 - —\2
527 Z(yi — )
=1

99



die Stichprobenvarianzen vanundy; sind. In der Stichprobenvarianz muss, falls
ein erwartungstreuer Séftzer gevnscht wird, der Faktor}1 durch ﬁ ersetzt
werden.

Ein weiteres AbRngigkeitsmal} ist Spearmarps Es beschreibt ebenso die
lineare Ablangigkeit zwischen zwei Zufallsvariablen.

2.45.2 Spearman's

Definition 15 (Spearman’sp°8). Sei(X,Y') ein Vektor zweier Zufallsvariablen,
und (X,Y) und (X,Y) unabhingige Kopien des Zufallsvektors, dann ist Spear-
man’sp definiert als

ps(X,Y) =3 (P{(X = X)(¥ = ¥) > 0})

_3<P{<X_X)(Y—Y)<o}). (2.97)

Spearman’g betrachtet nicht die numerischen Werte der Zufallsvariablen wie
Pearson’y dies tut, sondern dereréRge.

Definition 16 (Empirische Berechnung von Spearman’). Spearman’y lasst
sich mit der Formel

63 D?

NPT (2.98)

ps =1-

empirisch berechnen. Dabei iBtdie Differenz der BRnge beiiglich X undY und
N(N? — 1) gibt die Anzahl der Paariglichkeiten an.

Es gilt fur Pearson’s und Spearmap’s

—1<p<lund —1<pg<1. (2.99)

2.45.3 Kendall'st

Kendall'sT betrachtet ebenso wie Spearmasysdie Range der Zufallsvariablen.
Das Abhangigkeitsmal3ghlt das Auftreten von gleichem und entgegengesetztem
Auftreten der Vorzeichen der Zufallsvariablen.

58engl. Spearman Rank Correlation
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Definition 17 (Kendall's 7). Sei(X,Y") ein Vektor zweier Zufallsvariablen und
(f(, }7) eine unabBngige Kopie des Zufallsvektor, dann ist Kendatl®lgender-
malRen definiert

7(X,Y) = P{(X XY -Y)> 0} 100
- P{(xX - %)y -¥)<0}. '

Lemma 7 (Eigenschaften).

o 7(X,Y) € [-1,1].
e Perfekte Abhngigkeit fir 7(X,Y) = +1.
e Unabtangigkeit tir 7(X,Y) = 0.

e 7(X,Y) bleibt unveéndert bei streng monotonen Transformationen, d. h.
ist f streng monoton, dann gilt

T(f(X), f(Y)) = 7(X,Y).

e FUr elliptische Verteilungeralit sich Kendall’s- mit der Beziehung

2
T = — arcsin(p)
T
berechnef?.

Kendall’sT hat gegeiiber Pearson’s und Spearman’ss die wichtige Eigen-
schaft, dass es invariant gegiger monotonen Transformationen ist. Es bietet sich
an dieses Abaingigkeitsmal’ zu benutzen, weil es wichtige Eigenschaften besitzt
und sich aufRerdem leicht berechnasdt. Bei der Verwendung von Copulast
sich Kendall'sr ebenso leicht berechnen, was déchsten &tze zeigen werden.
Diese &itze werden der Eitthrung von Copulas (siehe Abschnitt 2.4.7, Seite 119
oder [65] ) vorweggenommen, da sie die Anwendbarkeit diesedAgigkeits-
malie zeigen.

9Siehe dazu Lindskog, McNeil und Schmock [55].
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Satz 5. Seien(X,Y)” und (X,Y)” zwei unabkngige Zufallsvektoren stetiger
Zufallsvariablen mit der gemeinsamen Verteiluligund H und Randverteilun-
gen F (fur X und X) und G (fir Y undY). SeienC' und C' die Copulas von
(X, V)T und (X,Y)7, so dass giltH (z,y) = C(F(z),G(y)) und H(z,y) =
C(F(x),G(y)). SeiQ definiert durch

Q=P {(X - (X)) - (1) >0}

) ) (2.101)
- P{(X = (X)) - (V) <0}
Dann gilt fur ¢Q im Zusammenhang mit den Copulas
Q=Q(C,C) = 4/ C(u,v)dC (u,v) — 1. (2.102)
[0,1]2
Beweis. Siehe Embrechts et a. [22], Seite 11. O

Der Unterschied zwischen dem letzten Satz und déohsten Lemma sind die
Randverteilungen. In Satz 5 konnten beliebige Randverteilungeatdgewerden,
im nachfolgenden Lemma wird nur die Copula betrachtet, d. h. die Randvertei-
lungen sind gleichverteilt ayé, 1].

Lemma 8 (Berechnung von Kendall'st bei Copulas?). Sei(X,Y)? ein Zu-
fallsvektor mit zwei stetigen ZufallsvariabléhundY mit einer CopulaC. Dann
gilt fur Kendall'st von (X, Y)”
T(X,Y)=Q(C,C)=4 C(u,v)dC(u,v) — 1, (2.103)
[0,1]2
mit Q(C, C) wie oben.U und V' seien gleichverteilt aufo, 1] und es gilt dann
Das rachste Lemma zeigt wie Kendallsempirisch berechnet werden kann.

Diese Berechnung kann auf beliebige Daten angewandt werden, auch auf Copula-
Daterf.

Definition 18 (Empirische Berechnung von Kendall’sr). Seienz; die Realisa-
tionen des ZufallsvektdtX, Y)” fur i = 1,...,n. Seir,,, die relative Haufigkeit
der positiven Produkte vofx; < z;)(y; < y;) > 0, d. h.

1 n n
Tpos = nZ Z Z(1($i<1'jvyi<yj) + 1(33i>-1’jvyi>yj))7

i=1 j=1

S°Embrechts et. al. [22]
61Das heilRt auf einen bivariaten bzw. multivariatem Datensatz mit Randverteilungn guf
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und entsprechend

1 n n

Thneg = E Z Z (1(mi<xj,yi>y]-) + 1(ri>zj,yi<yj)> .

i=1 j=1

Kendall'sT wird dann empirisch berechnet durch
P = Toos — Tneg- (2.104)

Im nachsten Lemn?4 werden einige Eigenschaften von Kendat'and Spe-
arman’sps angegeben.

Lemma 9. SeienX undY Zufallsvariablen mit den stetigen Verteilungsfunktio-
nenF; und F», gemeinsamer Verteilung und CopulaC. Dann gilt folgendes:

1. ps(X,Y) =ps(V, X), 7(X,Y) =7(Y, X).

2. WennX undY unabliéingig sind, dannisps(X,Y) = 7(X,Y) = 0.
3. —1 < pg(X,Y),7(X,Y) < +1.

4. ps(X,Y) =12 [} [{C(z,y) — zy}dedy.

5. 7(X,Y) =4[ [} Clu,v)dC (u,v) — 1.

6. Fur T : R — R streng monoton auf dem Bildbereich v&n sindps undr
invariant gegefiber dieser monotonen Transformation. Es gilt X, Y") =
pS(T<X)a Y) UndT(X, Y) = T(T<X)a Y)

7. ps(X,)Y)=7(X)Y)=1&C=0C, <Y =T(X), wennT wachsend
ist.

8. ps(X,)Y)=7(X,Y)=—-1C=C &Y =T(X), wennT fallend ist.
Es qiltC; = max{zy + ... + x, + 1 — n,0} undC,, = min{z, ..., z, }.

Beweis. Siehe Embrechts et. al. [24]. m

62siehe Embrechts et. al. [24], Seite 16.
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Die bisher vorgestellten Al@mgigkeitsmalRe beschreiben die Abhgigkeit
zweier Zufallsvariablenifr die komplette Verteilung. Sehr oft ist es aber der
Fall, dass nur die Aldngigkeit in den Flanken von Bedeutung ist. Die folgenden
Abhangigkeitsmalie betrachten diese Abyigkeit, dabei istimmer eine Schran-
ke festzulegen, welche den Beginn der Flanke angilotdie empirische Berech-
nung der Ablngigkeit ist diese Schranke sehr wichtig, da in den Flanken sich je
nach Datensatz nur wenige Punkte befindénren.

2.4.5.4 Tail-Dependenceg

Ausgangspunktifr das Ablangigkeitsmaly bildet ein bivariater Zufallsvektor
(X,Y).

Definition 19 (y fur beliebige Randverteilungen).
x = lim P(X > 2|V > z2),
wobeiz gegen den rechten Eckpunktder Randverteilung konvergiert.

Es gibt noch eine zweite Definition vonuber die Copulal/ undV seien die
Randverteilungen der Copula.

Definition 20 (y fur Copulas, Coles, Heffernan und Tawn [19]).
X(w)=PU >ulV >u), uel01l]. (2.105)
Fur v — 1 ist danny definiert durch

x = lim x(u). (2.106)

u—1

Bemerkung 5. Die Tail-Dependence-Funktion kann mit einer Copula wie folgt
ausgediickt werden:
X(u)=PU > u|lV >u), uel0,1]
PU >u,V >u)

P(U > u)
1 —2u+C(u,u)
B 1—u
o 1 —C(u,u)
1—u
~g_ log C'(u,u)
logu
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x(u) besitzt somit folgende Schranken

2 —log(2u — 1)

o (1) <x(u) <1 (2.107)

Bemerkung 6 (Sclatzer fir y, Poon, Rockinger und Tawn [68]).

e Empirischer Schatzer: Seienz; undy; die Realisationen des Zufallsvek-
tors (X, Y)T miti = 1,...,n. Dann Bsst sichy fir eine Schranke < (0, 1]
berechnen durch

o = Zizt Lo (i) Luoo) () (2.108)
et Luoo) (i)

e Hill Schatzer: Seienr; undy; die Realisationen des Zufallsvektdrs, )
mit:i = 1,...,n undz;,y; € [0,1]. Dann seiens; undt; die mit F'(h) =
exp(—1/h) auf Fréechet—Randverteilungen transformierten Realisationen des
Zufallsvektors(S,T'). Z sei die Zufallsvariable mit der Bedingurg =
min(S,T), d. h. die Realisation der Zufallsvariablesind z; = min(s;, t;),
i = 1,...,n. Somit kann der Hill-Scitzef3 angewandt werden und es gilt:

ézniug;log (%)

Dieses Ablngigkeitsmal? liefert bei empirischen Daten keine Aussduge die
Abhangigkeit, fallsy = 0. Daher wurde von Coles, Heffernan und Tawn [19] eine
Abhangigkeitsmaly eingetihrt, welches helfen soll diesen Nachteil zu umgehen.

2.4.5.5 Tail-Dependencg

Definition 21 (Tail-Dependenc—Funktion).Fur « € [0, 1) ist die Tail-Dependence—
Funktiony durch

C() = 2log P(U > u)
A= logP(U > u,V > u)

1 (2.109)

Dies fuhrt zur Definition des Grenzwertes v@n

83Der Hill-Schatzer ist nur bedingt anwendbar und hat seine Siinen.
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Definition 22 (y Tail-Dependence).

X = lim y(u) (2.110)

u—1

Fur y giltdann—1 < y < 1.

Die Tail-Dependence—Funktiop kann mit einer Copul@’ und der Survial
CopulaC geschrieben als

2log P(U > u)

o L
X = 20 P = u v > )
2log(1 — u)
20U 7Y g<u<i 2.111
log C'(u, w) == ( )
21og(1 —
- ogl=w) 4 joy,<1,

log(1 — 2u + C(u,u))

Die Abhangigkeit einer bivariaten Verteilung kann folgendermaf3en berechnet wer-
den:

e (x > 0,y = 1) Asymptotische Abhngigkeit der Randverteilungen.

e (x =0,y < 1) Asymptotische Unaldngigkeit der Randverteilungenlie-
fert eine Informatioruber die Shrke der Ablngigkeit, au3erhalb der Flan-
ken.

Bemerkung 7 (Sclatzer fur y).

e Empirischer Schatzer: Seienz; undy; die Realisationen des Zufallsvek-
tors (X, Y)T miti = 1,...,n. Dann Bsst sichy fur eine Schranke € (0, 1]
folgendermal3en berechnen:

_ 2log (30 Lueo) (81))
10g (3271 Lwo0) () Lusoo) (%))

() ~ 1 (2.112)

=

e Hill Schatzer: Es gelten die Bedingungen von oben. Ebenso sei wieder
7 = min(S,T) und z; die dazugetrige Stichprob®. Der Hill-Scratzer
far y lasst sich dann berechnen mit:

645, T sind wieder auf Fechet—Randverteilungen transformiert (siehe Bemerkung 6).
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=2 (Z log (%)) 1

Bemerkung 8 (Tail-Dependence bei Archimedischen Copulasks seieny’(1)
und ¢’(0) die einseitigen Ableitungen vah ¢ ist der Erzeuger der Archimedi-
schen Copul. Dann

e impliziereng’(1) = Oundyxy = 2— (¢ '02¢)'(1) die obere Tail-Dependence,
e aus¢’(1) < 0 folgt ebenso die obere Tail-Dependence,
e wenng'(0) > —oo undg nicht strikf® ist, folgt die untere Tail-Dependence,

e die untere Tail-Dependence implizief{0) = —oo, ¢ ist strikt, undy, =
(97 22¢)'(0),
wobeiy(u) = P(U < u|lV < u)undxy(u) = P(U > u|V > u) ist.
Beweis. Siehe Schmidt [79]. O

Diese beiden Abangigkeitsmal3g undy beschreiben das gemeinsame Auftreten
von Extrema in beiden Zufallsvariablen. Sie sind besonders gut geeigndsri
Einsatz im Stress—Testing. Siarilgen beide von einer Schrankab. Die Ergeb-

nisse werden durch diese Schranke stark beeinflusst, da sie angibt, in welchem
Bereich nach Daten gesucht wird, mit denen gasdtwerden soll.

2.4.6 Studentsche Dichte mit einem Gestaltsparameter

Im den vorherigen Abschnittem wurden nur univariate Modelle zur Modellierung
von Finanzdaten dargestellt. Diese Modelle beziehen sich somit nur auf einen Fi-
nanzwert oder auf einen Index, wie zum Beispiel den Dax. Der Index ist aber
nur dann aussagetig fur ein Portfolio, wenn er die gleiche Zusammensetzung
wie dieses hat. Um das Risiko eines Portfolios mit beliebiger Zusammensetzung
bestimmen zu &nnen, wird ein multivariates Modell bétigt. Dem multivariaten
Modell liegt eine multivariate Verteilung zu GrurfdeDiese Verteilungf soll in

den rachsten Abschnitten eine Studentsche Verteilung sein.

%5yvgl. Abschnitt 2.4.14.3, S. 142

%64 wird strikt genannt, wenn gilip(0) = occ.

67zumindestens eine bivariate Verteilung

%8Djese Verteilung soll in einem linearen Zusammenhang zur P+L—Verteilung stehen.
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Abbildung 2.23: Contourplot (links), 3D—Scatterplot (rechts)

Definition 23 (Multivariate Studentsche Dichte, Johnson und Kotz [50]).

__ TGla+d) 1 » ~atd)
ouw = (am) 42T ()32 <1 LI u)> :
(2.113)

wobei—*5 3 flur o > 2 die Kovarianzmatrix dieser Verteilung unk| die Deter-
minante vor ist.

2.4.6.1 Schtzer

In diesem Abschnitt wird der EM—Séatref® fiir multivariate Studentsche Vertei-
lung’® (p—dimensional) darstellt. Diese wird bezeichnet mit

tp(:ua Za CY),

und kann ebenso wie im univariaten Fall als Mischung einer Normalverteilung mit
einer Gamma—\Verteilung angesehen werden. Das heil3t, d@in = t,(u, X, ),

gilt

P(W €U =u) = N(u, S /u). (2.114)

69Der EM-SClatzer ist ein Maximum-Likelihood Sélizer, und bezieht sich auf den EM-
Algorithmus.
"Ot—Verteilung oder Student t—Verteilung
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Die zu dem Gewicht, zugetdrige Zufallsvariablé/ ist verteilt nach
1 1

[(Ga, 50) (2.115)

Die Gamma-Dichte ist dann gegeben durch

Srurfl
7 (u) = e exp(—su)ljpo0)(u), 7,5 > 0. (2.116)

Durch Integration nach kann die Dichte vori/” berechnet werden, also

L() 15

flwsp. = a) = T , (2.117)
W5 by 24, Q1 (ma)P/2T (or/2) |12 {1 + §(w, j1; ) Ja} 2P
wobei
Ow, 1 8) = (w = p) =7 (w = ). (2.118)

¥ ~! bezeichnet die Inverse der Kovarianzmatrix. Es wirdamist von dem Fall
ausgegangen, dasekannt ist. Wir nehmen nun an, dagsfehlende Daten be-
sitzt, die nicht beobachtbar sind (siehe Anhang B.1.2.1, S. 184). Die beobachtba-
ren Daten bezeichnen wir mit;, ..., w,. Sie sind multivariat Studentsch—verteilt.

Es sei nun

y = (wr,...,w,)". (2.119)
Man bekommt die folgende log-Likelihood—Funktidir flie beobachtbaren Da-

teny

log L() = Y _ log f(wj; o, 1, %)

Jj=1

1
=5 log(ma)) +n <logF (QT—H?> —logDl (%))

1 1
— Enlog 12| + En(a +p) log a

(2.120)

(a+p) Y log (a+ (w; — W TS (w; — p))

j=1

N | —

Diese log—Likelihood—Funktion liefert keine geschlossene Famdén Maximum-—
Likelihood—Sclatzer. Es risste z. B. das Newton—Raphson Verfahren zum Be-
stimmen einer bsung verwendet werden, was aber wegen des komplexen Auf-
baus der log—Likelihood—Funktion sehr aufwendigre. Der EM—Algorithmus
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liefert einen einfacheren Algorithmus zur Berechnung desi&eins. Wir nehmen
nun an, dass die beobachtbaren Datancht vollstéandig sind. Der vollstndige
Datenvektorr sei gegeben durch

v =" "), (2.121)

wobeiz = (uy, ..., u,)’ die fehlenden Datéhbezeichne, die definiert sind durch

PW; € |U; = u;) = N(uj,05/u;), (2.122)

paarweise unaldmgig fir j = 1, ..., n und es gelte

1 1
Ula'-'aUn NF(§O&,§O{) (2123)

Es wird in diesem Fall angenommen, dass die Gewichtécht beobachtbar sind.

Da die Studentsche Verteilung als bedingte Verteilung dargestellt werden kann,
kann die Likelihood—Funktion in zwei Faktoren aufgespalten werden, die bedingte
Dichte W gegebern: und der Dichte vore. Die log-Likelihood—Funktioff der
vollstandigen Daten ist dann gegeben durch

log L(v) = log Li.(v) + a(z), (2.124)
mit
1 1
log.(¢) = —5"P log(2m) — Jnlog 12

L 1 (2.125)
+ 5172 log(u;) — 2 Z wi(w; — p)" B (wi — pa)
i=1 1=1

und

1 1 1 1 O -
a(z) = —nlog I‘(§oz) + Jna 10g(§oz) + 5@ Z(log w; — u;) — Z log u;
i=1 i=1
(2.126)

Der E-Schritf® der (k+1)—ten Iteration ist dann die Berechnung von

Q(v; ™) = E(log L (v%)) (2.127)

"IN bezeichnet hier die univariate Normalverteilung.
"2Fiir sie gilt ebenso die Aufspaltung wie bei der Likelihood—Funktion.
"3Expectation Step: siehe Anhang B.1.2.1, Seite 184
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Die ist der bedingte Erwartungswert der log—Likelihood—Funktignl.(v)) des
kompletten Datensatzes. In diesem Fall muss nur der erste [bgrm,.(v)) be-
trachten werden, da im zweiten Term keine unbekannten Parameter enthalten
sind. Der E-Schritt gestaltet sich relativ einfach, da ajleur linear voneinander
abhangen. Es wird jedes; durch die bedingte Erwartung gegehepersetzt. Da

die u; gamma-—verteilt sind, muss die bedingte Verteilung ¥ogegeberiV = w
berechnéet werden,

LU € |W = w) = T(mi,my) (2.128)
mit

my = %(a +p) (2.129)
und

my = = o+ 0w, %)} (2.130)

Es gilt nun fir die bedingte Erwarturig

a+p
EUW=w)= ————. 2.131
R (TNTS) (2131
Die u§k> konnen also bestimmt werden durch
NN atp (2.132)

T A o T

Hiermit ist die Bestimmung des E—Schritts abgeschlossen. Jetzt muss nur noch
der M—Schritt® berechnet werden. Der M—Schritt deunablangigen Beobach-
tungenuwy, ..., w, ist die Berechnung des gewichteten Mittelwertsvektors und der
gewichteten Kovarianzmatrik Diese sehen wie folgt aus:

plh =3 yiu™ / > u!*) gewichtetes Stichprobenmittel. (2.133)
i=1

=1

und

"y ~ N(p, S /u)

’>Man behalte in Erinnerung, da&4w gamma-—verteilt ist.
’®Maximation—Step: sieche Anhang B.1.2.1, Seite 184.
LEO SYLTRRND ST
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n

1 . . .
D) = =3 WP (w; — ) (w; — T Stichprobenkovarianzmatrix.

n -
=1

(2.134)

Der M-Schritt sieht so einfach aus, da diegegeben; normalverteilt sind. Hier-
mit ist der EM-Algorithmus dir die multivariate Studentsche Verteilung mit be-
kanntema hergeleitet worden. Jetzt wird davon ausgegangen, dasshauche-
kannt ist. In diesem Fall sieht der E-Schritt folgendermal3en @ausli€ (k+1)—te
Iteration muss

Ew(k)(log UJH/VJ = wj), j = ]., -, N, (2135)

berechnet werden. Dazu wird folgendes Resultabbgh wennR ~ I'(r, s) ist,
dann gilt fir den Erwartungswert vaiog R

E(log R) = ¥(r) — log s, (2.136)
mit
(s) = 81%:)(3) — (aT(s)/ds) JT(s). (2.137)

Dies ist die Digamma—Funktion. Mit diesem Resultat sieht die bedingte Erwar-

tungU; gegeberiV; = w; wie folgt aus:

2

k k
ot o (22) e (52))

(2.138)

k 1
By (log Us|W; = w;) = 1) (O‘ +p) —log {5 {a<k> + 8wy, 1P; z(k)}}

mit

(k)
ugk) = Eyu (U|W; = w;) = a +i ,j=1,.,n  (2.139)
o) + 6wy, p7; 20)

i

Qv 9™®) ist nun
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Qs ¥¥) = —nlogT(5a) + gnalog(50)

1 1 < (k) (k)
+ Fha {ﬁ Z(loguz(k) — ugk)) + (a 2+p> — log <a 2—|—p>

=1
(2.140)

AbschlieRend muss der M-Schritt berechnet werden. Dieser sielt éind X
genauso, wie der M—Schritt der (k+1)—ten Iteration im Fall mit bekannteus.
Demnach muss nur noch der M—Schriit v angegeben werden: Es muss die
Ableitung

9Q(h; ™)

=0 (2.141)

berechnet werden. Diedsung der Gleichung

1 1
S log ( = 1
Y (2a> + log (2a) +
1 < ®) (k) a® +p a® +p
_E log ut® — 4 ) —1 —
+ P <oguZ w, )+ 5 og 5 0

liefert den Schtzer fir den Parameter im (k+1)—ten Iterationsschritt®)).

(2.142)

2.4.6.2 Datenanalyse

In diesem Abschnitt wird der vorgestellte EM—-Algorithmus auf einen bivariaten
Datensatz angewandt. Der Datensatz besteht aus den Renditen der Aktien Com-
merzbank und Degussa vom 08.02.1999 bis 01.03.2004. Beide Aktien sind im
Dax enthalten. Zuichst wird jeder Datensatz mit dem Maximum-Likelihood—
Schatzer der univariaten Studentschen Verteilung gézthDies liefert folgen-

des Resultatiir die Verteilung der Renditen: Die beiders der Randverteilun-

Commerzbank Degussa

a 3.06933 5.32537
o 0.0169691 0.0169233

Tabelle 2.4: Gesdiizte Parameteiif die Commerzbank— und Degussa—Aktie
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gen unterscheiden sich stark voneinander (siehe Tabelle 2.4). Jetzt wird der EM—
Schatzer auf den bivariaten Datensatz der Aktienrenditen mit folgendem Ergebnis
angewandt:

a = 4.09068, ¥ = 0.000323729 7.34756e — 005
7.34756e — 005 0.000275413

Die bivariate Kerndichte der Aktienrenditen (siehe Abbildung 2.24 (links)) im
Vergleich zur der bivariaten Studentschen Dichte (siehe Abbildung 2.24 (rechts))
mit den gescétzten Parametern sieht folgendermal3en aus: Mit diesendesch

/
b }
Wiy

Abbildung 2.24: Kerndichte der Renditen (links), Studentsche Dichte (rechts)

ten Parametern wurde ein Datensatz mit Stichprobenumfand000 simuliert.
Dieser hat die geséltizten Parameter,

o — 4.13939undy — ( 0000323128 7.7291e — 005
7.7291e — 005 0.000271587

Fur diesen Datensatz sieht die Kerndichte wie folgt (siehe Abb. 2.25) aus, die
Randverteilungen haben die geatzien Parameter
1. Randverteilung

a = 3.98782 (0.91849, —1.33745)
o = 0.0178983 (0.0009292, 0.000975),
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Abbildung 2.25: Kerndichte des Studentschen Datensatzes

2. Randverteilung

a = 4.33104 (1.26171, —0.99423)
o = 0.0166577 (—0.0003114, —0.0002656).

In den Klammern stehen die DifferenZ&rzu den geschtzten Parametern der
Commerzbank—Aktie (erster Wert) und Degussa—Aktie (zweiter Wert). Abbildung
2.26 gibt die Differenz zwischen der Kerndichte der Renditen und der Kern-
dichte des Studentschen Datensatzes wieder. Der EM—Algorithmus unter— und
uberschitzt in bestimmten Bereichen die Dichte der Finanzdaten. In diesem Bei-
spiel wurdem’s in den Randverteilungen génlt, die sich stark unterscheiden.

Im nachsten Beispiel wurden zwei Aktien aus dem Dax untersucht, dighein
lichesa besitzen. Es sind die Aktien von Linde und Henkéker den Zeitraum
17.8.1992 bis 01.03.2004. Im Vergleich dazu wurde rechts die Kerndichte eines

"8parameter des Datensatzes minus Parameter der Aktie
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Abbildung 2.26: Differenz der beiden Kerndichten (Simulation — Commerz-
bank/Degussa)

Henkel Linde

a 3.34878 3.2948
o 0.0123844 0.0124574

Tabelle 2.5: Gesdiizte Parameteiif die Henkel- bzw. Linde—Aktien

simulierten bivariaten Studentschen—Daten$atit den geschtzten Parametern
des EM—Algorithmus ausgegeben (siehe Abb. 2.27).

o= 3.11605, % = 0.000151314  4.6172e — 005
4.6172e — 005 0.000152063
Die Randverteilungen des simulierten Datensatzes haben folgendeégdsch
Parameter: (In der Klammer wurde die Differenz zu dem gé&ztbn Parameter
der Henkel- und Linde—Aktie angeben.)

9stichprobenanzahl = 5000
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Abbildung 2.27: Kerndichte der Renditen (links), Studentsche Dichte (rechts)

1. Randverteilung

a = 3.0687 (—0.28008, —0.2261)
o = 0.0121781 (—0.0002793, —0.0002063),

2. Randverteilung

a = 3.13606 (—0.21272, —0.15874)
o = 0.012388 (3.6¢ — 06, —6.94e — 05).

Es wird der Fehler zwischen der Kerndichte der simulierten Daten und der Finanz-
daten geplottet (siehe Abb. 2.28). Der simulierte Datensatz untefiherdcktzt

auch hier die Kerndichte der Aktien. Im Fall vé@tnlichena’s ist der Fehlet®

nicht so groR wie bei verschiedeners®!. In Abbildung 2.29 wurde der Feh-

ler der Aktien mit verschiedene® minus dem Fehler der Aktien mithnlichem

o83 geplottet. In dieser Abbildung hat der Fehler der Kerndichte#hitlichem

a keine Aussagekraft. Um die Finanzdaten besser anpassebnnerk niisste

ein Modell betrachtet werden, welches verschiedésén den Randverteilungen
zulasst. Eine solche multivariate Studentsche Verteilung hat einen sehr komplexen
Aufbau. Rir geringe Dimensionen ist die Angabe einer Dichte nodlglinh. Das

89maximal 1e-005

81Der Fehler betigt hier maximal 5e-005.
82Commerzbank und Degussa

83Henkel und Linde
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Abbildung 2.28: Differenz der beiden Kerndichten (Simulation — Henkel /
Linde)

Schatzen dieser Verteilung ist zu komplex, um in der Praxis zur Anwendung zu
kommen. Folglich muss ein anderer Ansatz gesucht werden.

Bei der Anwendung des EM-Satrer niisste dessen Konvergenzverhdifen
mit anderen Maximum-Likelihood—Satzern verglichen werden. Dieser kann
nicht in geschlossener Form angegeben werden, d. h. die Berechnungen gestalten
sich komplex. Au3erdem ist man wieder an die vorgegebenen Randverteilungen
gebunden. Damit verschiedene Randverteilungen einer multivariaten Verteilung
bertiicksichtigt werden, empfiehlt es sich die multivariate Modellierung von Ver-
teilungentiber Copulas vorzunehmen. In deichsten Abschnitten werden Copu-
las im Anwendungsgebiet der Finanzmathematik vorgestellt. Es werdétz8ch
fur die Copulas angegeben und Tesiisdie Bestimmung der richtigen Copula.

847.B bei kleinen Stichprobenugfigen.
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Abbildung 2.29: Differenz der beiden Fehler

2.4.7 Copulas

2.4.7.1 Copulas in der Finanzmathematik

Copulas sind ein relativ neues Instrument zur Risikoberechnung im Finanzsektor.
Meist soll das Risiko eines Portfolios berechnet und minimiert werden. Bei der
Risikominimierung knnen zum einen Aktienvealtnissé&® geandert werden oder

es wird eine Aktie durch eine andere ersetzt. In diesem Fall bieten Copulas einen
erheblichen Vorteil. Durch die Aufspaltung der Risikoberechnung in zwei Schritte
konnen meist die Ergebnisse aus einem Schritt wiederverwendet werden. Diese
Schritte sehen wie folgt aus:

1. Bestimmung der Parameter der Randverteiluffgen

2. Bestimmung der Abdngigkeit der Aktie#’ untereinandeiiber Copulas.

85Anzahl der Aktienanteile im Portfolio
86Jede Aktie wird einzeln betrachtet.
87Abhangigkeit der beiden Randverteilungen
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Beim Austausch einer Aktie muss die Verteilung der neuen Aktie und deren Ab-
hangigkeitilber die Copula berechnet werden. Die Randverteiluifgeinnen

dabei beliebig sein. Es werden keine Randverteilungen durch Verwendung des
Copula—Modells fest vorgegeben. Durch den Einsatz von Copulas kann das Mo-
dell sehr flexibel gestaltet werden, d. h. die Randverteilungen undidigkeits-
struktur kdnnen beliebig geahlt werden. In multivariaten Modellen ohne Copu-
las®® ist man an eine feste Randverteilung gebunden. In dehsten Abschnitten
werden Copulas definiert und deren Eigenschaften vorgestellt.

2.4.7.2 Einfihrung in Copulas

Die CopulaC' ist eine multivariate Verteilungsfunktion mit : [0, 1]* — [0, 1],
wobein > 2,n € IN ist. Wenn man bei einer multivariaten Verteilung nur die
Randverteilungen kennt, kann man diese durch die Verteilungsfunktion der Rand-
verteilung auf den Wertebereich der Copula transformieren. Werden diese dann
in die Copula eingesetzt, xth man eine multivariate Verteilung mit einer be-
stimmen Ablangigkeit. Diese Ab&ngigkeit wird durch die Copula spezifiziert.
Mittels des Theorems von Sklar wird gezeigt, dass zu jeder multivariaten Vertei-
lungsfunktion eine Copula existiert, so dass die multivariate Verteilungsfunktion
sich aus den Randverteilungen und der Copula zusammensetzt. Es wird jetzt erst-
mal der zweidimensionale Fall betrachtet.

Definition 24 (zweidimensionale Sub—Copula, Nelsen [65]Eine zweidimen-
sionale Sub—Copula ist eine Funktiét mit folgenden Eigenschaften:

1. Der Grundraum vorf’ ist S; x S, wobeiS; und .S, Teilmengen void =
0, 1] sind.

2. (" ist beschéankt und zweifach wachsefid
3. Furjedesu € S; undv € S, gelteC’(u, 1) = wundC’(1,v) = 1.

Definition 25 (H-Volumen, Nelsen[65]).SeienS; und S, nicht offene Teilmen-
gen vonR, und seiH eine Funktion auf dem Grundrausy x S,. Es seiB =

88\/erteilungen der Aktien
89z. B. multivariate Studentsche Verteilung
9siehe Definition 26
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[z1, 2] X [y1,y2] €ine Rechteckmenge, wobei alle Eckpunkte im Grundraum von
H liegen. Dann ist dag/—Volumen gegeben durch

Vi(B) = H(x2,y2) — H(x2, 1) — H(x1,92) + H(x1,41). (2.143)

Definition 26 (zwei—fach wachsend, Nelsen [65]Eine zweifach reellwertige
FunktionH ist zweifach wachsend, welfy (B) > 0 fur alle Rechteckmengéds,
fur die die Eckpunkte im Grundraum véhliegen.

Definition 27 (zweidimensionale Copula, Nelsen [65])Eine zweidimensionale
CopulaC ist eine zweidimensionale Sub—Copula mit Grundrdéiomd Bildraum
I, fur die folgende Eigenschaften gelten (12 — 1) :

1. Furalleu,v € Igilt C(u,0) =0 = C(0,v).
2. Fur alle U1, U, V1,V2 € I mit U < Uy und 11 < Uy g||t C(UQ,UQ) —
C(ug,v1) — C(ug, vg) + C(ug,v1) > 0.

Definition 28 (Survial Copula C', Nelsen[65]).SeiH eine bivariate Verteilung
mit den Randverteilunge, Y°%, dann ist die Surviorfunktion von H gegeben
durch H(z,y) = P[X > z,Y > y|. Die Surviorfunktion// kann mit der Copula
C bzgl. H so ausgedickt werden
H(z,y) =1- F(z) — G(y) + H(z,y)

= F(2) + G(y) — 1+ C(F(x),G(y))

=Fx)+Gy) —1+C(1 - F(x),1 - G(y)).
Dann wird die Survial-Copula definiert durch

Clu,v) =u+v—14+C(1—u,1—0). (2.144)
Es gilt somit

H(z,y) = C(F(z),G(y)).

Satz 6 (Sklar's Theorem, Nelsen [65])SeiH eine bivariate Verteilungsfunktion
mit den Randverteilungefi undG. Dann existiert eine Copul@, so dassiir alle
z,y € R qilt,

H(x.y) = C(F(2). G(y)). (2.145)

WennF undG stetig sind, dann ist die Copuld eindeutig.

91X habe die Verteilungsfunktiofr, Y die VerteilungsfunktiorG.
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Lemma 10 (Umkehrung Sklar’'s Theorem, Nelsen [65]) SeiH eine gemeinsa-
me Verteilung mit den Randverteilung€rund G' und seien/~! undG~! deren
Quantilfunktionen und’ eine passende Sub—Copula und € I, dann gilt

C'(u,v) = H(F~Y(u), G (v)). (2.146)

WennF und G stetig sind, dann gilt dieses Resultat augh@opulas. Dies stellt
daher eine Methode zur Erzeugung von Copulas dar.

Copulas wurden zuachst zweidimensional eingéfrt. Sie auf den multiva-
riaten Fall zu erweitern, gestaltet sich relativ einfach (siehe Nelsen [65])diE
Betrachtung von Abaingigkeitsstrukturen reicht zaohst der zweidimensionale
Fall aus. Die meisten Lemmata undt3e werden aber, wenn sinnvoll, schon mul-
tivariat fur n > 2 angegeben.

Lemma 11 (Invarianz gegeriiber monoton wachsenden Transformationen,
Embrechts et. al.[24]). SeienX, ..., X,, reellwertige Zufallsvariablen mit der
CopulaC undz;,i = 1, ..., n Realisationen dekX;. Dann gilt, wenrl (x),..., T,,(x,,)
streng monoton wachsende reellwertige Funktionen sind, dass die Zufallsvaria-
blenY; = T1(Xy),...,Y, = T,(X,) mit Realisationeny; = Ti(z1),...,yn =

T, (z,) die selbe Copul@' besitzen, wie die ZufallsvariableX),.

Beweis.Habe(U, ..., U,)T die VerteilungsfunktiorC®? undu,, ..., u,, deren Rea-
lisationen mitu; € [0, 1]. Dann gilt

C (Fryx) (1), s Prooxen) (#0)) = P [ur < Fryey (#1), o un < Fry(x,) (@)
[Pt () < o1 Pl () < 2]
[TI © F)Ell(ul) <x,..,1,0 F)?:(Un) < xn]

T0(X)) < 21y oo Tu(X0) < 0]

92Falls Fx, stetig ist, setze mali; = Fx,(X;).
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Lemma 12 (Fréchet—Hoeffding Schranken, Nelsen [65] WJede Copula’ kann
durch die Féchet—Hoeffding—Schranken eingegrenzt werden. Sei

Ci(z1, ..., xp) = max{z1+...+x,+1—n, 0} die untere Schranke ur, (z1, ..., z,) =
min{zy, ..., x,} die obere Schranke, dann gilt

Ci(x1, ey ) < C(21, 0y ) < Cu(1, ey T). (2.147)

Fur den Falln = 2 sind C; und C,, Copulas. Durch diese Schranken kann die
Form der Copula festgelegt werden.

Abbildung 2.30: Fechet—Hoeffding Schranken bei einer Copula

Definition 29 (Nelsen [65]).Eine CopulaC ist kleiner als eine Copul&’; (oder
(s ist groRRer alsC). Dies wird bezeichnet mit

Cl =< CQ (Odﬁ?” CQ - Cl), (2148)

wenn

V(uq,...,uy) € IN,Cl(ul, coun) < Coug, ooy un)

(2.149)
Oder(]l(ul, . UN) > CQ(Ul, . UN).

Lemma 13 (Zusammenhang Copula und Copuladichte, Nelsen[65]Jede Co-
pula kann man schreiben als

C(u,v) = Ac(u,v) + Sc(u,v), (2.150)
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wobei

u v 82
Ac(u,v) = /0 /0 aSat()'(s,t)dtds (2.151)
und
Sc(u,v) = C(u,v) — Ac(u, v) (2.152)

ist.

Falls S¢(u,v) = 0 und C(u,v) = Ac(u,v) ist, dann besitzt die Copula
eine Copuladichte und’ ist absolut stetig. Auf die Copuladichte wird in ei-
nem folgenden Abschnitt noch weiter eingegangen. Wenfu, v) = C(u,v),

d. h. % = 0, dann wirdC als singuir bezeichnetUber diese Darstel-
lung kbnnen Schtzer fir die Parameter einer Copula mittels der Maximum-—
Likelihood—Methode unter Verwendung der Copula—Dichte bestimmt werden.
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2.4.8 Empirische Copula (Deheuvels Copula)

Definition 30 (Empirische Copula, Nelsen [65]).Sei{(x;, yi)}f;l mit (z;,y;) €
[0, 1] x [0, 1]eine bivariate Stichprobe vom Umfafig Die empirische Copul&’
ist gegeben durch

& i j\ _ Anzahl der Paargr,y) der Stichprobe mit < x;)V <y
"\r'T) " T ’
(2.153)
wobeiz ;) undy;) die Ordnungsstatist® fur 1 <4, ; < T sind.

Es folgt eine weitere Definition der empirischen Copula, jetetden Fall
n > 2.

Definition 31 (Empirische Copula, Bouye et. a. [11])SeiX’ = {(x%, ..., a:f,\,}thl

mit (z¢,...,2%) € [0,1]" der Stichprobendatensatz der Copula. Dann wird mit
2 die Ordnungsstatistik der Dateiirf1 < ¢, ...,ty < T bezeichnet. Die empi-
rische Copula ist gegeben durch

T

[t t,  ty 1
C(T""’T""’?):le[m§§x§t1> ,,,,, sl ot (2154)

t=1
Definition 32 (Empirische Copulahaufigkeit, Nelsen [65]).Die empirische Co-
pulahaufigkeitcr ist gegeben durch

: i j\ _ |} 1/T, wennz),y.; Elemente der Stichprobe sind,
g 0, sonst.
(2.155)

Falls doppelte Punkte auftreten ist7" durch . > i—1 Ly =2y =uy) ZU €TSELZEN,
und der Stichprobenumfang sei

Es besteht folgender Zusammenhang zwisc@elmnd Cr.

r(74) =220 (77)

p=1 ¢q=
9Diese Vorgehensweise vereinfacht die Berechnung der empirischen Copula, was besonders
bei der Programmierung von Vorteil ist.

J
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und

AN NN AN NN
T’T)_O"(T’T) C"( T n)
- ij—l A 7,—1 g—1

Im nachsten Satz werden die empirischen Berechnungen von Speapmamd
Kendall'st .

Satz 7 (Abhangigkeitsmafe @ir die Empirische Copula, Nelsen [65]).SeiCy
die empirische Copula uné; die empirische Copulaiufigkeit fir die Realisa-
tionen{(xi,yi)}f;l. Die empirische Version von Spearmaps wird berechnet
durch

.12
Ps—T 51

;;;1@(%%)_%%47 (2.156)

Kendall's+ durch

D J P q i q p
%:T—lzz {CT( ?)6T<T7?>_éT(Tyf)éT(T7T):|

1=2 j=2 p=1 g=1
(2.157)

Beweis. Siehe Nelsen [65], Seite 178. O

Mit | | wird die Gaussklammer bezeichnet.
Nun wird die empirische Tail-Dependence—Funktion vorgestellt.

Satz 8 (Empirische Tail-Dependence—Funktion, Durrleman, Nikeghbali und
Roncalli [21]).

AN A
X\l =)]=2-——= 2.158
i(r) - (@150

2.4.9 Copuladichte

Da eine Copula eine Verteilungsfunktion vpn1]", n > 2, n € IN auf|0, 1] dar-

stellt, soll jetzt durch Ableiten eine Copuladichte berechnet werden. Dabei muss
beriicksichtig werden, dass die Copulanicht singuér ist, sonderrC(u,v) =
Ac(u,v) gilt. Mit I wird das Einheitsintervall, 1] bezeichnet.
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Satz 9 (Copuladichte, Patton [67]).

SeiC eine Copula mitf (z,y) = C(F(x),G(y)), z,y € R. AuBerdem seieN,Y’

zwei Zufallsvariablenifr deren gemeinsame Verteilung gif = C(F,G). H

sei die gemeinsame Verteilungsfunktion mit den RandverteiluAgemd GG, fur
diegilt U = F(X)undV = G(Y). SindF und G stetige und streng monoton
wachsende Funktionen, dann gilt nach dem Lemma von Sklar: Es gibt eine Copula
C, fur die gilt, C(u,v) = H(F ' (u),G"'(v)) ,u,v € I, wobei F~! und G*

die Quantilfunktionen (Inversen) vafi und G sind. Es giltz = F~'(u) und

y =G '(v), sowie? (1) — fFl( )) und 2¢_() — ey Dann gilt fur die
Ableitung vorC'(u,v) = H(F~(u), G (v))
-1
c(u,v) = ME (W), G (v)) (2.159)

I w)g(G(v))
Beweis.Mit den obigen Annahmen folgt mit der Ableitung nach beiden Varia-
blen:
oC(u,v)  OH(F~'(u),G(v))
oudv Oudv

= h(F~'(u),G"'(v))

ou ov
0G~1(v)  9G~1(v)
ou ov

OFL(u) OF1(u) '

= (), 67 2 1 2C )

h(F~(u), G™1(v))
JE=Hu)g(G

= c(u,v).

]

Lemma 14 (Eigenschaften der Copuladichte, Bouye et. al. [11])Seic die
Dichte der Copula”, dann ist sieiir den multivariaten Fall definiert durch

80<U1, ,Un)
ouy ---0u,
Sei nunF die multivariate Verteilungsfunktion mit Dichfezur CopulaC' mit den

Randverteilunger¥; und deren Dichtery; mit: = 1,...,n. Dann gilt folgender
Zusammenhang

(2.160)

c(ug, .o uy) =

f(z1, ..., x,) = c(Fy(z1), ..., Fy(z)) Hfi(xi). (2.161)



2.4.10 Empirische Copulalaufigkeit

In diesem Abschnitt soll eine allgemeine Form der Dichte einer empirischen Co-
pula angeben werden, in Definition 32 wurde schon eine Definitiodén zwei-
dimensionalen Fall geliefert. Leicht kann die Copuladichte auf den allgemeinen
Fall N € N, N > 2 erweitert werden.

Definition 33 (Empirische Copulahaufgikeit bzw. Empirische Copuladichte,
Bouye et. al. [11]). Die Dichte zu einer empirischeM — dimensionalen Copula
C ist gegeben durch

t t t 2 2

N 1 n N . .
s T ey —— = _1 11+... N

¢ (T’ T T) E : E (=1

=1 in=1 (2.162)
(ti—i 1 ty—in+1
C

( T ) ) ) )

T

wobei die gleichen Voraussetzungen wie in Definition 31 gelten sollen.

2.4.11 Schtzer fur Copulas

In diesem Abschnitt sollen die Parameter der einzelnen Cofjuttis bisher vor-
gestellt wurden, geséltrzt werden. Da die Copula eine Verteilungsfunktion ist,
soll, wenn diese eine Dichte bes#zider Sclitzer mit der Maximum-Likelihood—
Methode bestimmt werden. Desweiteren werden noch alggenandere Sétzer
vorgestellt.

2.4.11.1 Maximum-Likelihood—Methode

Sei S der Grundraum und einecs-Algebra. (S, B) sei ein mel3barer Raur@.
sei ein Familie von Wahrscheinlichkeitsmafllen Buhit ¥ € ©. O ist der Para-
meterraum.

Definition 34 (Likelihood-Funktion und Maximume-Likelihood-Sch atzer).
@y habe dieu-Dichte f, fur 9 € ©, wobeiu|B ein Mal ist:

o L(V|z) = [, fo(x:) heildt Likelihood-Funktion zum Stichprobenumfang

n,

94Die Definition der Copulas sind dem Anhang B.1.3 zu entnehmen.
9Die Copula darf nicht singér sein.
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e ¥ : 5" — O heillt Maximum-Likelohood-Sétzer zum Stichprobenumfang

n falls
Vee S": L (19”@)@) = %13@}{[/ (9]|x)

Kann der Maximume-Likelihoodsdéizer nichtiiber Ableiten der Likelihood-
Funktion bestimmt werden, inssen andere numerische Verfahren zur Bestim-
mung des Maximums herangezogen werden.

Lemma 15 (MLE der Gauss—Copula).Der Maximum-Likelihood—-Séteer fir
die Gauss—Copula ist gegeben durch

T
. 1
pue = 7 2 GTG (2.163)

mit §; = (1 (u}),..., 27 (uy)) und Stichprobenumfarig.

Beweis.Die log-Likelihood—Funktion hat die Form

T 1 .
In(L)(p) = =5 ol = 5 > GT(E™ = T)¢,
t=1

7 bezeichnet die Einheitsmatrix. Der Beweis kann Magnus und Neudecker [56]
entnommen werden. O

Lemma 16 (MLE der Clayton—Copula). Der Maximum-Likelihood—-Sélzer
fur 0 der Clayton—Copular{ = 2) ist ein Losung von

n
0=
140
(s go1) o
+ K3 62 1 _ 1 K
= d (% +4 - 1) (2.164)

0 muss mit numerischen Verfahren berechnet werden, was bei grof3en Stichproben
aufwendig sein kann.
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Beweis.Die Likelihood—Funktion mit der Copuladichte (siehe Abschnitt B.1.3,
S. 194) sieht folgendermal3en aus:

L(6; (ug,v1), oeey (Up, 0p)) H )(_HT%> (wv;) 10 (1 = §).

=1

Daraus ergibt sich die log—Likelihood—Funktion

InL(9; (us, v;)) = nin(1 — d)

+Z( <_f+_’?_1> 2ln(%+%1))

— Z 1+ d)(In(w;) + In(vy)) .

Ableiten nachy liefert den ML—Schtzer fir die Clayton—Copula
AlnL(6; (u;, v;)) n

o) 1—-9
(G o1) o
_"_ Z K2 52 1 _ 1 2
= a(F+5-1)

Lemma 17 (MLE der Student—Copula, Bouye et. al. [11]).Der Maximum-—
Likelihood—Schtzer kann nicht in geschlossener Form, sondern nur durch die
log—Likelihood—Funktion angegeben werden:

T
T v+ N ¢ 1
togL(p.v) o~ ] = (5 )?fm(” Laa)

(2.165)

mit ¢ = (&~ (ut), ..., 7! (uly)) und Stichprobenumfarif. Fir groBeN gestal-
tet sich die numerische Berechnung der Parameter sehr komplex. Um die Berech-
nung zu vereinfachen, werden noch anderea&shethodeld angegeben.

9%sjehe IFM und CML
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Beweis.Der Ausgangspunkt des Beweises ist die Dichte der Student—Copula

<V+N [F (%)] > 141 CT “10)- viN
]N

c(uy,...,uy;p,v) = |,0| —.

e Y, (eg)
Mit Hilfe von ihr wird dann der Maximum-—Likelihood—-Sélkver berechnet. [

Es wurden bisher nur Sateer fir die Copulas betrachtet. Die Randverteilun-
gen wurden hier noch nicht kgksichtigt. Bei den éachsten Sdiitzern werden
die Randverteilungen in die S&tzung mit einbezogen.

2.4.12 \Weitere Schtzer

2.4.12.1 |IFM-Methode

Bei der IFMP” Methode werden die Parameter der Randverteilungen émajid
von denen der Copula gesaht, d. h. zuachst werden die Parameter der Rand-
verteilung geschtzt und dann in die Copuldbernommen, womit die restlichen
Parameter der Copula geétht werden. Der Algorithmus (siehe Romano [77])
sieht wie folgt aus:

1. Sclatzen der Parametér, « = 1,...,n, der Randverteilungeh; mit dem
Maximum-Likelihood-Schtzer:

T
0; = argmax » _In fi(x; ;)
t=1

dabei seif; die Dichte vonF; sein.

2. Sclatzen des Parametetisder Copula mit den vorhandenen gedizten
Parametermw aus Schritt 1:

T
& = argmax ‘() = argmalenc (Fl(x’i; 01),s eees F(h; 91); a) :
=1

wobeil¢ der Maximum-Likelihood—-Sditzer der Copula ist.

9"Method of hference Enctions of Margins

131



2.4.12.2 CML-Methode

Die CML®8 Methode (siehe Romano [77]) unterscheidet sich von der IFM—Methode
dadurch, dass in diesem Fall nicht die Parameter der Randverteilungagesch
werden. Die Randverteilungen werden mit der empirischen Verteilungsfunktion
in das Einheitsintervall transformiert. Damibiknen die Parameter der Copula
dann geschtzt werden.

1. Transformieren des DatensatZes, ..., z!), t = 1,...,7 mit der empiri-
schen Verteilungsfunktiof'. Diese werden mitii‘ ..., ) bezeichnet und
dieu, liegen im Intervall[0, 1].

2. Sclatzen der Parameter der Copula mit

T
o= argmalenc(ﬂl,t,...,ﬂfl;a). (2.166)

t=1
2.4.12.3 Beispieletir die IFM— und CML—Methode

Fur die Gauss—Copula kann der @trer des Parametersmit der IFM— und
CML-Methode wie folgt berechnet werden:

T
R 1 T
PIFM/CML = T t_z1 G G (2.167)

wobei ¢, = (@ 1(u}),..., 7! (ul)). Es gilt fur die CML—Methode, dass di€
mit der empirischen Verteilungsfunktion berechnet werden. In der IFM-—Methode
werden diex; mit der Verteilungsfunktio?? der Normalverteilung in die; €
0, 1] transformiert.

Fur den Schtzer des Parametessier Student—Copula kann folgende Rekur-
sion zur Berechnung angegeben werden:

1. Startschtzer ist der Schtzer der Gauss Copularfden Parameter. o wird
aus den Randverteilungen geat#t.

- 1 T ¢¢
2. Pm+1 = T (QTM) Zt:l W? m = 1727 ey

@

wobei¢; = (1,1 (u!), ..., 1,1 (ul)).

98Canonical Maximum Likelihood Method
9pje Parameter der Verteilungsfunktiorbrinen mit der Maximum-Likelihood—Methode

gesclatzt werden.
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3. Schritt 2 wird solange wiederholt, bis die Fol@g konvergiert.

Marshal und Zeevi geben in ihrer Arbeit [61] einen anderen Algorithmus zur
Schatzung des Parametegrsler Student—Copula.

1. Transformiere die Datefx!, ..., z%), t = 1,...,T auf das Einheitsintervall
[0, 1] mit den empirischen Verteilungsfunktionen der Randverteilungen. Die
Daten werden dann mfti}, ..., u}) bezeichnet.

2. SclatzeR mit dem Schtzer fir Kendall's :

~

R = sin (%;) ij=1,..n

3. & wird durch numerischesdsen der Maximum-Likelihood Gleichung be-

stimmt:
y = 1 ( b ) , 2.1
Q argarenQa:;(O [Z og (e(ul,...,ul; a, R) (2.168)
wobei

D((a+ n)/2)0(a/2)" (1 + yTRy) ()2

VR (o +1)/2)" TTiZ, (1 + g2 /o)~ (e+1)/2
(2.169)

(U, .oy Uy @, 1:2) =

und

Y =1, ) = (ta" (u1), sty (un)). (2.170)

2.4.13 Erzeugen von Realisationen einer Copula

In diesem Abschnitt werden Verfahren vorgestellt, die Stichprobeaihe Copu-
la erzeugen. Im ersten Abschnitt wird ein allgemeines Verfahren zur Erzeugung
vorgestellt, spter werden spezielle Simulationsverfahren beschrieben.

2.4.13.1 Allgemeine Vorgehensweise

Sollen zuéllige Daten simuliert werden denen eine spezielle Copula zu Grunde
liegt, so geschieht dies nach dem folgendem Algorithmus, Bouye et. al. [11]:

1. ErzeugeV unabléngig aufl0, 1] gleichverteilte Stichproben, ..., vy
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2. Setzey, = v;.

3. SeIC(um, Uy, ...,Umfl) = Cm|1 m_l(ul, e um), m = 2, . n, wobei

.....

Cm|1 ..... m,1<ul, ,Um) = P{Um S Um’(Ul, cey Um,1 = (ul, ...,um,l)}
(‘95;'1._71%71)0(111, ey Uy 1,0y 1)

T o Clun et 1o 1)

Tyeeey umfl)

4. Setzeu,, = C vy U1, ooy Upp1), M =2, ..., M.

Die u;, i = 1, ..., n, sind erzeugt nach der Copula Dieses Verfahren wird jetzt

fur die Erzeugung einer Stichprobe der Frank—Copula, Romano [77], angewandt.
Sei die Frank—Copula wie in Abschnitt 62, Seite 200. Dann sieht der Algorithmus
folgendermal3en aus:

1. vy, ve ~ U[0, 1] iid. .

2. Setzeu; = v;.

3. SeiC(ug; u1) = Coy1(ur, uz). Setzeus = C~(vg; uy).

4. Der Vektor(uy, uy) ist erzeugt worden nach der Copdla
Fur die bedingte Copula gilt

(exp(—auy) — 1) exp(—auy)
(exp(—a) — 1) + (exp(—auy) — 1) (exp(—auz) — 1)

02\1(161;”2) =

und die Inverse Copula ist gegeben durch

C M uyuy) = {ug : Copr(ur, uz) = u}

I

2.4.13.2 Spezielle Algorithmen zur Stichprobenerzeugung

1. Simulation: Gauss—Copula Romano [77].
Sei R die Kovarianzmatrix der zu Grunde liegenden Verteilung.

e Berechnung der Cholesky—Zerlegungik flie MatrixR. Es gilt AAT =
R.
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Erzeugung vom unablangigen standard normalverteilten Stichpro-
benz = (21, ..., z,)7.

Berechner = Az.

Transformiere die;; mit der Verteilungsfunktion der Standard—Normal-
verteilung aufi0, 1], u; = ®(x;), i = 1,...,n.

Der Vektor (u4, ..., u,) ist dann eine zulige Stichprobe der Gauss—
Copula mit Kovarianz—Matrixz.

Abbildung 2.31: Simulation Gauss—Coputa=0,p = 0.5, p = 0.9

2. Simulation: Student—Copula
Sei R wiederum die Kovarianz—Matrix und der Gestaltsparameter. Dann
wird die Stichprobe der Student—Copula wie folgt erzeugt:

Berechnung der Cholesky—Zerlegungik tlie Matrix .
Es gilt AAT = R.

Erzeugung vom unablangigen standard normalverteilten Stichpro-
benz = (2, ..., z,)7.

Berechney = A-.

Erzeuge eine gammaverteilte Zufallsvariablenablangig vonz.

Setzer = %y'

Transformiere die Komponenten d0f 1] mitu; = t,(x;), i = 1,...,n.

(u1, ..., u,) ist die geviinschte Stichprobe der Student—Copula.
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Abbildung 2.32: Simulation Student—Coputa= 5, p =0,p =0.5,p = 0.9

3. Simulation: Cook—Johnson—Copula
Seia der Parameter der Cook—Johnson—Copula. Der Algorithmus zur Er-
zeugung einer Stichprobe ist dann gegeben durch

e Erzeugen standard exponential verteilte Zufallsvariablen, ..., v,,)-

e Erzeuge:z gammaverteilt mif’(1/«, 1) unablangig von deny;, i =
1,....n.

—1/a

e Setzeu; = (1 +y;/z) ,ji=1,..,n.

e Die u; sind nach der Cook—Johnson—Copula mit Parametanteilt.

Abbildung 2.33: Simulation Cook—Johnson—Copula: 2,6 = 5,6 = 10
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4. Simulation: Farlie—Gumbel-Morgenstern—Copula
Seia der Parameter der Farlie-Gumbel-Morgenstern Copula. Dann kann
eine Stichprobe folgerndermalen erzeugt werden:

Erzeugev,, v, ~ UJ0, 1] iid.

Setzeu; = v;.

Berechne

A=a(2u; —1) —1undB = [1 — a(2u; — 1)]* + 4avy(2u; — 1).
Setzeu, = 2v,/ (\/E — A).

uq, uo ist durch die Farlie—Gumbel-Morgenstern—Copula erzeugt wor-
den.

Abbildung 2.34: Simulation Morgenstern—Copula= 0,6 = 0.5,0 = 1

5. Simulation: Gumbel-Copula
Seil < 6 < oo, dann wird die Stichprobe nach dem folgendem Algorith-
mus® erzeugt:

e Erzeuges, ¢ ~ U[0, 1] iid.

e Setzet = K l(¢g) mit K(t) =t — %, wobei¢(t) der Generatdf?
der Gumbel-Copula ist.

e Setzeu = ¢! (so(t)) undv = ¢~ 1((1 — s)(t)).

u, v sind dann erzeugt nach der Gumbel-Copula.

100Entnommen aus Melchiori [63].
10lygl. Abschnitt 2.4.14.3, S. 142
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Abbildung 2.35: Simulation Gumbel-Copula= 3, = 10, = 100

2.4.14 Auswahl einer Copula

In den letzten Abschnitten wurden Copulas, deren Eigenschaften urédz8ch
vorgestellt. Wie schon er@hnt, kann die Scitzung der multivariaten Verteilung
unter Anwendung von Copulas in zwei Schritte unterteilt werden:

1. Sclatzung der Randverteilung
2. Sclatzung der Copula

Im ersten Schritt werden die Randverteilungen gasthd. h. man hat eine univa-
riate Verteilung zu scitzen. Dies macht keine Probleme, da&ehr fir beliebige
Verteilungen vorhanden sind. Zu lieksichtigen ist, dass aucierpiift werden
muss, ob die Verteilungsannahme stimmt. Auch liilestehen viele Methoden zur
Verfugung, wie zum Beispiel der Q-Q—Plot.

Der zweite Schritt gestaltet sich etwas komplexer. Died&aing der Parameter
der Copula ist umso aufwendiger jétrer die Dimension der Copula ist. Aul3er-
dem ist es auch hier wichtig, die richtige Copula auszhblert®?, Dieser Abschnitt

setzt sich mit der Auswabhl der richtigen Copula auseinander. Bei den Copulas gibt
es zwei grolRe Klassen, zum einem die elliptischen und zum anderen die archime-

dischen Copulas. Der erste Schritt ist es, eine dieser beiden Klassen abkuw
Dies wird in den Abschnitten 2.4.14.2 und 2.4.14.8r&art. Anschlie3end ist es
wichtig, sich auf eine Familie von Copulas festzulegen. Dabei ist eine intuitive
Vorauswahl® notig, da sonst der Aufwand zur Auswahl zu gro8re.. Dies kann

102Bei den Randverteilungen kann die empirische Verteilung zur Transformation benutzt werden.

103Es gibt zu viele verschiedene Familien von Copulas.
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zum Beispiel durch Visualisieren der Daten geschehen. Auswahlverfahren um die
richtige Copula zu finden, die die zu Grunde liegende #lgigkeit wieder gibt,
werden in den achsten Abschnitten vorgestellit.

2.4.14.1 Auswahl der elliptischen Copulas

Elliptische Copulas werdeiiber elliptische Verteilungen hergeleifét Sei X
ein d—dimensionaler Zufallsvektor einer elliptischen Verteilung, dann Kérge-
schrieben werden als

X =+ RAU, (2.171)

wobeiy € R?, A eine nicht singudred x d—Matrix, R ein nicht negativer Zufalls-
vektor undU gleichverteilt auf der EinheitsspheS?~! = {z € R?: ||z| = 1}

ist. R und U sind unabBngig. Sei> = AAT die Matrix der Gestaltsparameter
und die KovarianzmatriX, von X sei proportional zu dieser. Seiéf}, X, ..., X,
unablangig identisch verteilte Stichproben dédimensionalen Verteilung. Die
Null-Hypothese des Test ist, dass die Stichprobe von einer elliptischen Verteilung
stammt. SeiX der Stichprobenmittelwert unsl die Stichprobenmatrix, dann sei-

en die Residuely;, definiert als

V,=S*(X,—X), k=1,..,n. (2.172)
Dann seien diéV,, definiert durch

welche Projektionen der Residu&p auf die Einheitsspfire darstellen. WenX
elliptisch verteilt ist, dann istV anraherend gleichverteilt au?~!. Seie > 0
fest und seh, der ganzzahlige Teil voan,, ¢, ist das empirische-Quantil der

Variablen||Yi], ||Yz||, ..., || Y.||- Das arithmetische Mittel ist
1 n
Qn(h) = - D B (W) Lyl sgup- (2.174)
k=1

wobei i eine Funktion, die definiert au#?~! ist. Die Test-StatistikZ? ist dann
gegeben durch

Zr=nY_ Qi(h). (2.175)

heH

104Die Ergebnisse aus diesem Abschnitt entstammen aus Breymann, Dias und Embrechts [10].
Der Test auf elliptische Symmetrie wurde von Manzotti et. al. [59] entwickelt.
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Die Definiton des Raume kann Manzotti et. al. [59] entnommen werden.
Als nachstes wird ein spezieller Tesrfdie Gauss-Copula vorgestellt.

2.4.14.2 Test auf Gauss—Copula

Die Gauss—Copula ist eine der meist verwendeten Copulas. Aber ist sie auch im-
mer die Richtige? Ein Te¥® zu ihrerUberpiifung lautet wie folgt:

Die Nullhypothese lautet:

Hy: Die Gauss—Copula beschreibt die Abigigkeit.Die Test—Statistik wird be-
schrieben durch

2= o (Fa) (07 )u® " (Fi(ay), (2.176)

ij=1
mit X = Cov[® ! (Fi(z;)), @ (Fj(z;))]. 22 ist x*-verteilt mit N Freiheitsgra-
den. SeiX ein n—dimensionaler Zufallsvektok' = (zy, ..., z,,). Dann seiF' die
gemeinsame Verteilungsfunktion ur¢ die der Randverteilungen. Es gilt fur
die gemeinsame Verteilungsfunktion

F(21, .y tn) = Ppn (27 (Fi(1)) .., D71 (Frzn))) (2.177)

mit z; € [0, 1]. Setzey; = ®~! (F;(x;)), wobeiy; normalverteilt ist. Dann hat?
die Form

N
2?2 =yiuly = Z y Sy (2.178)
ij=1

Wie schon enéhnt, istz? anraherndy?-verteilt.
Der Test hat folgenden Aufbau:
Es gelten folgende Bedingungen

e N=2

¢ Die Stichprobendaten seien
{l'1<1), ...,l’l(T)},
{z2(1), ..., z2(T)},

wobeiT die Giol3e des Stichprobenumfangs beschreibt. Sie sollen angiah
und identisch verteilt sein, mit Verteilungsfunktién

(2.179)

105entnommen aus Malevergne und Sornette [57]
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Die empirische Verteilungsfunktiofi ist somit ein Schtzer fir £ mit
1 T
== > Layzay i =1,2. (2.180)

Damit kdonnen diey; gesclatzt werden durch
=1 (Fi(xi(k))) ke {l,..,T). (2.181)

Die Stichprobenkovarianzmatrixkann nun gescitzt werden mit

'ﬂ |

Z )i (2.182)

und 22 ist gegeben durch

2
= §H)sg(0)". (2.183)
ij=1
Getestet wird nach folgendem Ablauf:

1. Gegeben seien die Stichprobendatét), ¢ € {1,...,7}, mit diesen Daten
werden die normalverteilteint), t € {1, ..., 7} berechnet.

2. Damit wird dann die KovarianzmatriX gesclitzt unds2 berechnet. An-
schlieRend wird der Abstand zwischen der Verteilung ¥omind dery?—
Verteilung berechnet:

d; = max |F.2(2*) — F\2(z%)| Kolmogorovabstand

dy = / |F2(2%) — F\2(2*)|dF,2(z*) mittlerer Kolmogorovabstand

2 2
ds = max |Fzz(z2) ( )‘2 Anderson—-Darling—Abstand
VEe(2)[L = Fe(2?)]
5 2
dy = Fe(z) — ( )| dF,2(z*) mittlere Anderson—Darling—Abstand
VEe(2)[1 — Fa(22)]

(2.184)

3. Mit der gegebenen Kovarianzmatrix werden? normalverteilte Zufalls-
vektoren erzeugt.
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4. Fur diese Daten wird dann die Kovarianzmatrijberechnet.

5. AuBerdem wirdiir jeden Vektor die Zufallsvariable’ berechnet. Sie wird
mit z%(¢) bezeichnet.

6. Danach wird die Verteilung vog und der Abstand zuy?-Verteilung be-
rechnet.

7. Die Schritte (3)—(6) werden 10000 mal wiederholt, um die Genauigkeit der
Schatzung des Abstandes zu verbessern. Dies liefert die Teststatistik, wel-
che die Miglichkeit bietet die NullhypothesH,, zu einem bestimmten Si-
gnifikanzlevel anzunehmen oder zu verwerfen.

Malevergne und Sornette [57] wenden diesen Test auf verschiedene Finanzwerte
an und kommen zu dem Schluss, dass die Gausscopula déangighkeit in den
meisten Rllen zutreffend beschreibt. Sie weisen aber darauf hin, dass bei der Aus-
wahl der Copula immer ihr Anwendungbereich loeksichtigt werden muss. Im
Stress—Testing kann die Gausscopula an manchen Stellen nicht sinnvoll sein. Au-
Berdem wird in ihrer Arbeit mit diesem Test die Gauss— und die Student—Copula
verglichen. fr kleine Freiheitsgrade der Studentschen Verteilung kann der Test
eine klare Aussage treffen. Da die Gauss—Copula ein Spezialfall der Student—
Copula fir @« — oo ist, kann bei groRen’s keine klare Entscheidundif die
Gauss— oder Student—Copula getroffen werden.

2.4.14.3 Auswahl der Archimedischen Copulas

Die Archimedischen Copulasbknen nach Genest und Mackay [32], wie folgt
definiert werden

Clur, ooy un) = { L (p(w) o)) N T o) < 0(0),

Y

0, sonst,
(2.185)

wobei ¢ eine Funktion aug’? ist mit (1) = 0, ¢'(u) < 0 und”(u) > 0 fur

alle0 < u < 1. p(u) wird als Erzeuger der Copula bezeichnet. Die Gumbel—,
Joe— und Kimeldorf-Sampson—Copulas sind Beispi@gléfchimedische Copu-

las. Uber diesen Erzeuger kann festgestellt werden, ob den Daten eine Archime-
dische Copula zu Grundf¥ liegt.

106Genest und Rivest [33] habe diese Methode entwickelt.
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Sei X ein Vektor mit N Zufallsvariablen(' die Copula zu der der Erzeuger
gelort und K eine Funktion, die definiert ist als

Diese Funktion kann geschrieben werden als

Ku) =u+ Z(—1)"¢;(“) Xo1 (1), (2.187)

mit y,(u) = %@@ undxo(u) = 5— ;%" Fur den bivariaten Fall vereinfacht
sie sich zu

K(u) = u— 28 (2.188)

. 1
Ku) ==Y 1, 2.189
(u) T; Wi <ul> ( )
mit
1 T
V; = 1 Z Lot <ottty <aty] (2.190)

Die Idee dabei ist, dasis (1) durch Wahl der Parameter einer Familie von Archi-
medischen Copulas angepasst wird.

2.4.14.4 Auswahl der Copuldiber die empirische Copula

Die empirische Copula ist unalihgig von einem Parameter und ist somit ein
nichtparametrischer Sateer fir die zu Grunde liegende Copula. Steht eine Aus-
wahl der ndglichen Copulas fest, die in Frage kommeém#iten, so wird im ersten
Schritt der Paramet¥® 4 der jeweiligen Copula gesatrt. Dies kann mit den vor-
gestellten Scaitzern aus Abschnitt 2.4.11 geschehen. Anschlie3end wird mit der

07siehe Barbe et. al. [6]
1085 kvnnen auch mehrere Parameter einer Copula géxtolverden, auf Grund des besseren

Verstindnisses wird nur die Einzahl benutzt.
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L? Norm der Abstand zwischen der empirischen Copiiland der Copula aus
der Auswahl mit den geséltzten Parametern bestimmt.

ds (C C@) =€ = Cyllzz == (/‘“/MN

u ist ein Vektor daN > 2. Da die empirische Copula auf diskreten Punkten
berechnet wird, kann das Integral auch als Summe geschrieben werden. Dies sieht
fur die diskrete Sttzstellen wie folgt aus

C(u) — Oé(u)(2 du)é (2.191)

dy <OT,Cé> = ||OT - OéHL2

1
S o~ [a (t ty TEAYRE
_ (z > fe () - ()] ) |
= = T T T T
(2.192)

dabei seiV die Dimension und (%,...,%%) : 1 <n < N,t, =0,...,T'}.
ds (CT, Cé> beschreibt somit den Unterschied zwischen der empirischen und der
parametrischen Copula und ist damit ein M&Rdie Gite derUbereinstimmung.
Mit diesem Verfahren wird die Familie von Copulas ausgbi die den kleinsten
Wert fur d, (OT, (Jé) besitzt. Es ist noch zu beachten, dass bei der Abstandsmes-
sunguber die Stitzstellen deren Anzahl wichtig ist. Wird bei der Berechnung bei
jeder Familie nicht die gleiche Anzahl ani®tstellen verwendet, so sollte der
Wert vond, (C‘T,Cég durch die Anzahll" geteilt werden. Im diskreten Fall ist
die Gute dann gegeben durch

ds (OT, oé)

- (2.193)

2.4.14.5 Auswahl der Copuldiber die Tail-Dependence—Funktion

In diesem Abschnitt soll eine weitere ddlichkeit zur Auswahl einer Copula
vorgestellt werden. Eine Copula beschreibt die &hdigkeit zwischen univaria-

ten Verteilungen. In der Risikoanalyse sind besonders die Flanken von Interes-
se. Die Abfangigkeit in den Flanken wird wie schon gesehen durch die Tail—
Dependence—Funktionen beschrieben. Bei einer bivariaten Copaoleehk vier
verschiedene Flanken betrachtet werden. Sie werden durch die vier Quadranten
ausgediickt (siehe Abb. 2.36). Die Tail-Dependence—Funktion berechnet die be-
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Abbildung 2.36: Flanken der Copula

dingte Wahrscheinlichkeit, dass die Randverteilungeer einer Schranke lie-
gen, gegeben dass schon eine Randverteilllngy dieser Schranke liegtuFdie
vier Quadranten lassen sich die Tail-Dependence—Funktionen wie folgt angeben:

u,V>u —2u—C'(u,u
Lou(w) = #5geg® = = v e (0,1),

2 XII(U) _ P(U>u,V<1—u) _ u—C(l—u,u)’ = (O, 1)’

P(U>u) 1—u
3. xrrr(u) = P(Z(SUH’S‘;)S“) - C(Z’u): u € (0,1),

4. xpv(u) = DS - dmesClulo) 1y e (0, 1),

Mit diesen vier Funktion kann die Masse in den jeweiligen Flanken bzw. Quadran-
ten, dietiber einer Schranke liegen, bestimmt werden. Die Tail-Dependence—
Funktionen beschreiben das Verhalten der @igfigkeit in Richtung der jeweili-
gen Flanké™, Diese Tail-Dependence—Funktion kann auch empirisch leicht be-

1095 wird kein Grenzwert der Tail-Dependence—Funktion gebildet.
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rechnet werden. Die Formeln ergeben sich direkt aus den oben gegeben beding-
ten Wahrscheinlichkeiten. Sét;,y;), i = 1,...,n ein bivariater Datensatz auf

0, 1] x [0, 1], dann sehen die vier empirischen Tail-Dependence—Funktionen, wie
folgt aus:

n
1. {r(u) = Eizzl;gi;(giff“), ue (0,1),

~ it Yey>w) Ly, <1—w)
2. u) = = z gz U 1).
XII( ) >0 1(%_>u) ; € (07 )

~ Z?: 1 Ii7u1 i Su
3. Xrrr(u) = Zl?z(lix?gff 1w e (0,1).

~ ?: 1z< u 1y, —u
4. v (u) = ZRLERAED € (0,1).

Fur einen grol3en Stichprobenumfariert sich die empirische Tail-Dependence—
Funktion der zu Grunde liegenden immer mehr an. Es liegt deshalb nahe, den Ab-
stand zwischen den beiden Funktionen algeGderUbereinstimmung zwischen

den empirischen Daten und der ausghiten Copula zu nehmen. Dieser wird be-
rechnet durch

d (Xe, xe.0;) = X6 = xo.05 ] 22
1/2
= (/ |0 () —Xt,%(u)ﬁdu) cte{l, I II1,1V}
[0,1]
(2.194)

Damit diese Methode der Auswahl angewandt werden kann, muss eine Voraus-
wahl der zu verwendeten Copulas getroffen werdem.diese Auswahl &nnen
mehrere Mbglichkeiten hilfreich sein:

e Test auf elliptische Copula (siehe Abschnitt 2.4.14.2, S. 140),
e Test auf Archimedische Copula (siehe Abschnitt 2.4.14.3, S. 142),
¢ Visualisierung der Daten (siehe Kapitel 1, Abschnitt 1.2, S. 5).

Die Tests sind als Hilfsmittel zur Vorauswahl zu sehen. Die Festlegung auf eine
endliche Menge an Familien von Copulas wird méisér Vorinformationen oder

Uber Visualisierung der Daten getroffen. Ist die Menge an Familien von Copulas
festgelegt worden, werdeiirfjede Familie die Parameter geattt. Dies kann auf
verschiedene Arten geschehen (siehe Abschnitt 2.4.11, 128). Aus jeder Familie ist
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dann eine Copula bestimmt, die optimal im Sinne desaBuierfahrens istiir die

der Abstand berechnet werden soll. Da der Abstand wegen der empirischen Daten
an diskreten Stellen berechnet werden muss, sieht die Abstandsberechnung wie
folgt aus:

n . . o\ 1/2
d ()A(taXt,Cé) = <Z <)A<t (n—li—l) — Xt,C, (n j_ 1)) ) (2.195)

Der Abstand kann durch die Anzahl der Berechnungsstellgeteilt werden,
damit dieser mit anderen Aldstden, die mit unterschiedlichen vieleru@stel-
len berechnet wurden, vergleichbar wird. Dies ist jedoch nicht notweididié¢
Auswahl der Copula, da immer der selbe empirische Datensatz zur Berechnung
verwendet wird.

Als nachstes wird das Auswahlverfahréper die Tail-Dependence—Funktion
mit dem Auswabhlverfahreiaber die empirische Copula verglichen. Ausgangpunkt
bilden SimulatioA!® der Gauss—, Clayton— und Farlie—Gumbel-Morgenstern Co-
pulas. In Tabelle 2.6 wurden die Ergebnisse aufgelistet. Die erste Spalte gibt an
unter welcher Copula und mit welchem Parameter die Stichprobe erzeugt wur-
de. Die zweite Spalte eritht den Parameter der Copula, der zur Erzeugung der
Copula eingegangen ist. Der Parameter wird mit Kendalfesclatzt. Es gilt

e Gaussy = sin ((7/2)7)
e Clayton:§ = 2=
e Farlie—-Gumbel-Morgenstert:= 4.57

In der dritte Spalte wird in Prozenten die Wahrscheinlichkeit angegeben, dass das
Auswahlverfahreriiber die empirische Copula eine richtige Auswahl trifft. In der
letzten Spalte werden die Warhscheinlichkeint in Prozémzlfe richtige Aus-

wahl tber die Tail-Dependence—Funktion aufgelistet. Beide Verfahren benutzen
zur Berechnung 00 Stiitzstellen, es sei angemerkt, dass dann die empirische Co-
pula an10000 Stitzstelled!! berechnet wird. Es wurderiiff jeweils jede Zeile
mindestens 500 Simulationen gemacht. Aus Tabelle 2.6 kann man entnehmen,

10stichprobenumfangy = 10000
pije Siitzstellen sind auf einem Gitter(0 x 100) angeordnet.
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empirische Daten Parameter emp. Copula Tail-Dependence
Trefferwahrscheinlichkeit  Trefferwahrscheinlichkeit

Clayton 0=1.0 0 0
Clayton 0 =100.0 >99.9 >99.9
FGM 0=-09 75% 75%
FGM 0=0 >99% >99%
FGM 0=20.9 85% 85%
Gauss p=0.9 >99% >99%
Gauss p=0.8 >99% >99%
Gauss p=0.7 >99% >99%
Gauss p=0.6 >99% >99%
Gauss p=0.5 >99% >99%
Gauss p=0.4 >99% >99%
Gauss p=0.3 11.4% 10%
Gauss p=0.2 0% 0%
Gauss p=0.1 0% 0%
Gauss p=0.0 0% 0%
Gauss p=—0.1 0% 0%
Gauss p=—02 0% 0%
Gauss p=—03 25% 20%
Gauss p=—04 >99% >99%
Gauss p=—0.5 >99% >99%
Gauss p=—0.6 >99% >99%
Gauss p=—0.7 >99% >99%
Gauss p=—038 >99% >99%
Gauss p=-09 >99% >99%

Tabelle 2.6: Ergebnisse der Simulation
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dass beide Auswahlmethodéhsehrahnliche Ergebnisse liefern. Die erste Vor-
auswahl findet schon beim Siaen der Parameter statt. Im Falle von nahezu
unablangigen Daten haben die beiden Auswahlverfahren Probleme eine richtige
Aussage zu treffen. Anzumerken ist:

e Keines der beiden Verfahrerahlt immer die richtige Copula aus, die auch
der Simulation zu Grunde lag, deshalb sollte die Auswahl durch eine Visua-
lisierung uberpiift werden. Liegen die Abande zweier Copulas nahe bei
einander, so sollten beide in den weiteren Berechnungen benutzt werden.

e Das Verfahren der Auswaliber die Tail-Dependence—Funktion ist wesent-
lich schneller, wie das der Auswailber die empirische Copula. Beim Aus-
wahlverfahren basierend auf der empirischen Copula wefderil” Stiitz-
stellen betrachtet. Dies kann zu einéhleren Genauigkeiiihren, da bei
dem Auswahlverfahren mit der Tail-Dependence—Funktiondiutitz-
stellert!® betrachtet werden.

e Die Auswahliber die Tail-Dependence—Funkti@ssét sich dort gut anwen-
den, wo besonders die Alhgigkeiten von einer Flanke von Interesse ist.
Dieses Verfahren kann aber nur auf zweidimensionale Copulas angewandt
werden. Erweiterungsoglichkeiten auf den mehrdimensionalen Falb 3
werden in dieser Arbeit nicht betrachtet.

Das Verfahren der Auswalkiber die Tail-Dependence—Funktion ist in dieser Ar-
beit nur an Hand von drei Familien von Copuldserpiift worden. Es riisste auf
weitere Copulas angewandt werden, wobei die gelieferten Ergebnisséibeich
pruft werden niissten. Dieses Verfahren steht noch in der Entwicklungsphase und
ist noch erweiterungsbédtig. Es bietet sich in seinem momentanen Entwick-
lungsstand als Entscheidungshilfe an. Eine Entscheidung sollte nicht nur basie-
rend auf dieses eine Auswahlverfahren stattfinden.

Um dieses Verfahren noch verbessern aanen, niissen folgende Fragestel-
lungen weiter verfolgt werden:

e Beriicksichtigung der Anzahl der @tstellen und die @f3e des Stichpro-
bendatensatzes.

112Stehen + oder - in Klammern so ist das Ergebnis gerade so angenommen oder verworfen

worden.
13Dabeiist noch zu beachten, dass immer zwei der Tail-Dependence—Funktion mit den gleichen

Stiitzstellen berechnet werden, z. B. Quadrant | und IIl.
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e Soll der Abstand der Tail-Dependence—Funkiitrer ganZ0, 1] oder nur
uber ein Teilintervall berechnet werden?

o Hilft eine Gewichtsfunktion bei der Verbesserung der Auswahlergebnisse?

Als nachstes werden die beiden Auswahlverfahren auf Finanzdaten angewandt.

2.4.15 Datenanalyse mit Finanzdaten

Die Schwachen der Modellierung von Finanzdaten mit multivariaten Verteilungen
liegt in der fehlenden Flexibilitt. Es konnte bei der multivariaten Studentschen
Verteilung feststellt werden, dass bei der &zung mit dem EM-Algorithmus
eine Randverteilungiberschtzt und die andere untersdht wurde. Durch ein
flexibleres Modell viare es mglich, die Verteilungenifr die univariaten Randver-
teilungen besser anzupassen. Copulas bieten sich in diesem Fall an. Bei Copulas
kann, wie schon er@ahnt, die Abkngigkeit unablingig von den Randverteilun-
gen betrachtet werden. Bei der Transformation der Randverteilung,dyifvird

die Verteilungsfunktion der ausgéhiten Verteilung @ir diese benutzt. Die Ver-
teilungsfunktion ist eine monotone Funktion, &@sdert sich bei dieser Transfor-
mation somit nichts an der ABingigkeitstruktur, die die Copula wiederspiegelt,
nichts. Die Copula gibt die Aldngigkeit der Randverteilungen wieder.

Aus diesem Grund sollen in diesem Abschnitt verschiedene Finanzdaten auf
ihre Abhangigkeit untersucht werden. Es wurde die Abgigkeit der Bayer—
Renditen mit den Commerzbank—Renditen untersucht. DieaAdigkeit kann
nach Transformation der Finanzdatéper eine Verteilung in einem Scatterplot
(siehe Abb. 2.37) ausgegeben werden. In Abbildung 2.38 wird anschaulich der
Vergleich der empirischen Copulas mit parameterischen Copulas dargestellt. Der
Contourplot gibt die empirische Copula (schwarz) im Vergleich zur Gauss—Copula
(rot), Clayton—Copula (gm) und Farlie-Gumbel-Morgenstern—Copula (blau) wie-
der. Rir die parameterischen Copulas wurden folgende Parameteiagetgsiehe
Tabelle 2.7). Es kann festgestellt werden, dass die Gauss—Copula diagigph
keit der Finanzdatéft verninftig wiedergibt. Dies kann auch durch den Plot
der Tail-Dependence—Funktion nicht verworfen werden. Auf Grund des gerin-
gen Stichprobenumfang®knen die Plots , die die Aldimgigkeitsstruktur wie-
dergeben, zur Hilfe genommen werden, um eine Auswahgine Copula treffen

N4gjvariate Daten vom Umfan@ = 1300.
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Abbildung 2.37: Empirische Copula der Bayer— und Commerzbank—Renditen

zu kdnnen. Die Tail-Dependence—Funktionen der Gauss—Copula zur empirischen
Tail-Dependence—Funktionen werden in Abbildung 2.39 ausgeben. Stimmen die
beiden Tail-Dependence—Funktiorigrerein, so wird im Plot eine Gerade ausge-
geben. Zur besserdibersicht wurde eine Regressionsgerade durch die Daten der
Tail-Dependence—Funktionen gelegt. Der Plot kann wie folgt definiert werden:

Definition 35 (T-T-Plot). Seiy die empirische Tail-Dependence—Funktion und
xc, die Tail-Dependence—Funktion einer parameterischen Copula mit &esch
tem Parametét® J, dann ist der T-T—Plot definiert als Plot der Punkte

(X(w), xc, (w)) ,u € (0,1). (2.196)

In der rachsten Abbildung werden sowohl die Tail-Dependence—Funktionen der
Claytont*e— als auch die der Farfi€—Copula wiedergegeben. Diese Ergebnisse

115%yzw. Parametervektor
18siehe Abbildung 2.40
siehe Abbildung 2.41

151



Abbildung 2.38: Contourplot der Copulas

bekommt man auch bei der Verwendung von zwei andere Akfidn Abbildung
2.42 wurde die Commerzbank—Aktie mit der Deutschen Bank—Aktie verglichen.
Es werden drei Scatterplots ausgegeben, der erste Plot ist der der empirischen Da-
ten, der zweite ist der der Gauss—Copula, der dritte gibt die Clayton—Copula wie-
der. Bei der Gauss— und der Clayton—Copula wurden zur Simulation dieggesch
ten Parametep = 0.596118 und o = 1.3703 verwendet. Auch aus dem Ver-
gleich der Simulationsdaten mit den empirischen Daten kann man erkennen, dass
die Gauss—Copula die ABhgigkeit der Finanzdaten besser wiedergibt, wie die
Clayton—Copula. Dies besigt auch die Aussage von Malevergne und Sornette
[57].

Auch bei der Analyse von empirischen Daten mit Copulas gibt es weitere For-
schungsraglichkeiten. In dieser Analyse wurden Dal@per einen Zeitraum von
ungefihr sechs Jahren betrachtet. Es bleibt die Frage offen, wie sich die Analyse

118Fr die Analyse werden deren Renditen betrachtet.

152



Copula Parameter

Gauss p = 0.469318
Clayton 0 = 0.902798
Farlie—Gumbel-Morgensterny = 1.3395

Tabelle 2.7: Parameter der Copulés die Bayer/Commerzbank—Renditen

Abbildung 2.39: Tail-Dependence—Funktion Gauss/Empirische Copula

von Copulas in einemikkzeren Zeitraum vedit. Dabei sollte auch backsichtig
werden, ob auf dem Markt starke oder schwache Volatilierrscht.
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Abbildung 2.40: Tail-Dependence—Funktion Clayton/Empirische Copula

Abbildung 2.41: Tail-Dependence—Funktion Farlie/Empirische Copula

2.4.16 Abschlussbemerkung zum finanzmathematischen Teil

In den vorangehenden Abschnitten wurden verschiedene Alternativen zum Nor-
malverteilungsmodell bei Finanzdaten vorgestellt. Das vorgestellte Zeitreihenmo-
dell gibt die zuvor enahnten Stylized Facts entsprechend wieder. Dieses Modell
ist jedoch schwierig zu handhaben. Die Eigenschaften des Modells konnten in
der vorliegenden Arbeit berechnet und mit Finanzdaten verglichen werden. Wei-
terfuhrend niissten Scatzer fir das Modell entwickelt werden. Allerdings wird
sich dies auf Grund der Komple&itdes Modells schwierig gestalten.

Bei der Entwicklung von multivariaten Modellen wurde anstatt der Verwen-
dung von multivariaten Verteilungen der Ansatz mit Copulas betrachtet. Mit Co-
pulas lonnen flexiblere multivariate Modelle unter der Verwendung von den uni-
variaten Randverteilungen (univariate Modelle) konstruiert werden. Es hat sich
gezeigt, dass mittels Copulas flexiblere multivariate Modelle mit univariaten Rand-
verteilungen konstruiert werdei@iknen. Den univariaten Randverteilungémien
die schon vorgestellten univariaten Modelle zu Grunde liegen. Hierzu wuiden f
die Copulas verschiedene $tker eingdihrt. Aul3erdem wurden Tests und Aus-
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Abbildung 2.42: Banken (links), Gauss—Copula (Mitte), Clayton—Copula
(rechts)

wahlverfahren zur Wahl der richtigen Copula vorgestellt. In diesem Bereich gibt
es noch weitere Forschungsglichkeiten, die den Rahmen dieser Arbeit spren-
gen wirden. Besonders das zweite Auswahlverfaliteer die Tail-Dependence—
Funktionen bietet noch interessante Ansatzpunkte und Weiterentwicklogtish:
keiten. AuBerdem wurden Simulationsverfahrén die verschiedenen Copulas
vorgestellt.

Weiterer Forschungsbedarf besteht bei der Kombination von Copulas und Zeit-
reihen. Dabei sind noch viele empirische Analysen notwendig, damit die Eigen-
schaften der Finanzdaten entsprechend wiedergeben werden. Bei der Finanzda-
tenanalyse ist es wichtig, die Modelle immer an der Raakituberpiifen.
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Anhang A

Erganzungen zur
Client/Server—Architektur

A.1 Mathematische Grundlagen

A.1.1 Window—Viewport—Transformation

Die Window-Viewport—Transformation wandelt die 2D—Koordinaten des Welt-
raumes oder des 2Mbergangsraumésn 2D—Koordinaten des Bildraumes um.
Dabei soll das Verdltnis der GolRen und Abginde nicht veindert werden, damit

die Objekte aus Weltraum realistisch im Bildraum abgebildet werdemé&n. Es
durfen bei der Window—Viewport—Transformation keine Transformationen durch-
gefuhrt werden, die die Veditnisse der Objekfezueinander vémdern (siehe
Freisleben und Baumgart [29]). Ebendarfén auch keine Seitenveilinisse der
Objekte ga@ndert werdeh Transformationen sind Verschiebungen, Skalierungen,
Scherungen oder Rotationen eines Punktes. Die Window-Viewport—Transforma-
tion setzt sich aus vier Schritten zusammen.

1. Clipping

2. Translatiofi des Window&in den Koordinatenursprung

siehe Kapitel 1.2.4.5, S. 13 und AnhangA.1.3, S. 160

2Man stelle sich ein grafisches Objekt, wie z. B. ein Haus vor.

3D. h. auch die Winkel in den Objekten sollen erhalten bleiben.

4Auch Verschiebung genannt.

SWindow ist der Ausschnitt aus dem Weltraum, der ausgegeben werden soll.
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3. Skalierung auf die @if3e des Viewports
4. Translation in den Viewport

Der erste Schritt, das Clipping, wird meist vom verwendeten Fenstersytem
nommen.

Mathematisch werden jetzt die drei Schritte ohne das Clipping beschrieben.
Seien (Tmin, Ymin) OZW. (Tyaz, Ymaz) der linke untere bzw. rechte obere Eck-
punkt des Windows. #r den Viewport, den Ausschnitt aus dem Bildraum, sei-
en (Umin, Vmin) DZW. (Umaz, Vmae) der linke untere bzw. rechte obere Eckpunkt.
Ein Punkt(z,y) aus dem WindoWkann folgendermafen in den Bildraum ab-
gebildet werden. Bei der Darstellung werden homogene Koordinaten verwendet.
T bezeichnet die Translation in Matrixdarstellung usidlie Skalierung in Ma-
trixdarstellung.

Umaz — Umin VUmaz — Umin
MWV - T(umina Umin)s ( ) T(_xmina _ymin>
Tmazx — Tmin Ymaz — Ymin
1 0 Umin —umazium?n 0 0 1 0 —Lmin
Tmax —Tmin
— 0 1 Umin O Umazx _'Umz:n O 0 1 _ ymln
Ymazx —Ymin
0 0 1 0 0 1 0 0 1
B Umax —Umin o . Umaz —Umin .
Tmaz —Tmin 0 Lmin Tmazx —Tmin + Umin
— YUmaz —Umin _ . Ymaz—VYmin X
0 Ymaz —Ymin ymln Ymaz —Ymin + /Umln
0 0 1

Die Transformation des Punktés, y) kann dann geschrieben werden als

x
v | =Mwyv |y
1 1

Pp———— 0 ~Timin e Umin ||

S| gy | |

0 0 1 1

(A.1)

Bei der internen Darstellung im Prototypen wird auf homogene Koordinaten ver-
zichtet. Diese Darstellung ist nur von Vorteil, wenn mehrere Transformationen

6Fur (%y) 9'“ Tmin <x < Tmaz y Ymin < Y < Ymazx-
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hintereinander ausgdfirt werden sollen. Die Window—Viewport—Transformation
kann in diesem Fall noch weiter vereinfacht werden. Weitere Informationen zur
Window-Viewport—Transformationen sind in Freisleben und Baumgart[29] zu fin-
den.

A.1.2 Rotation

Rotationen werden in der Client/Server—Architekturdgyt, um dreidimensiona-

len Plots von allen Seiten betrachten zZinken. Nur so ist gesthrleistet, dass alle
Eigenschaften eines statistischen Plots erkennbar sind. Diéil&wsiy der Rota-

tion erfolgt im Objekt—Server vor der Projektion. Im dreidimensionalen Raum gibt
es drei Rotationen um die jeweilige Koordinatenachse. Sie werden mathematisch
S0 beschrieben:

e Rotation um die z—Achse in homogenen Koordinaten

cosy —siny 0
siny cosy O
0 0 1
0 0 0

T
Ty z 1 |= zyzl}

_ o O O

- T
= | xcosy—ysiny xsiny+ycosy =z 1}

e Rotation um die x—Achse in homogenen Koordinaten

1 0 0 0
R 0 cosaa —sina 0 T
x y z 1|= ) oy z 1]
0 sina cosa O
0 0 0 1
- T
= | 2 ycosa—zsina ysina -+ zcosa 1}

¢ Rotation um die y—Achse in homogenen Koordinaten

cos 0 sing 0
Ty z 1 |= 0 100-[xyzl]T
—sinf3 0 cos(@ O
0 0 0 1

- T
= | xcosf+zsinf y —wxsinf+ zcosf 1]
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Die Rotationen wurden hier in homogenen Koordinaten dargestellt. Im Prototypen
wird darauf verzichtet, da immer nur eine Rotation auggefwerden muss. Die
Berechnung der Rotation kann schneller in normaler Darstellung dukgimgef
werden.

A.1.3 Projektion

Die Projektion ist neben der Window-Viewport—Transformatidie wichtigste
Berechnung, die der Objekt—Server bei der Ausgabe von 3D-Grafikobjekten durch-
zufuhren hat. Ohne die Projektion kann die Ausgabe nicht erfolgen. Im Prototypen
wird eine Zentralprojektion verwendet, da sie eine realistische Objektdarstellung
gewahrleistet.

Im Folgenden werden die mathematischen Grundlagen der verwendeten Zen-
tralprojektion erdutert. Den Ausgangspunkt bildet ein reclistiges Koordina-
tensystem. Um eine Zentralprojektion definieren zunken, beatigt man den
Standpunkt des Betrachters und die Projektionsebene. Bei der in dem Prototypen
verwendeten Projektion werden, bevor die eigentliche Berechnung der Projekti-
onskoordinaten durchgéfirt wird, alle Objekte des Weltraunfas einen Quader
der GoRe(—1,1)? transformiert. Diese Transformation hat den Vorteil, dass der
Mittelpunkt des statistischen Plots im Ursprung des Koordinatensystem liegt. Da-
durch wird bei der Rotation der Plot um die Koordinatenachsen gedreht, ohne
das er sich aus dem Ursprung entfernt (siehe Freisleben und Baumgart [29]). Die
Transformation auf die @f3e des Quaders sieht folgendermalien aus:

, THT—T1— X

T = )
1 — 2o

y/:y+y—y1—yo
Y1 — Yo

Z,_Z+Z—21—Zo

21 — 20

In Tabelle (A.1) werden die Schrittérfdie Transformation nochmals kurzautert.

Es wird nur die x-Achse betrachtet, d. h. das Winét.at die Koordinaten

(Zimin, Tmaz)- Die Projektion wird durch folgende Formel A.2 berechnet, wobei
p = (1,-5,1)T der Standpunkt des Betrachters ist, d. h. man schaut von links auf

’siehe A.1.1, S. 157
8Bemerkung: Der Weltraum entspricht dem Window. Er ist dreidimensional.
SWindow: Ausschnitt des Weltraumes, der ausgegeben werden soll.
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1. Schritt  Verschiebung des linken Eckpunktes der Koor-
dinatenachse in den Ursprung mit,,,;,,. Eben-
so wird jeder andere Punkt im Window, auch
Tmaz,» UM —Z:, VErschoben.

2. Schritt  Skalierung des Windows auf diéige zwei
mit m

3. Schritt  Verschiebung aller Punkte um minus eins. Alle
Punkte liegen jetzt im Intervall-1, 1]

4. Schritt  Somit folgt iir die Verschiebung des Punktes x:

! _T=Tmin | — TEToTi o0

=2
Tmaz —Tmin 1 —Zo

Tabelle A.1: Schritte der Transformation

den Plot (siehe Abb. A.1). Die Projektionsebene der Zentralprojektion befindet

Abbildung A.1: Zentralprojektion

sich im Koordinatenursprung parallel zu+ und z—Achse. Die Berechnung der
Projektion sieht dann folgendermalfien aus:

ac:s::v—ypm_x

P2l -y’ (A2)
yszz—ypm _Z.

pl2l —y
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Dabei istp[1] die erstep[2] die zweite undcp[3] die dritte Koordinate des Punktes
p. Den Schnittpunkt mit der Projektionsebé&heird dann mit der Formel

p[l] —=
p[2] -y

berechnet, wobetllir ys der y—-Wert der Projektionsebene genommen wird. In die-
sem Fall ist der Werys gleich null. Der y—Wert wird mit der gleichen Formel
und anderen Koordinatenpunkten berechnet. Anzumerken ist noch, dass die Zen-

rs = (ys —pl2)) +=

AY

.............. Y&,

(x,v)

’

[ ]
(p[1]1,p[2])

Abbildung A.2: Projektion: x—Wert

tralprojektion nicht das reale Veitinisse von Linien oder Punkten zueinander
wiedergibt. Mdchte man reale Vedtitnisse haben, so muss eine Parallelprojektion
verwendet werden.

OF(r den x-Wert ist die Projektionsebene eine Gerade.
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A.2 Entwurfsmuster oder Design Patterns

In diesem Abschnitt werden dem Prototyp der Client/Server—Architektur zu Grun-
de liegende Programmierstrukturen anhand von Entwurfsmusi@irhe Gam-

ma et. al.[31]) erldrt. Ein Entwurfsmuster beschreibt, motiviert und arkbyste-
matisch das Design, welches ein wiederkehrendes Design-Problem in einem ob-
jektorientierten System darstellt. Es beschreibt das Problem und degseng.

dar, wobei die Bsung durch eine Anordnung von Objekten und Klassen aufge-
zeigt wird. Die Entwurfsmusterdanen anschaulich durch die Unified Modelling
Language (UML) beschrieben werden. Im Folgenden werden nur Design—Pattern
dargestellt, die auch im Prototypen der Architektur verwendet wurden.

A.2.1 Factory oder Manager

Die Factory— bzw. Manager—Struktur wird in der Client/Server—Architektur sehr

Creator

+FactoryMethod () G
+AnOperation(): O product = FactoryMethod

[ConcreteProduct |4— —| ConcreteCreator

+PactoryMethod 0 :OF——————— return new ConcreteProductﬁ

Abbildung A.3: Design—Pattern: Factory Methode

haufig verwendet. Sie wird dort eingesetzt, wo eine bestimmte Anzahl von Objek-
ten verwaltet werden soll (Factory + Manager). Dabei soll ein Zugrifiginhkeit
auf die Objekte nuiiber die Factory bzw. den Manager bestehen.

Die Factory? unterstitzt im Unterschied zum Manager zsglich noch die
Erzeugung der Objekte. Mittels einer Factodnken zur Laufzeit beliebig viele
Objekte erzeugt und wieder zagt werden. Bei den Grafikobjekten im Objekt—
Server wird eine Factory benutzt, da vor Laufzeitbeginn nicht feststeht, wieviele

Hengl. Desgin Patterns
2wird nur von der Verwaltung von Objekten gesprochen, so kann eine Factory in diesem Zu-
sammenhang auch als Manager bezeichnet werden.
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Grafikobjekte der Client beigt. Der Client kann zur Laufzeiiber die Factory
die von ihm bentigten Grafikobjekte erzeugen. Diese werden nach der Erzeugung
uber die Factory angesproch&nd. h. die Ausgabe der Grafikobjekte erfolgt nur
uber die Factory.

Ein Manager wird z. B. bei der Verwaltung der Display—Server benutzt (siehe
1.5.4, S. 38).

A.2.2 Prototyp

Client

+operation(): 0

Prototype

+Clone () :

ConcretePrototypet ConcretePrototype2

+Clone {): +Clone 1: 0

p=prototype->Clone ()ﬁ

return copy of Selfﬁ return copy of selfﬁ

Abbildung A.4: Design—Pattern: Prototype

Die Struktur des Design Pattern Prototyp wird bei der Erzeugung von Grafikob-
jekten eingesetzt. Die Prototypen werden beim Starten des Objekt—Servers gela-
den. Mittels der vorhandenen Prototypémken zur Laufzeit reale Grafikobjekte
erzeugt werden. Zur Erzeugung wird ditbone-Methode benutzt, anschlie3end
werden die Daten mit desetData-Methode an das Grafikobjeltbergeben. Mit

der Erzeugungsartinnen beliebig viele Objekte zur Laufzeit erzeugt und wieder
entfernt werden. Der Objekt—Server li¢igt nicht die Anzahl der Grafikobjekte,

die ein Client erzeugen will. Bei der Implementierung wird die Klasse Grafik-
factory als Prototyp—Factory benutzt. Somit ist sichergestellt, dass alle erzeugten
Grafikobjekte verwaltet und auch wieder zérswerden.

B3siehe Abschnitt A.2.2
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A.2.3 Delegation

Das Entwurfsmuster Delegation wird dort eingesetzt, wo eine Mehrfachvererbung
umgangen werden soll. Da nicht jede Programmiersprache die Mehrfachverer-
bung unterditzt (wie z. B. JAVA), wurde in der Implementierung auf diese ver-
zichtet. Bei der Delegation wird der Methodenaufruf nicht vom Objekt aliggef
welches die Anfrage bekommen hat, sondern dieses Objekt leitet den Aufruf zu
einem anderen Objekt weiter. Dieséhit dann den Methodenaufruf aus und gibt
das Ergebnis an das Ursprungsobjektizlr Dieses Struktur wird im Objekt—
Server bei den Plot—Objekten verwendet (siehe Abb. A.5).

TLocalPlot

+){
graphObjectlist[i]:
phS erver. ATGraphlbiect2D:l. 07 ) {
(o1) er):

—
A

TEraphbJe;

else
TGraphbje ver,plotdD} ) ;
}

i
displayServer->paincDisplayi):

[TPlot2DServant | [TLocalPlot2D|  [TLocalPlot3D | [TPlot3DServant |
i+draw(): void Mﬁw—bi»fd:aw(): voidi i+draw(): void Mﬁw—hdraw(): void |

Abbildung A.5: Struktur der Plotobjekte
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A.3 CORBA-Schnittstelle des Prototypen

Listing A.1: Schnittstelle der Client/Server—Architektur
module GraphicServer

typedef
typedef
typedef
typedef

interface
interface
interface
interface
interface
interface
interface

sequencedouble> doubleseq
sequencedoubleseqg> doublefield;
sequencestring > stringseq
sequencefloat > floatseq;

TDisplayServer
TPlot
TDisplayManager
TPolyLine3D
TGraphObject
TColor,
TClientCallback

typedef sequenceTDisplayManager- TDMseq;
typedef sequenceTPolyLine3D> TPLseg;
typedef sequenceTGraphObject- TGOseq

/! Events

interface

b

interface

b

interface
readonly
readonly
readonly
readonly

b

interface
readonly
readonly

b

/1

sent by TDisplayServer

TDisplayServerEven{

TDisplayServerShutdownEvent TDisplayServerEvgnt

TDisplayServerDragEvent
attribute double x0
attribute double xl1
attribute double y0
attribute double y1l

TDisplayServerEvent
/!l not sorted!

TDisplayServerSliderChangedEvent
attribute long sliderNyr
attribute double sliderValue

TDisplayServerEvgnt
/1 starting with O

Interfaces of Display Server
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interface TDisplayManagef
TDisplayServer createDisplayServer )
string getDisplayName ()
void notifyDisplayServerShutdown (in TDisplayServer ds)
void closeAll ();

b

interface TDisplayServer
void setDisplayManager (in TDisplayManager dm)
void setPlot (in TPlotplot);
void close ();

/1 event handling
void notifyClosed ();
void notifyMouseDragged (in double x0, in double yO0,
in double x1, in double y1)
void performZoomOnDragging (in boolean f)
void displayRectOnDragging (in boolean f)
void performRepaintOnZoom (in boolean f)
void openSlider (in string titel , in stringseq name,
in doubleseq minval, in doubleseq maxval,
in doubleseq startval ,
in doubleseq mineditval ,
in doubleseq maxeditval)
void setCoordinates (in double x0, in double yO,
in double x1, in double y1)
void setAxesDisplay (in boolean f)
void clear ();

void drawArc (in double x0, in double y0O, in double x1,
in double y1, in long startAngle ,
in long arcAngle),
void drawArcC (in double x0, in double y0O, in double x1,
in double y1, in long startAngle ,
in long arcAngle, in TColor pColor)
void drawArcL (in double x0, in double y0O, in double x1,
in double y1, in long startAngle ,
in long arcAngle, in octet pLineStylelD;)
void drawArcCL(in double x0, in double y0, in double x1,
in double y1, in long startAngle ,
in long arcAngle, in TColor pColor,
in octet pLineStylelD})
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void

void

void

void

void

void

void
void

void

void

void

void

void

void

void

void

void

void

void

void

void

fillArc (in double x0, in double y0, in double x1,
in double y1, in long startAngle,
in long arcAngle),
fillArcC (in double x0, in double y0, in double x1,
in double yl1, in long startAngle ,
in long arcAngle, in TColor pColor)
drawCircle (in double x0, in double y0, in double )
drawCircleC (in double x0, in double y0O, in double r,
in TColor pColor);
drawCircleL (in double x0, in double y0O, in double r,
in octet pLineStylelD})
drawCircleCL(in double x0, in double y0, in double r,
in TColor pColor, in octet pLineStylelD)
fillCircle (in double x0, in double y0O, in double )
fillCircleC (in double x0, in double y0, in double r,
in TColor pColor );
drawEllipse (in double x0, in double y0O, in double x1,
in double yl)
drawEllipseC (in double x0, in double y0, in double x1,
in double y1, in TColor pColor)
drawEllipseL (in double x0, in double yO, in double x1,
in double yl1, in octet pLineStylelD))
drawEllipseCL(in double x0, in double y0, in double x1,
in double y1, in TColor pColor,
in octet pLineStylelD}
fillEIlipse (in double x0, in double y0O, in double x1,
in double yl1)
fillEIlipseC (in double x0, in double y0O, in double x1,
in double y1,
in TColor pColor);
drawLine (in double x0, in double y0O, in double x1,
in double yl1)
drawLineC (in double x0, in double y0, in double x1,
in double y1, in TColor pColor)
drawLineL (in double x0, in double yO, in double x1,
in double yl1, in octet pLineStylelD))
drawLineCL(in double x0, in double y0O, in double x1,
in double y1, in TColor pColor,
in octet pLineStylelD)
drawPolygon (in doubleseq x, in doubleseq;y)
drawPolygonC (in doubleseq x, in doubleseq vy,
in TColor pColor);
drawPolygonL (in doubleseq x, in doubleseq v,
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void

void
void

void
void

void

void

void

void

void

void

void

void

void

void

void

void

in octet pLineStylelD)
drawPolygonCL (in doubleseq x, in doubleseq vy,
in TColor pColor, in octet pLineStylelD)
fillPolygon (in doubleseq x, in doubleseq y)
fillPolygonC (in doubleseq x, in doubleseq vy,
in TColor pColor);
drawPolyLine (in doubleseq x, in doubleseq ;y)
drawPolyLineC (in doubleseq x, in doubleseq vy,
in TColor pColor);
drawPolyLineL (in doubleseq x, in doubleseq vy,
in octet pLineStylelD)
drawPolyLineCL (in doubleseq x, in doubleseq vy,
in TColor pColor, in octet pLineStylelD)
drawRect (in double x0, in double yO0,
in double x1, in double y1)
drawRectC (in double x0, in double yO0,
in double x1, in double y1,
in TColor pColor);
drawRectL (in double x0, in double yO0,
in double x1, in double y1,
in octet pLineStylelD}
drawRectCL(in double x0, in double yO,
in double x1, in double y1,
in TColor pColor, in octet pLineStylelD)
fillRect (in double x0, in double yO,
in double x1, in double y1)
fillRectC (in double x0, in double yO0,
in double x1, in double y1,
in TColor pColor);
drawRoundRect (in double x0, in double yO0,
in double x1, in double y1,
in double arcwidth ,
in double arcHeight)
drawRoundRectC (in double x0, in double yO,
in double x1, in double y1,
in double arcWidth, in double arcHeight,
in TColor pColor);
drawRoundRectL (in double x0, in double yO,
in double x1, in double y1,
in double arcWidth, in double arcHeight,
in octet pLineStylelD})
drawRoundRectCL(in double x0, in double yO,
in double x1, in double y1,
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void

void

void
void

void
void

void
void

void
void

void
void
void
void
void
void

void

s

in double arcWidth, in double arcHeight,
in TColor pColor, in octet pLineStylelD)
fillRoundRect (in double x0, in double yO, in double x1,
in double yl1, in double arcWidth,
in double arcHeight)
fillRoundRectC (in double x0, in double y0O, in double x1,
in double y1, in double arcWidth,
in double arcHeight,
in TColor pColor);
drawSquare (in double x0, in double y0, in double ;a)
drawSquareC (in double x0, in double y0O, in double a,
in TColor pColor);
drawSquareL (in double x0, in double y0O, in double a,
in octet pLineStylelD}
drawSquareCL(in double x0, in double y0, in double a,
in TColor pColor, in octet pLineStylelD))
fillSquare (in double x0, in double y0O, in double @)
fillSquareC (in double x0, in double y0, in double a,
in TColor pColor);
drawString (in double x, in double y, in string s)
drawStringC (in double x, in double y, in string s,
in TColor pColor);
drawPoints (in doubleseq x, in doubleseq vy,
in long thickness)
drawPointsC (in doubleseq x, in doubleseq vy,
in long thickness , in TColor pColor ;)
drawEmptyPoints (in doubleseq x, in doubleseq vy,
in long thickness)
drawEmptyPointsC(in doubleseq x, in doubleseq v,
in long thickness , in TColor pColor;)
drawESQPoints (in doubleseq x, in doubleseq vy,
in long thickness)
drawESQPointsC (in doubleseqg x, in doubleseq vy,
in long thickness , in TColor pColor;)

paintDisplay ();

/1 Interfaces of Object Server

interface TPlot{

void

setDisplayServer (in TDisplayServer ds)

TDisplayServer getDisplayServer ()
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void close ();

void notifyDisplayServerEvent (in TDisplayServerEvent ev)
void registerClientCallback (in TClientCallback cb)

void removeClientCallback ()

void openSlider (in string titel , in stringseq name,
in doubleseq minval, in doubleseq maxval,
in doubleseq startval , in doubleseq mineditval ,

in doubleseq maxeditval)
void draw ();
void clear ();
void appendObject (in TGraphObject gp)
void appendColor (in TColor col)
void drawCoordinate(in boolean f)

b

interface TPlot2D : TPlot{
void setCoordinates (in double x0, in double yO,
in double x1, in double y1)
void performZoomOnDragging (in boolean f)
void performRepaintOnZoom (in boolean f)

b

interface TPlot3D : TPlot{
void setCoordinates (in double x0, in double y0, in double zO,
in double x1, in double y1, in double z%)
void project (in double x, in double y, in double z,
out double xs, out double ys)

b

interface TGraphObject
TGraphObject cloneObject ()
void setColor (in TColor pcol)
void destroy ();
string name ()

b

interface TGraphObject2D : TGraphObjedt
void draw (in TDisplayServer ds))

b

interface TGraphObject3D : TGraphObjedt
void draw (in TDisplayServer ds, in TPlot3Dplot);

b
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/!l subinterfacesof TGraphObject2D
interface TCircle : TGraphObject2
void setLineStyle (in octet pLineStyleg)
void setData (in double x, in double y, in double )

s

interface TFullCircle : TGraphObject2
void setData (in double x, in double y, in double )

b

interface TText : TGraphObject2d
void setData (in double x, in double y, in string )

b

interface TPoint : TGraphObject2}
void setData (in double x, in double y, in long thickness0)

b

interface TLine : TGraphObject2Q
void setLineStyle (in octet pLineStyleg)
void setData (in double x0, in double yO,
in double x1, in double y1)

b

interface TPolyLine : TGraphObject2Q3
void setLineStyle (in octet pLineStyleg)
void setData (in doubleseq x, in doubleseq;y)

b

interface TScatterplot : TGraphObject2D
void setData (in doubleseq x, in doubleseq vy,
in long thicknessO0)

b

interface TBoxPlot2D : TGraphObject2D
void setData(in doubleseq x)

b

I/l subinterfacesof TGraphObject3D
interface TPoint3D : TGraphObject3D
void setData (in double x, in double y, in double z,
in long thickness0)
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b

interface TPolyLine3D : TGraphObject3D
void setLineStyle (in octet pLineStyle)
void setData (in doubleseqg x, in doubleseq vy,
in doubleseq z)

b

interface TWireframe3D : TGraphObject3B
void setLineStyle (in octet pLineStyle)
void setData (in doubleseq x, in doubleseq v,
in doublefield z);

+s

I/l represents a Color in the RGBa format
/1 all values in range [0..255]
/1 alpha: value 0 = completely transparent,
/1l value 255 = opaque
interface TColor{
void setAlpha (in short alpha;)
void setR(in short red)
void setG(in short green;)
void setB(in short blue)
void setRGB(in short red, in short green,
in short blue)
readonly attribute short red
readonly attribute short green
readonly attribute short blue
readonly attribute short alpha
long getRGB(); // returns rgb-Value with alpha=255(opaque)
long getARGB(); // returns argb-Value
void destroy ();

}s

interface TGraphFactory
TPlot2D createPlot2D ()
TPIot3D createPlot3D ()
TGraphObject createObject (in string name)
void registerPrototype (in TGraphObject prototype)
TColor createColor (in TPlotplot, in long r, in long g,
in long b, in long alpha)
TColor createColorByName (in TPloplot, in string name)
TColor createColorByNr (in TPlotplot, in long nr);
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b

interface TDisplayManagerPoo{
void registerDisplayManager (in TDisplayManager dm)
void unregisterDisplayManager (in TDisplayManager dm)
TGraphFactory getGraphFactory {[)
boolean connect (in TPlotplot, in string displayname)

b
/! Interfaces of Client Program

interface TClientCallback{
void notifyDisplayServerEvent (in TPlotplot ,
in TDisplayServerEvent ev;)

b
b
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A.4 Technische Details zum Prototypen

In diesem Abschnitt wird ein Prototyp der Client/Server-Architektur vorgestellt,
der seine Anwendung in der Finanzmathematik findet. Der Protatiz! B. den

Dax als Datensatz, gibt die Kursentwicklung, die Renditen und die Dicliten f
verschiedene Séltzer in jeweils einem Applet aus. In dem letzten Applet wird die
Kerndichte der Dax-Renditen mit der Normalverteilungsdichte und Studentschen
Dichte geplottet. Die Parameter wurden mit dem Maximum-LikelihoodaGaeh
gesclatzt. Uber einen Slider kann der Betrachter die Bandbreite der Kerndich-
te andern und diese somit an die anderen beiden Dichten anpassen. Das Applet
visualisiert den Stylized Fact 4.

Wie schon enaéhnt wird zur Kommunikation die Middleware CORBA ver-
wendet. Der Objekt-Server wurde in Java und C++ implementiert. Es wurden
die Middleware JacORBIUr Java und Mico iir C++ verwendet. Der Display-
Server wurde in ein Applet eingebunden, welcliber ein PHP-Skript auf einem
Web-Server aufgerufen werden kann. Ebenso wurde der Prototyp mit der in dem
JDK1.5.0 integrierten Middleware umgesetzt. Der Prototyp ist durch die verwen-
dete Middleware sehr stark an die vorhandenen Browser gebunden.

Der Prototype basierend auf dem JacORB funktioniert nur mit einem JDK1.3
Plugin im Browser Mozilla. Dabei iissen auch die Sicherheiteinstellung des
Java-Plugins richtig gesetzt werden. Wird das JDK1.5.0 verwendet,issen
im Quelltext des Prototypen einigelnderungen gemacht werden. AuRerdem
missen wieder spezielle Sicherheitsstelludfjérgl. Java gemacht werden. Bei
der Verwendung des JDK1.5.0 wird die URL im Browser nicht in einer IP auf-
gelost. Daher kann es leicht zu Kommunikationsproblemen kommen und die Ar-
chitektur stirzt ab.

Es wird jetzt kurz vorgestellt, wie die einzelnen Komponenten der Client/Server-
Architektur gestartet werden. Der Objekt-Server wird als erstes gestartet.

Befehl zum Starten des Objekt-Servers

e JacORB: ./myjaco ObjectServer

e JDK1.5.0: ./java ObjectServer

14Java-Policy
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Dieser wartet auf die Anfragen des Display-Servers. Der Display-Server wird mit
dem Aufruf des PHP-Skriptes gestartet. Das Applet wird bei Verwendung des
JacORB mit dem Plugin der Java-Version 1il3ersetzt. Bei dem JDK1.5.0 ist

es das Plugin dieser Version, welches Verwendung findet. Nach dem Starten des
Applets wird durch dieses der Client gestartet. Er kann ebenso von Hand gestartet
werden, in diesem Fall bekommt er eindeutige Referenznunitvengeben, mit

der er den Display-Server eindeutig identifizieren kann.

Befehl zum Starten eine Clients

e JacORB: ./myjaco ClientUnivariate2 555

e JDK1.5.0: ./java ClientUnivariate2 555

Sobald der Client gestartet wurde und die Berechnungen erfolgt sind, wird die
erste Ausgabe sichtbar. Dies kann zum Beispiel wie folgt aussehen:

Stock Prices Return of investment

-+ Bandwith :

Bandwith 0.3

0 1000.0 2000.0 3000.0 4000.0 5000.0 5000.0 d
001 ————— —— 04

Abbildung A.6: Screenshot des Prototypen

176



Anhang B

Finanzmathematischer Tell

B.1 Mathematische Grundlagen
fUr die Finanzdatenanalyse

B.1.1 Allgemeine mathematische Grundlagen

Definition 36 (Quantilfunktion, Reiss [71]). SeiX eine Zufallsvariable mit Ver-
teilungsfunktiont’. Dann ist die Quantilfunktiod” ! definiert als

F () = inf{z|F(z) > a}, (B.1)
mita € (0,1). Es gilt

e Fir jede Gleichverteilung/ ~ U(0,1) gilt dass F~}(U) ~ F. Durch
diese Eigenschaft kann leicht eine Stichprobe zu einer Zufallsvariable mit
VerteilungsfunktiorF' erzeugt werden.

e WennF stetig ist, dann ist die Zufallsvariablg(U) gleichverteilt aufo, 1],
esgilt F(X) ~ U(0,1).

Definition 37 (Korrelationskoeffizient, Fahrmeir et. al. [26]). Der Korrela-
tionskoeffizient ist bestimmt durch

B B Cov(X,Y)
p=pX.Y) = VVar(X)/Var(Y)

X undY seien quadrat—integrierbar.
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Definition 38 (Stichprobenmittelwert). Fur eine Stichprobdx;},i = 1,...,n,
ist der Stichprobenmittelwert (empirische Mittelwert) definiert als

1 n
1= — ;. B.2

Definition 39 (Stichprobenvarianz). Fur eine Stichprobgz;}, i = 1,...,n ist
die Stichprobenvarianz (empirische Varianz) definiert als

1 n
72 =~ i — )2 B.3
6" = ;(af t) (B.3)
Einen erwartungstreuen Satzer fir die Varianz erfalt man mit der Formel
= Sy (B.4)
n—1

=1
Definition 40 (Dichte der Normalverteilung). Die Dichte der Normalverteilung
mit Lokationsparameter und Skalenparameter > 0 ist gegeben durch

1 (z—p)?

uo2(x) = e 22 . (B.5)

2mo

Die Dichte der Standard—Normalverteilung ist alsor) bzw.¢g 1 ().
Bezeichnung: Wir schreibeiirfeine Zufallsvariable, die normal-verteilt mit Lo-
kationsparameter, und Skalenparameter® ist

Fur die Standard—Normalverteilung wird geschrieben
L(X)= Noderl(X)= Ny;.

Eigenschaften der Normalverteilung: SHiX) = N, ,2, dann gilt
o B(X)=yp,
e Var(X) =02 E(X?) = p? + 02,
e Schiefe = 0, Steilheit = 0.
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o FUrr > 1qilt

0 fur r ungerade

1-3-..-(r—1)0" =22 ()l furrgerade

BI(X — ) = {

r
2

Definition 41 (Gamma—Funktion). Die Gamma—Funktion mit Parametarist
definiert als

I'(\) = /00 exp(—x)z* " tdr , mit A > 0. (B.6)
0
Die Gamma—Funktion hat folgende Eigenschaften:
o '(z+1)=2al(x)
e I'(1)=1

B.1.1.1 Stze und Beweise

Definition 42 (Mischung). Sei{Fy} eine Familie von Verteilungsfunktionen mit
Y € © undh eine Dichte© bezeichnet den Parameterraum. Dann ist

ﬂm:/mmmma (B.7)

eine neue Verteilungsfunktion, die als Mischung der Verteilungsfunkiibeziglich
1 bezeichnet wird. &r die Dichte fy von F gilt dem entsprechend

ﬁm:/ﬁwwmw (B.9)

Satz 10. Transformationssatz tir Dichten !

Es gebe eine offene zusammiémiende Mengé/ C R”™ so, dassiir die Dichte
f(x) der VerteilungP* und den Zufallsvektof : R — R™ die nachfolgenden
Bedingungen eiilt sinc?:

1. Firz ¢ Mist f(z) =0

lentnommen aus Graf [37].
2Wir befinden uns in folgender Situatio(R", B,,, P¥) 9 (R™, B, PY).
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2. Die Komponentei”;(x) von G sind auf)M stetig partiell differenzierbar
und es ist/(z) # 0 fur alle x € M, mit

2o B - o
) | ) o) - B
() G(w) - Ban(r)

als Funktionaldeterminante.

3.IstM* = G(M) = {y € R" : y = G(x) mitz € M} das Bild der
MengeM unter G, so ist die Abbildungz : M — M* bijektiv mit der
Umkehrabbildung>—! : M* — M.

Dann besitzt die Verteilung§“ des Zufallsvektor&' die Dichte

—1 1 *
0 sonst
Beweis. Siehe Graf [37] Kapitel 13. O

Definition 43 (Langsame Variation). Eine positive, Lebesque—messbare Funkti-
on L auf (0, co) variiert langsam aubo, wenn

lim Litz)

T—00 x

=1,t>0. (B.10)

Satz 11 (Maximum-Anziehungsbereich (MDA) der Fechet—\erteilung). Die
Verteilungsfunktiorf’ befindet sich genau dann im Maximum—Anziehungsbereich
der Fréchet—Verteilun@,, (o > 0), wenn

F(z) =2""L(x) (B.11)

fur eine langsam variierende Funktidngilt, wobei F(z) = 1 — F(x). IstF €
MDA(®,), dann

M,

_— () B.12
F1(1—n1) — Ya ( )

wobeiM,, = max(Xy, ..., X,,) ist.

Beweis. Siehe Embrechts et. al. [23], Seite 131. O
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Es folgt der Beweis des Satzes, dass die Studentsche Verteilung im Anzie-
hungsbereich der Echet—Verteilung liegt.

Beweis: MDA der Studentschen Verteilur&gi f, ,, , die Studentsche Dichte der
Form

fa,u,o (I) =

D@+ 1)/2) (), @=w?) """
T(a/2)T(1/2)0 <1+ ao? )

Ohne Besclankung der Allgemeinheit s@i = 0 undo = 1. Dann hat die Dichte
folgende Form

fal) = c(a) (1 N ><a+l>/z

a
mit

(a) = M(a+1)/2
T Ta2)T(1/2)

Mit dem Satz von de I'Hospital folgt

1P, /(@)
lim = lim
T—00 c(oz)oz(a—l)/%'—a T—00 c(og)a(a""l)/Qx—(a'H)
5 —(a+1)/2
(1 v %)
= lim

oo letl)/2p—(a+1)
o~ (at1)/2 patl
= lim
Z—00 22\ (a+1)/2
(1+%)

q—(at1)/2pa+1

x11—>1rolo (x_2 (ﬂ i 1)>(a+1)/2
a \z2
o (a2 041

= lim
2—00 —(at1)/2pat1 (;_2 + 1)(a+1)/2
1
= lim =1

Z—00 (% + 1)(0‘+1)/2

Mit dem obigen Satz und den Bedingungen> 0 und c(a)a~(@~1/2 > 0 gilt,
dassF’ € MDA(®,), d. h. die Studentsche Verteilung besitzt schwere Flanken.
O]
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Satz 12 (Ungleichung 1) Es gilt folgende Ungleichung mit

1_ T +y < 1
2 T ((L+2)A+y)*
fur z,y € [0, 00).
Beweis.Der Beweis der Ungleichung kann [72] enthommen werden. O

Satz 13 (Ungleichung 2).Es gilt fur die Ungleichunge, y € [0, o)

1—(m+y+xy)§;.
(1+2)(1+vy)

Beweis.
Es gelte immer, y € [0, co). Fir den Logarithmus folgt

z

log(1+ z) = ,9eRT

1+ 9z (B.13)
<z
Damit folgt
log(l+z+y+ay) <z+y+x
g( y+ay) <zty+ay (B.14)
s —logl+z4+y+ay) > —(z+y+zy).

Damit kann die Ungleichung bewiesen werden, es gilt

exp (—log (1 +2)(1+y))) = exp (=(z +y + 2y))

>1—(z+y+uzy). (B.15)

B.1.1.2 Grundlagen fir Zeitreihen

Im folgenden Abschnitt werden die Definition einer Zeitreihe sowie wichtige
Definitionen und Resultate angegeben, die den finanzmathematischen Tell
berdtigt werden.

Definition 44 (Stochastischer Prozess)Ein Stochastischer Prozess ist eine Fa-
milie von Zufallsvariablen X;,t € T'} definiert auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum(£2, F, P).

3Als Grundlage diente das Buch von Brockwell und Davis [14].
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Definition 45 (Zeitreihe). Eine Zeitreihe ist ein Stochastischer Proz¢ss, ¢ €
T}, wobeiT eine Menge von Zeitpunkten ist, zum Beispiek-1, +2, +3, ...},
{1,2,3,...},0,00) oder(—oo, ).

Definition 46 (Autokovarianzfunktion). Wenn{X,,t € T'} ein stochastischer
Prozess ist miVar(X;) < oo fur jedest € T', dann ist die Autokorrelationsfunk-
tion vx (-, -) von{X,} definiert durch

vx(r,s) = Cov(X,, X5) = E[(X, — EX,)(Xs — EX)], r,s € T.

Definition 47 (Stationaritat). Die Zeitreihe{X,,t € Z}, mit der Indexmenge
Z = {0,+1,+2, ...} ist statiorér, wenn

1. E|X;]? < o furallet € Z,

2. EX;, =mfurallet € Z und

3. yx(rys) =yx(r+t,s+t)furaller,s,t € Z
gilt.

Definition 48 (Autokorrelationsfunktion). Die Autokorrelationsfunktion (ACF)
des stochastischen Prozes$e§,t € T} mit Var(X;) < oo flr jedert € T ist
gegeben durch

px(h) == yx(h)/vx(0), h € T.

Dies gilt nur, wenn der stochastische Proz€3s, ¢ € T'} statiorgér ist, denn dann
kannyx (h, 0) geschrieben werden atsc (h) = Cov(Xiyn, Xi) t, h € Z.

Definition 49 (Strenge Stationaritit). Eine Zeitreihe{ X;,t € Z} heil3t streng
statiorar, wenn @r jede Verteilung defX,,, ..., Xy, ) und (X¢, 1p, ..., Xy, 1n) Qilt,
dass sie die gleichen Verteilungen habéndlle £k € N und fur alle ¢4, ..., tx, h €
Z. Diese Definition istiquivalent dazu, dassXy, ..., Xi) und (X144, ..., Xkan)
die gleichen Verteilung habeiirfalle £ € N undh € Z.

B.1.2 Sclatzer und Test's
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Definition 50 (Schatzfunktion, Schatzstatistik , Fahmeir et. al. [26]).
Eine Schtzfunktion oder Sdélizstatistik fir den Grundgesamtheitsparametger
ist eine Funktion

T=g(Xq,.... Xp)

der StichprobenvariableX, ..., X,,. Der aus den Realisationen, ..., z,, resul-
tierende numerische Wert

g(x1, .y )
ist der zugelirige Sclatzwert.

B.1.2.1 EM-Sclatzer (EM—Algorithmus)

Der EM-Algorithmu$ findet seine Anwendungen bei $thungen von Parame-
tern mit nicht vollsandigen Daten. Er wird au3erdem auch da angewendet, wo der
Maximum-Likelihood—Schtzer keine explizite tsung hat, dabei irssen mei-
stens die Bsungen komplexer Funktionsgleichungen mit der Newton—Raphson
Methode bestimmt werden. In diesem Fall wird aus den @ildigen Daten eine
Problemstellung mit nicht vollandigen Daten definiert. Diese Vorgehensweise
wird auch bei der Scitzung der Parameter der Studentschen Verteilung ange-
wandt.

Den Ausgangspunkt bilden, wie bei jeder &tzung, die beobachteten Rea-
lisationeny = (v, ...,yn)" des Zufallsvektord’. Y soll die Dichteg(y, ) be-
sitzen, wobei) = (v, ...,194)" der Parametervektor mit ParameterraQinist.

Es wird nun angenommen, dass die Realisatignaicht vollséndig sind, d. h.
es fehlen nicht beobachtbare Daten, die durch den Vekémsgedickt werden.
Die kompletten, vollsindigen Daten werden durch den Vekkoix = (y7,z7)7)
reprasentiertZ und X bezeichnen dabei die zu den Daten zuigajen Zufalls-
vektoreng.(z, ¢) sei die Dichte, die dem Zufallsvektdf zu Grunde liegt. Somit
ergibt sich fir die vollséindigen Daten die log—Likelihood—Funktion

log Le(v)) = log ge(, ). (B.16)

Der EM-Algorithmus dst nicht diese Gleichung, sondern die log—Likelihood
Gleichung der nicht volléindigen Daten, indem er die log—Likelihood—Funktion
(log L.(x, 1)) der kompletten Daten benutzt. Weil sie aber nicht beobachtbare Da-
ten entkalt, werden diese fehlenden Daten durch den bedingten Erwartungswert

4McLachlan und Kristnan [62], S.21 ff. .
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gegebery ersetzt. Bei dieser Berechnung werden die momentanen Parameter von
1 benutzt, die iterativ bestimmt werden.

Der EM-Algorithmus setzt sich aus zwei Schritten zusammen, dem Erwart-
ungsschritt (E-Schriftund dem Maximierungsschritt (M—Schrfttym E-Schritt
werden die fehlenden Dateruiber die bedingte Erwartung gegeben der beobacht-
baren Datery bestimmt. fr die (k+1)—te Iteration gilt dann

Q3 ™)) = By {log Le(¥) |y} (B.17)

Damit der EM—Algorithmus konvergiert, muss ein passender Stétzeh)©)
fur ¢ gefunden werden. Nach dem E-Schritt wird dann der M—Schritt aiilsgef
Im M=Schritt wirdQ(v; 1»®)) bediglich maximiert. Der neue Parametgt+!)
wird so bestimmt, dassif alley € Q gilt

QW ™) > Q(ap; ™). (B.18)

Die Maximierung wird beiiglich der vollsandigen Daten durchgéfrt. Diese
beiden Schritte werden so oft hintereinander wiederholt, bis eine Abbruchbedin-
gung erreicht worden ist. Diese kann durch die Differenz der Likelihood—Funktion
ausgedickt werden

L*DYy — L(p™) <€, e > 0. (B.19)

Der EM-Algorithmus findet in dieser Arbeit seine Anwendung bei de&gxaing
der Parameter der Studentschen Verteilung mit einem

B.1.3 Spezielle bivariate Copulas und deren Dichten

In diesem Abschnitt werden einige Copulas vorgestellt. Aul3erdem wird jeweils
ein Contourplot und ein 3D—Plot der Copula angegeben. Anhand des Contourplots
kann man die Ab&éngigkeitsstruktur der Copula erkennen.

Definition 51 (Gauss—Copula).Fur u,v € [0, 1] undp € [—1, 1] gilt

e o~ u) o (v) 1 1 20
_ _ B B.
(u,v) /_OO /_OO Py exp < 30— pQ)a) dsdt, ( )

mita = s? — 2pst + t2.

Sengl. E-Step
Sengl. M-Step
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Abbildung B.1: Gauss—Copula: Contourplot (links), 3D—Plot (rechts

Lemma 18 (Eigenschaften).

p = 2sin (%ps> , (B.21)
p = sin (g7'> , (B.22)

Abbildung B.2: Gauss—Copuladichte: Contourplot (links), 3D—Plot (rechts)
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Lemma 19 (Copuladichte der Gauss—Copula, Patton [67])Fur u,v € T =
[0,1] undp € [—1, 1] gilt

Gy L 0T @R 0 (1) — 2007 ()0 (v)
() + B w)?
w{ Sty

(B.23)

wobei® ! (u) die Quantilfunktion der Standard—Normalverteilung isfirFu, v) ¢
[0, 1]? ist ¢© (u, v; p) gleich null.

Beweis. Mit Satz 9 folgt:

0C(u,v;p) _ 0 /Mu) /M”) 1
oudv  Oudv J_, oo 2my/1—p2
1

o (=gt s+ 1)
1
N
exp (‘m—i;ﬂ)(q’_l“‘f ~ 2907 ()@ (v) + <1>—1<v>2>)
9 (u) 99 (v)

ou ov
1

T o /1-
1 10,2 ()P (v ~1(y)2
exp (= (@ 0 - 2087 08 0) + 70

1
(@ (u) + (V)
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exp (= g (707 200 e o) + 0 (0 )
ﬁexp{@_l(l) )/}

-

exp (= g (7 07 2007 e o) + 07 () )
exp {—(® " (u) /2}

Definition 52 (Student—CopuIa).FUr u,v € [0,1]unda > 0,p € [—1,1] gilt

2 _ 2pst t2 —(a+2)/2
(u, v; a) / / <1 + %) dsdt.
om/1- 2 1 — a(l — p?)

(B.24)

Abbildung B.3: Student—Copuladichte: Contourplot (links), 3D—Plot (rechts)

Lemma 20 (Copuladichte der Student—Copula).

1 (1 n t;l(u)2 - 2pt;1(u)t;1(v) + t;l(v)z) —(a+2)/2
2=t o1~ /7)

1
fEASH ) fEEH ()

188

S (u,vya,p) =




(B.25)

wobeit ! die Quantilfunktion der Studentschen Verteilungen ist.

Beweis.

9C(u, v; @) 0 tat(u)  pta’(v) 1
oudv  Oudv /_Oo /_ - m
2 9 e 142 (@t2)/2
| S epst e
a(l —p?)
. 1
Qﬂﬂ
=1 (w)2 — 2pt2 ()t (v) + 1 (v)2 —(a+2)/2
1+
a(l —p?)

1
FEGH ) f3 (5 v)

]

Bemerkung 9. Es gibt fir die Student—Copula keine analytischen Formeln, die
den Zusammenhang zwischen den Parametern der Copula und Kendatis
Spearman’g wiedergeben.

Abbildung B.4: Logistic—Extreme—Copula: Contourplot (links), 3D—Plot
(rechts)

189



Definition 53 (Logistic—Extreme—Copula). Fir u, v € [0, 1] unda € [0, 1]7 gilt

CH (u,v;a) = exp [— {(~log(u))"/* + (—log(v))l/o‘}a} : (B.26)

Abbildung B.5: Logistic—Extreme—Copuladichte: Contourplot (links), 3D—
Plot (rechts)

"Fir o = 1 gilt Unabhangigkeit, fir o — 0 folgt perfekte Abkngigkeit.
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Abbildung B.6: Plackett Copula: Contourplot (links), 3D—Plot (rechts

Definition 54 (Plackett—Copula).

L (—1) (uo) =/ (1+(p—1) (uv))> =4 (= 1uv

2(y-1)
uv

C (u,v;) = {

fr 0 < ¢ < oo, # 1
fury =1
(B.28)

Abbildung B.7: Plackett—Copuladichte: Contourplot (links), 3D—Plot (rechts)
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Abbildung B.8: Clayton—Copula: Contourplot (links), 3D—Plot (rechts

Definition 55 (Clayton—Copula).

-6 -5 _ 1\-1/6 1
Cu,v;6) = { (W™ +v D 0> (B.30)
Uv , 0=
Lemma 23 (Eigenschaften).
5= 2T (B.31)
1—171
57
Abbildung B.9: Clayton—Copuladichte: Contourplot (links), 3D—Plot (reghts)
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Lemma 24 (Clayton—Copuladichte ).

(1+6)(uv) (w0 + 00 —1)727Y9 furd > —1
1 furéo =0
(B.32)

N, v;6) = {

Beweis. Mit Ableiten und Fallunterscheidung folgt:

e 1.Fall: § >0
00 (u,v; 9) 0 5. s s
Oudv  Oudv (W™ +v b
0

e 2. Fall: =0
oC(u,v;6) 0 B
ouov  oudv L

Abbildung B.10: Frechet Copula: Contourplot (links), 3D-Plot (rechts

p—
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Definition 56 (Fréchet—Copula, Nelsen [65])Fur o, 5 € [0,1] mita+ 5 < 1
ist die Frechet—Copula definiert

CL4(u,v) = aM(u,v) + (1 — o — 3) H(u, v) + BW (u,v). (B.33)

M, T], W sind definiert als

M (u,v) = min(u,v), (B.34)

H(u, v) = uv, (B.35)
und

W(u,v) = max(u + v —1,0). (B.36)

Abbildung B.11: Mardia Copula: Contourplot (links), 3D—Plot (rechts

Definition 57 (Mardia—Copula, Nelsen [65]).Seid € [—1, 1], dann ist

cY = @M(u,v) + (1 - 6% H(u,v) +

die Mardia—Copulal/, [ ], W wie oben.

62(149)

5 W(u,v). (B.37)
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Abbildung B.12: Cuadras—Auge— Copula: Contourplot (links), 3D—Plot
(rechts)

Definition 58 (Cuadras—Auge—Copula, Nelsen [65])ur § € [0, 1] ist die Cuadras—
Auge—Copula definiert durch

Cu . 5. s ) w? u<w
C"*(u,v) = (min(u,v))’(uwv) ~° = { s | (B.38)

Definition 59 (Bivariate Gumbel-Logistic—Copula , Nelsen[65]).

= B.39
CO(u,0) = ——— (B.39)
Lemma 25 (Copuladichte der bivariaten Gumbel-Logistic—Copula) Die Dich-
te der bivariaten Gumbel-Logistic—Copula ist gegeben durch

uv

oL = -2 : B.4
¢ (wv) (—u—v+uv)? (B.40)
fur u,v € [0, 1].
Beweis. Mit Satz 9 folgt
0C (u,v) 0 uv
GL _ Y
¢ (wv) = oudv  Oudvu + v — uv
0 v? - uv
v (~u—v+w)? T (~u—v+uw)?
O
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Abbildung B.13: Bivariate Gumbel-Logistic—Copula: Contourplot (lin
3D-Plot (rechts)

S),

Abbildung B.14: FGM—-Copula: Contourplot (links), 3D—Plot (rechts)

Definition 60 (Farlie—Gumbel-Morgenstern—Copula (FMG), Nelsen [65]).
CFOM(y ) =ww 14+ a(l —u)(1—0v)],-1<a< 1.
Lemma 26 (Eigenschaften).

(B.41)
0= 3pS7 87 (B42)
5— gr, (B.43)
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(rechts)

Abbildung B.15: Dichte der FGM-Copula: Contourplot (links), 3D—Plot

Lemma 27 (Dichte der Farlie—Gumbel-Morgenstern—Copula).

cEFM (y ) =14 a1l —u)(1 —v) — av(l —u) — au(l — v) + auw

(B.44)

Plot (rechts)

Abbildung B.16: Ali-Mikhail-Hag—Copula: Contourplot (links), 3I

S
I

Definition 61 (Ali-Mikhail-Hag—Copula, Nelsen [65]). Fur § € [—1, 1] ist die
Ali-Mikhail-Hag—Copula definiert als

3 (u,0) =

uv

1—6(1—u)(1—v)

(B.45)
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Abbildung B.17: Ali-Mikhail-Hag—Copuladichte: Contourplot (links),
3D-Plot (rechts)

Lemma 28 (Dichte der Ali-Mikhail-Hag—Copula).

CA__1—25+5uv+52uv+5v+5u+52—521)—62u
o (=146 — 0v — du + duv)?

,0€[-1,1].
(B.46)

Abbildung B.18: Frank—Copula: Contourplot (links), 3D—Plot (rechts

Definition 62 (Frank—Copula, Joe [48]). Fur 0 <9 < oo ist
CF(u, v;9) = =07 og ([n — (1 — exp(—du)) (1 — exp(—0v))] /n) ,  (B.47)
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mit
n=1-—exp(—7), (B.48)
die Frank Copula.

Lemma 29 (Dichte der Frank—Copula). Fur 0 < 9 < oo ist

¢ (u, v;9) = Inexp(=I(u+v))/ [n — (1 — exp(—du))(1 — exp(—iv))]?,
(B.49)

undn wie oben, die Dichte der Frank—Copula.

Abbildung B.19: Marshall-Olkin—Copula: Contourplot (links), 3D-Plot
(rechts)

Definition 63 (Marshall-Olkin—Copula[65]). Fur0 < «, 5 < 1ist die Marshall—
Olkin—Copula definiert als

ul=% oy > P

VP u <P,

C’é\?ﬁo(u,v) = min(u'"%, uw' ) = { (B.50)

Lemma 30 (Dichte Marshall-Olkin—Copula, Nelsen [65]).Fur 0 < «,3 < 1
ist die Dichte der Marshall-Olkin—Copula definiert als

—« « B
MO u u® >
Ca,,@ (U,U) = { U,B ue < ’Uﬁ. (851)
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Abbildung B.20: Marshall-Olkin—Copuladichte: Contourplot (links), 3D—
Plot (rechts)

Definition 64 (Gumbel-Exponential-Copula).Fur ¢ € [0, 1] ist die Gumbel-
Exponential-CopufafolgendermaRen definiert:

CSE (u,v) = utv—1+1—u)(1—v)exp(—=9(In(1—u))(In(1 —v))) (B.52)
Lemma 31 (Dichte der Gumbel-Exponential-Copula).
GE(u,v) = (1 —u) ™20 —9In(1 — u)(1 — o)~ 0=
—9In(1 — v)(1 — u)"IME=Y) (1 — 4)7?0=Y) (B.53)
+ 92 1In(1 — v) In(1 — u)(1 — o) "¢,

Definition 65 (Gumbel-Copula). Fur § > 1 ist
C5* (u,v) = exp {~[(= In(w))’ + (= In(v))’]/°} (B.54)

die Gumbel Copula.
Lemma 32 (Dichte der Gumbel-Copula).Mit a := (—In(u))° + (—In(v))°
folgt

(In(u) In(v))""
(= In(u))? + (= In())?)* 7/ (B.55)
BETES]

cs " (u,v) = C"(u,v;6) (uv) ™!

(= 1n() ™ + (= In(v))™)

%kurz: GE-Copula
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Abbildung B.21: Gumbel-Exponential-Copula: Contourplot (links), 3D—Plot
(rechts)

Bemerkung 10 (Eigenschaften der Gumbel-Copula)Fir die Gumbel-Copula
und deren Parameter gilt:

e T=1-73;
e \y =2 — 2% mit\y wird die obere Tail-Dependence bezeichnet;

e fur die untere Tail-Dependence ght, = 0.

Definition 66 (Galambos—Copula).Fir 0 < § < oo ist

C§ (u, v) = v exp {[(—log(w)) ™ + (= log(v)) ]/} (B.56)
die Galambos-Copula.
Lemma 33 (Dichte der Galambos-Copula)Mit o := iy + ormer
folgt

5 (u,v) = [0 (u,v30)/ (wn)]
1= (= tog(w))? + (~ log(v)) )
- ((—log(u) " + (~ log(1)) ")
+ ((—log(w) ™ + (~log(v) ) >
(= Tog(w)) (~ log(v))) "
{146+ ((~1og(u) ™" + (= log(v)) ) """}

-1-1/5

(B.57)
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3D-Plot (rechts)

Abbildung B.22: Gumbel-Exponential-Copuladichte: Contourplot (links),

Abbildung B.23: Gumbel-Copula: Contourplot (links), 3D-Plot (rechts

N

Definition 67 (Huessler—Reiss—Copula)Fur 6 > 0 ist

CHR — exp {log(u)q) {

+log(v)® E + %5 log (%izm }

% * %Mog (:Ei:g)] (B.58)

die Huessler-Reiss Copula.
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Its)

Abbildung B.25: Huessler—Reiss—Copula: Contourplot (links), 3D-Plot
(rechts)

—log(u)

Definition 68 (Dichte der Huessler—Reiss—Copula)-iré > 0undz = R OL

ist die Dichte gegeben durch
1 1
B (u,v;0) = (uwv) OB (u, v; 26) [<I> (5_1 + §5log(z_1)) o (5_1 + §5log(z)>

+ 30(log) o (57 + 3o10s()) |
(B.59)

Definition 69 (Joe—Copula).Fur 6 > 0 ist die Joe—Copula definiert durch
Cf () =1— (1 —u)’ + (1 =)’ — (1 —u)’(1—v)°)". (B.60)
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Abbildung B.26: Joe—Copula: Contourplot (links), 3D—Plot (rechts)

Lemma 34 (Dichte der Joe—Clayton—Copula)Mit a = (1 — u)° + (1 — v)° —
(1 —u)’(1 —v)° folgt
c;;’(u,v) = ((1 — u)é (- v)5 (11— u)a(l B )5)—2+1/5
(1=l (1= ) [5 = 1 (1= ) 4+ (1= o) = (1= w)’(1 ~ 0)’]

(B.61)

Abbildung B.27: BB1—Copula: Contourplot (links), 3D—Plot (rechts)

Definition 70 (BB1-Copula). Fur 9 > 0,6 > 1 ist die BB1-Copula definiert
durch

- _ 16\~
CEPM o) = {1+ [ = 1)+ (w7 = 1))}

(B.62)
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Abbildung B.28: BB2—Copula: Contourplot (links), 3D-Plot (rechts)

Definition 71 (BB2—Copula). Fur ¥ > 0, 6 > 0 ist die BB2—Copula definiert

durch

1 1/9
Cy5 (u,v) = [1 +5 log (exp(d(u™") + exp(é(v_ﬁ))] .

Abbildung B.29: BB3—Copula: Contourplot (links), 3D—Plot (rechts)

Definition 72 (BB3—Copula). Fir ¥ > 1, 6 > 0 ist die BB3—Copula definiert

durch

1 1/9
0553(u,v) = exp {— {5 log (exp(é(— log(u))ﬂ + exp(d(— log(v))ﬁ - 1))} } )
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(B.64)

Abbildung B.30: BB4—Copula

: Contourplot (links), 3D—Plot (rechts)

Definition 73 (BB4—Copula). Fur v > 1, § > 0 ist die BB4—Copula definiert

durch

05(?4(% v) = <7f19 +o ¥ —1— [(u*ﬂ _ 1)76 + (U—ﬁ _ 1),5}71/5> =1/

(B.65)

Abbildung B.31: BB5—Copula

: Contourplot (links), 3D—Plot (rechts)
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Definition 74 (BB5—-Copula). Fur § > 0, 9 > 1 ist die BB5—Copula definiert
durch

Ci” (u,v) = exp { = [(~ log(u))” + (~log(v))’

Us11/9 B.66
—((—1og<u>>—“+<—1og<v>>—“)‘/‘5]/} (560

Abbildung B.32: BB6—Copula: Contourplot (links), 3D-Plot (rechts)

Definition 75 (BB6—Copula). Fur ¢ > 1, 6 > 1 ist die BB6—Copula definiert
durch

CEEu,v) = 1-

(1= exp {= [(~10g(1 = (1 = w)")" + (~log(1 - (1 - )*))"] "'}) "
(B.67)

Definition 76 (BB7—Copula). Fur v > 1, § > 0 ist die BB7—Copula definiert
durch

O (wv) =1 <1 -[-1-w))’+(1-(1-0v)")" - 1]—1/5>1/19.

(B.68)
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Abbildung B.33: BB7—Copula: Contourplot (links), 3D—Plot (rechts)

B.1.4 Simulationsalgorithmus der Studentschen Zeitreihe

Listing B.1: Algorithmus der Studentschen Zeitreihe

/*******************************************************

Student timeseries

*******************************************************/

TTimeStudentTSample :: TTimeStudentTSample ()

{

}

sigma=GlobalData.TSSigma;
alpha=GlobalData.TSAlpha;
beta=GlobalData . TSBeta;
g=GlobalData .TSQ;
T=GlobalData.TSSize;
kern=0;
filename="studtime . dat”;
gammadata=0;

rmdata=0;

smsum=0;

gmu=GlobalData .TSMu;
gsigma=GlobalData . TSSigma2;
count=2;

unsigned TTimeStudentTSample:: EditParameter (TWindevwparent)

{
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}

TCalcDoubleField falpha (IDCTimeStalpha, alpha ,0, MYMAXDOUBLE) ,
fsigma (IDC_.TimeStsigma , sigma ,0 ,MYMAXDOUBLE) ,
fbeta (IDC_.TimeStbeta , betasMYMAXDOUBLE, MYMAXDOUBLE) ,
fgmu (IDC.STTMU,gmu,0 , MYMAXDOUBLE) ,
fgsigma (IDCSTTSIGMA, gsigma ,0 ,MYMAXDOUBLE) ;

TIntField fsize (IDCTimeStsize, T, 1, MAXSAMPLESIZE ) ,
fq (IDC_TimeStq,q,1,MAXSAMPLESIZE/2);

TAlterField fkern(kern ,4 IDCRBETA,IDC RGAUSS,IDCRTEST, IDC.IID);
TWriteFileField fname (IDONAME, filename);
TDialog d (IDD_TimeStudent);

d << falpha << fsize << fsigma << fbeta<<fq << fgmu << fgsigma
<< fkern << fname;

unsigned ch = d.Handle (parent);

if (ch !'= IDCANCEL) {
GlobalData.TSAlpha = alpha = falpha.GetValue ();
GlobalData.TSSize = T = fsize.GetValue ();
GlobalData.TSQ = q = fqg.GetValue ();
GlobalData.TSBeta = beta = fbeta.GetValue();
GlobalData.TSSigma = sigma = fsigma.GetValue ();
GlobalData.TSMu = gmu = fgmu.GetValue ();
GlobalData.TSSigma2 = gsigma = fgsigma. GetValue ();
kern = (int)fkern. Selector ();
DataSize = T;

¥

calcsm ();

return ch;

double TTimeStudentTSample :: kdfdouble x, int k)

{

switch (k)
{
case 0: if ((x>-1) && (x <0))
return exp(log(l+xkx(1l+beta));

else
if (x>=0)

return 1.0;
else

return 0.0;
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case 1:
if (x<=0)
return XGaussianDF ((xgmu)/gsigma)
/(XGaussianDF{gmu/gsigma));
else
return 1.0;
case 2:
if (x<=0){
it (x>(-1)/q){
return 1.0;
¥
else {
if (x>—1)1
if ((x+1)x0.9xq/(—1+q)>0)
return (x+1)*x0.9xq/(—1+q);

else
return 0.0;
}
else
return 0.0;
}

default: return 0.0;

}
}

double TTimeStudentTSample :: mymirdouble « data ,int s){
double min=data[0];
for (int i=1;i<s;i++){
if ((datalil<min)){
min=datali];
}
}

return min;

}

int TTimeStudentTSample ::mymaxit =+ data, int s){
int max=data[0];
for (int i=1;i<q;i++)
if (data[i]>max)
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}

max=datal[i];
return max;

void TTimeStudentTSample :: calcsm{)

}

double r=alpha/2;
double * sm = new double[q];
for (int i=1;i<q+1;i++){
double al = kdf(—(i —1)/q,kern),
a2 = 2« kdf(—i/q, kern),
a3 kdf(—(i —1)/q, kern);
sm[i—1]=al-a2+a3;

}

rmdata =new double[q];
for (i=0;i<q;i++)

{
if (sm[i]>=0.0)
rmdataf[i]=sm[i]xr;
else
rmdata[i]=0.0;
}

double test=0.0;
for (i=0;i<q;i++)
test=test+rmdatali];
int de, si;
String a = fcvt(test ,6,&de,&si);
int laenge=(nt)(gxq);
gammadata =new double[laenge];
int k=0;
for (i=0;i<q;i++)
for (int j=0;j<q;j++){
gammadata[k]=XGammaData(rmdatal[j]);

k++;
}
delete []sm;
count=0;

double TTimeStudentTSample::calcYt ()

{

double sum=0.0;

for

(int i=0;i<q;i++)
for (int j=i;j<q;j++)
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sum=sum+gammadatafi((int)q)+j];
return sum;

}

void TTimeStudentTSample:: shift{)
for (int i=q-1;i>0;i—)
for (int j=0;j<q;j++)
gammadata[k(int)g+j]=gammadata[k((int)g—1)+j];

for (i=0;i<q;i++)
gammadata[i]=XGammaData(rmdata[i]);

}

BOOL TTimeStudentTSample:: CreateData (TWindow parent)
{
for (int i=0;i<T;i++)
{
DataPtr[i].x=i+1;
DataPtr[i].y=XGaussianData fk)sigma/sqrt(calcYt()/alpha/2);
shift ();
}
return TRUE;

}

double TTimeStudentTSample::acfl{)

double r=11.268/2;

double acf=0.0;

for (int i=1;i<q;i++)

acf=zacf+ixsqr (kdf(—-i/q, kern));
double hl=xgamma(r0.5),
h2=xgamma(r);

return 1/(sqrt(sqr(r)+sqr(ryacf));//—sqr(hl/h2));

}

TTimeStudentTSample ::" TTimeStudentTSamplé ()
if (gammadata!=0)
delete [] gammadata;
if (rmdata!=0)
delete [] rmdata;
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B.1.5 Statistische Plots: Parameter der Copulas

Copula Parameter
Gauss p=0.0

Student a=50, p=0.0
Logistic a=0.5

Plackett 1 =15.0

Clayton 0 =3.0
Marshall-Olkin a=03, =02
Frank 0 =10.0

Frechet a=03, =02
Mardia 0=0.5
Cuadras—Auge 0=0.2
Ali-Mikhail-Haq 0=0.3
Farlie—Gumbel-Morgensternd = 0.5
Gumbel-Exponential 0=0.5

Gumbel 0 =10.0
Galambos 0=>5.0
Huessler—Reiss 0=1.0

Joe 0=1.0

BB1 0=1.0,0=2.0
BB2 0=10,6=1.0
BB3 0=20,6=1.0
BB4 0=20,0=1.0
BB5 0=20,0=1.0
BB6 0=20,0=2.0
BB7 0=20,6=1.0

Tabelle B.1: Parameter der Copulds flie statistischen Plots
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B.1.6 Autokorrelationsfunktion der absoluten Renditen

Adidas Allianz BASF

Bayer
BMW Coca Cola Commerzbank Daimler
Degussa Dt. Bank EON Epcos
Fresenius Henkel HYPO IBM
Infineon Intel Karstadt Linde

Tabelle B.2: Autokorrelationsfunktionen der absoluten Renditen |
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MAN Microsoft MLP Preussag

RWE SAP Schering Siemens

Dt. Telekom VW

Tabelle B.3: Autokorrelationsfunktionen der absoluten Renditen Il
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