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Kapitel 1

Einleitung und Ubersicht

Eine der wichtigsten Aufgaben der Natur- und Ingenieurwissenschaften ist die effi-
ziente Umwandlung von Energie. Vor allem die Erzeugung von Elektrizitdt aus pri-
méren Energietragern ist fiir moderne Industriestaaten bedeutend. Bei einem welt-
weit steigenden Energiebedarf und zur Minimierung von klimaschédigenden Emis-
sionen ist es daher notwendig, die Energie-Umwandlung méglichst effizient durchzu-
fiihren.

Eine Moglichkeit dieses Ziel zu erreichen, ist die Verwendung von Brennstoffzellen
zur gleichzeitigen Erzeugung von elektrischer Energie und Warme durch eine elek-
trochemische Reaktion. Vor allem die Festelektrolyt-Brennstoffzelle SOFC (Solid
Oxide Fuel Cell) ist eine mogliche Technologie, um in dezentralen Kraftwerken vor
Ort beim Verbraucher Elektrizitdt und Warme mit einem hohen Gesamtwirkungs-
grad zu erzeugen. Man zdhlt diesen Brennstoffzellentyp zu den Hochtemperatur-
brennstoffzellen, da seine Betriebstemperatur bei ungefdhr 1000°C liegt. Aus dieser
Betriebsbedingung folgen hohe Anforderungen an die verwendeten Werkstoffe.

Viele grundlegende Probleme fiir die Konstruktion und den Betrieb von Festelek-
trolyt-Brennstoffzellen wurden zwar bereits gelost, dennoch sind weitere Schwierig-
keiten zu iiberwinden, um die Kosten eines serienreifen SOFC-Systems auf einen
marktgerechten Wert zu verringern. Der Betrieb eines kompletten Brennstoffzel-
len-Systems kann durch eine geeignete Betriebsfithrungsstrategie effizienter werden.
Ebenso muss die Lebensdauer der verwendeten Komponenten der Brennstoffzelle
deutlich erhdht werden. Erreicht werden kénnen diese Ziele durch den Einsatz von
modellbasierten Methoden aus der Regelungs- und Automatisierungstechnik.

Die elektrochemische Charakterisierung von Brennstoffzellen fiihrt schon seit vielen
Jahrzehnten auf eine Beschreibung mit Impedanzen. Diese Impedanzen sind linea-
re Modelle fiir das dynamische Strom/Spannungs-Verhalten an den Klemmen. Die
Messung des elektrischen Klemmenverhaltens ist relativ einfach durchzufiihren. Mit
diesen Messdaten gelingt dann die Bestimmung dynamischer Modelle, die Aufschluss
iiber innere Vorginge in der Zelle geben.



2 Einleitung und Ubersicht

Die Aufzeichnung der Impedanz mit der elektrochemischen Impedanzspektroskopie
erfolgt durch das Aufpriagen eines verhéltnismaéfig kleinen sinusférmigen Signals auf
den Strom- oder den Spannungswert der Zelle im Arbeitspunkt. Die Antwort der
Zelle auf diese dynamische Anregung ermoglicht die Ermittlung der Impedanz fiir
die Frequenz des anregenden Sinus. Um die Impedanz iiber einen grofen Frequenz-
bereich zu bestimmen, muss dieser Vorgang fiir jeden Frequenzpunkt wiederholt wer-
den. Diese Vorgehensweise ist daher sehr zeitintensiv und erfordert auferdem eine
zeitinvariante Zellimpedanz. Uber den Messzeitraum, der mehrere Minuten betra-
gen kann, darf sich also das elektrische Klemmenverhalten der Zelle nicht verdndern.
Gerade fiir eine Betriebsfiihrungsstrategie, die friithzeitig sich &ndernde, ungiinstige
Betriebszustédnde einer Brennstoffzelle erkennen soll, ist dieses Verfahren daher nur
bedingt geeignet. Aufterdem liegen nach einer abgeschlossenen Messung nur diskrete,
komplexwertige Impedanzpunkte vor.

Um ein parametrisches dynamisches Modell der Impedanz zu erhalten, muss eine
Parameterschitzung mit einem numerischen Optimierungsverfahren erfolgen. Als
Modellansatz fiir Zellimpedanzen hat sich eine Schaltung bestehend aus mehreren
sogenannten Cole-Cole-Gliedern bewéahrt. Diese unterscheiden sich durch das Auf-
treten eines reellwertigen Exponenten im Nennerpolynom der Ubertragungsfunktion
von den in der Elektrotechnik iiblichen RC-Gliedern. Das erhaltene parametrische
Modell enthilt Widerstandswerte, Zeitkonstanten und die reellwertigen Exponenten
der verwendeten Cole-Cole-Glieder. Diese Parametersétze enthalten Informationen,
iiber die Intensitdt und die Art der Verlustprozesse in der Zelle. Ferner erlauben die
Zeitkonstanten eine Zuordnung zu bekannten physikalischen Effekten.

Um die erwdhnten Nachteile der elektrochemischen Impedanzspektroskopie iiberwin-
den zu koénnen, wird in dieser Arbeit eine alternative Methode zur Onlineschétzung
parametrischer Impedanzmodelle entwickelt. Diese neue Methode wird eine Schét-
zung der Impedanz durch die Verwendung von Zustandsraummodellen im Zeitbe-
reich mit Hilfe von nichtlinearen Filtern ermoglichen. Bei der Losung der gestellten
Aufgabe treten zwei wesentliche Probleme auf: Zum einen wird das Zeitbereichs-
modell der Zellimpedanz bendtigt, und zum anderen muss ein nichtlineares Schétz-
beziehungsweise Filterproblem geldst werden.

Bei der Untersuchung der Impedanzen im Zeitbereich stellt man fest, dass durch
die Verwendung von Cole-Cole-Gliedern Differenzialgleichungen im Zeitbereichsmo-
dell auftreten, die nicht-ganzzahlige Ableitungen enthalten. Diese ungewdhnliche
mathematische Eigenschaft ist eine Besonderheit dieser Impedanzmodelle. In der
Mathematik werden solche nicht-ganzzahligen Ableitungen fraktionale Ableitungen
genannt und sind seit 1974 Gegenstand der Forschung, obwohl die Anféinge dieser
Theorie bis ins 19. Jahrhundert zuriickreichen. Eine Impedanzschéatzung im Zeitbe-
reich benétigt somit ein Zustandsraummodell, das fraktionale Ableitungen enthélt.



In dieser Arbeit wird ein solches Modell mit einem neuartigen Approximationsver-
fahren entwickelt, das auf ein héherdimensionales, aber gew6hnliches lineares Zu-
standsraummodell fiihren wird. Dieses neue Verfahren zur Simulation fraktionaler
Systeme im Zeitbereich basiert auf einer etablierten mathematischen Analysemetho-
de fiir Impedanzmessdaten im Frequenzbereich.

Um die Zustandsgrofen und die zeitverdnderlichen Modellparameter des fraktiona-
len Impedanzmodells zu schétzen, muss ein nichtlineares Modell verwendet werden.
Lineare Zustandsschéitzer, wie beispielsweise der Luenberger-Beobachter oder das
lineare Kalman-Filter, konnen daher nicht verwendet werden. Die Schitzung wird
daher mit einem sogenannten Sigma-Punkt-Kalman-Filter durchgefiihrt, das auch
fiir nichtlineare Prozessmodelle einsetzbar ist. Dieses ist eine Weiterentwicklung des
gewohnlichen linearen Kalman-Filters und besitzt ebenfalls eine Pradiktor-Korrek-
tor-Struktur. Das Sigma-Punkt-Kalman-Filter unterscheidet sich vom bekannten er-
weiterten Kalman-Filter durch die explizite Verwendung der nichtlinearen System-
funktionen; es wird also keine Linearisierung dieser Funktionen fiir die Schitzung
durchgefiihrt. Stattdessen werden wenige deterministisch ausgewéhlte Punkte im
Zustandsraum (die in der Literatur Sigma-Punkte genannt werden) mit den exakten
nichtlinearen Gleichung des Systems abgebildet. Anschlieffend werden die Mittelwer-
te und die Kovarianzmatrizen aus den abgebildeten Sigma-Punkten durch gewichtete
Summen ndherungsweise berechnet. Das Sigma-Punkt-Kalman-Filter verwendet die
auf diese Weise approximierten Momente zur Ermittlung des Schitzwerts.

Mit dieser Arbeit soll gezeigt werden, dass die Modellparameter einer zeitvarian-
ten SOFC-Impedanz durch die hier vorgestellte neue Methode zur Approximation
fraktionaler Modelle und unter Verwendung von Sigma-Punkt-Kalman-Filtern im
Zeitbereich geschitzt werden kdnnen.

Gliederung der Arbeit:

Im Kapitel 2 werden die wesentlichen Grundlagen von Brennstoffzellen erldutert.
Dabei wird eine Einteilung in unterschiedliche Brennstoffzelltypen vorgenommen,
die durch die verwendeten Werkstoffe und die Betriebsbedingungen definiert sind.
Der Schwerpunkt liegt auf der in dieser Arbeit verwendeten SOFC, deren Funkti-
onsweise detailliert erklart wird. Ferner wird auch das elektrische Verlustverhalten
dieses Zelltyps vorgestellt, das durch komplexe Impedanzen in den Arbeitspunkten
der Zelle beschrieben werden kann.

Die zur mathematischen Modellierung der Impedanzen im Frequenzbereich verwen-
deten Cole-Cole-Glieder werden im Kapitel 3 eingefithrt. Um das fiir die Schitzung
benétigte Zeitbereichsmodell zu erhalten, wird die fraktionale (nicht-ganzzahlige)
Ableitung definiert. Dabei werden auch einige Grundlagen dieser mathematischen
Theorie vorgestellt, bevor im Kapitel 4 die numerische Lésung von Differenzialglei-
chungen fiir solche Impedanzmodelle untersucht wird, die fraktionale Ableitungen
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enthalten. Hierfiir wird ein neuartiges Verfahren zur Approximation fraktionaler
Systeme entwickelt.

Zur Losung der in dieser Arbeit behandelten nichtlinearen Schétzaufgabe wird das
Sigma-Punkt-Kalman-Filter verwendet, dessen Grundlagen im Kapitel 5 erldutert
werden. Ferner wird in diesem Kapitel eine detaillierte Herleitung der vom Sigma-
Punkt-Kalman-Filter verwendeten Formeln durchgefiihrt.

Im Kapitel 6 wird das fiir die nichtlineare Schitzung verwendete Gesamtmodell ange-
geben. Dabei werden einige Zustandsgrofen transformiert, um physikalische Begren-
zungsbedingungen bereits im Modell zu berticksichtigen. Danach wird die Leistungs-
fahigkeit der Impedanzschitzung mit Sigma-Punkt-Kalman-Filtern anhand eines am
Rechner simulierten Beispiels vorgestellt und diskutiert.

Im Kapitel 7 wird die gesamte Arbeit mit ihren wesentlichen Ergebnissen noch einmal
zusammengefasst.

In den Anhdngen A-D werden Definitionen, Hilfssétze, Beweise und Herleitungen
angegeben, die zum vollstdndigen Verstédndnis dieser Arbeit notwendig sind.



Kapitel 2

Grundlagen der Hochtempe-
raturbrennstofizelle

SOFC

Seit dem 19. Jahrhundert wird die Erzeugung elektrischer Energie hauptsichlich
mit Warmekraftmaschinen durchgefiihrt, die aus der chemischen Energie der Brenn-
stoffe zuerst Warmeenergie erzeugen, danach in Bewegungsenergie umwandeln und
schliefflich daraus elektrische Energie generieren. Dabei sind also mehrere Energieum-
wandlungen notwendig, die nicht ideal ablaufen kénnen, weil ein gewisser Anteil
der Energie nicht in die néchste Energieform umgewandelt werden kann. So ist es
aufgrund des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik (Hauptsatz der Entropie)
verstandlich, dass die Warmeenergie nicht vollstdndig in Bewegungsenergie umge-
wandelt werden kann. Der Umwandlung von Energie sind also physikalische Grenzen
gesetzt und eigentlich treten noch technische und 6konomische Grenzen hinzu.

Zur Verwendung der Warmekraftmaschine existiert schon seit dem 19. Jahrhundert
ein alternatives Konzept: die von Sir William Grove 1839 vorgestellte Brennstoffzelle
[Eul74]. Sie ermdglicht die direkte Umwandlung chemischer in elektrische Energie
und ist - wie Batterien und Akkumulatoren - ein galvanisches Element. Warme
entsteht dabei nur noch als Neben- und nicht mehr als Zwischenprodukt. Alle galva-
nischen Elemente erzeugen elektrische Energie direkt aus chemischer Energie, jedoch
unterscheiden sie sich in einigen Punkten.

In Batterien lduft eine irreversible elektrochemische Redox-Reaktion ab. Ein Stoff in
der Batterie wird oxidiert, der andere wird reduziert. Dabei entsteht ein Spannungs-
abfall zwischen den Elektroden der Batterie. Werden die beiden Pole/Elektroden
der Batterie iiber eine elektrische Last verbunden, so wird in dieser Last Arbeit ver-
richtet. Die bei elektrischer Belastung in der Batterie ablaufende Redox-Reaktion
wandelt die Elektrodenmaterialien um, bis diese vollstindig verbraucht sind und
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die Batterie schlieklich entladen ist. Die Umkehrung dieser Redox-Reaktion ist bei
Batterien praktisch nicht moglich.

Bei Akkumulatoren ist die Umkehrung dieser Reaktion dagegen moglich. Dies ge-
schieht beim Laden, wenn von aufen elektrische Energie iiber die Elektrodenan-
schliisse zugefiihrt wird.

In Brennstoffzellen laufen ebenfalls Reduktionen und Oxidationen ab, aber die be-
notigten Stoffe werden wahrend des Betriebs stdndig von aufien zugefiihrt. Es findet
also kein Lade-/Entladevorgang statt, wie er bei Batterien und Akkumulatoren auf-
tritt. Brennstoffzellen nehmen das Brennmaterial (z.B. Wasserstoff oder Kohlenmon-
oxid) und das Oxidationsmittel (z.B. Luft oder reiner Sauerstoff) kontinuierlich auf
und verbrennen das Brennmaterial an der Anode. Man nennt diesen Vorgang auch
kalte Verbrennung, obwohl dabei auch Warmeenergie frei wird. Diese Warmeenergie
ist aber ein Nebenprodukt der Brennstoffzelle und kein Zwischenprodukt, wie bei
der Warmekraftmaschine. An der elektrischen Last zwischen Anode und Kathode
wird elektrische Arbeit verrichtet, die zuvor nicht den Umweg iiber Warmeenergie
gehen musste.

Dies ist der bedeutende Vorteil der Brennstoffzellentechnologie, denn es sind theo-
retisch hohere Wirkungsgrade als mit der Warmekraftmaschine erzielbar, da die
Umwandlung in elektrische Energie direkt erfolgt.

Ein weiterer Vorteile der Brennstoffzelle ist ihre kompakte Bauweise, die es in Zu-
kunft ermdglichen soll, dezentral, also beim Kunden vor Ort, Wéarme und Elektrizi-
tat aus Brennmaterial zu erzeugen. Die Abwérme der Brennstoffzelle kann in diesem
Anwendungsfall genutzt werden, um ein Gebaude zu beheizen.

Auch mobile Anwendungen der Brennstoffzelle sind moglich. So ist zum Beispiel
geplant, eine Brennstoffzelle als Hilfsaggregat in Kraftfahrzeugen einzusetzen. Auch
kleinere mobile Geriite, wie zum Beispiel Notebooks kénnen mit einer Brennstoffzelle
betrieben werden.

Aufserdem ist die Brennstoffzelle im Betrieb sehr leise, da keine beweglichen Tei-
le auftreten. Diese Tatsache ist vor allem fiir militérische Anwendungen, wie zum
Beispiel als Energiequelle fiir U-Boot-Antriebe, vorteilhaft.

Eine frithe Anwendung der Brennstoffzelle war der Einsatz an Bord der Gemini- und
der Apollo-Raumfahrzeuge der US-amerikanischen NASA wihrend des Mondfahr-
programms in den 1960er-Jahren. So war es beispielsweise bereits 1965 ein Missions-
ziel von Gemini V die Tauglichkeit der Brennstoffzelle fiir die spiteren Mondfliige
zu testen (Quelle: NASA).

In der Raumfahrt spielen - wie bei militdrischen Anwendungen - 6konomische Ein-
schrankungen nur eine geringe Rolle. Heute ist es aber ein vorrangiges Ziel der



Brennstoffzellen-Entwicklung, moglichst kostengiinstig und zuverldssig Energie um-
zuwandeln, damit der Einsatz dieser vielversprechenden Technologie auch in der
Breite moglich wird. Um diese Aufgabe 16sen zu kénnen, sollen auch Methoden der
Automatisierungstechnik eingesetzt werden.

Es existieren verschiedene Brennstoffzellen-Typen, die sich in den verwendeten Ma-
terialien und Betriebstemperaturen unterscheiden [IT01, LD00, HV9S]:

e Alkalische Brennstoffzelle (AFC)

Die Alkalische Brennstoffzelle wurde bereits im Apollo-Programm der NASA
eingesetzt. Der wissrige Elektrolyt dieser Zelle besteht hauptséachlich aus Kali-
lauge. Der Ladungstransport im Elektrolyt wird daher von den Hydroxidionen
(OH™) der Lauge getragen. Betrieben wird diese Zelle, die als eine der ersten
technisch nutzbar war, bei ungeféhr 80°C. Der elektrische Wirkungsgrad dieser
Zelle liegt bei 63%, aber es werden reiner Wasserstoff als Brenngas und reiner
Sauerstoff als Oxidationsgas benétigt. Aus diesem Grund war diese Zelle fiir
die Raumfahrt geeignet, da diese Gase ohnehin in reiner Form im Antrieb des
Raumfahrzeugs verwendet wurden. Fiir den breiten Einsatz ist die AFC jedoch
zu teuer.

e Phosphorsiure-Brennstoffzelle (PAFC)
Dieser Brennstoffzellen-Typ verwendet Phosphorsiure als Elektrolyt, die in ei-
ne pordse, schwammartige Kunststoffschicht eingebettet ist. Auf diesem Phos-
phorsdure-Schwamm sind die Elektroden angebracht, auf deren Oberflichen
sich katalytisch aktive Edelmetall-Partikel (Gold und Platin) befinden. Da die
Séure nicht mit Kohlendioxid reagiert, kann vorrefomiertes Erdgas - das nach
der Reformation CO4 enthilt - als Brenngas verwendet werden. Der elektrische
Wirkungsgrad der PAFC liegt bei tiber 40%, aber bei zusétzlicher Verwendung
der Restwérme (Betriebstemperatur: 200°C) kann der Gesamtwirkungsgrad bis
zu 80% betragen. Die hier erforderlichen edlen Katalysator-Materialien sind
aber als Nachteil dieses Zelltyps zu bewerten.

e Polymer-Elektrolyt-Brennstoffzelle (PEM)
Wie die AFC und die PAFC, so z&hlt auch die Polymer-Elektrolyt-Brenn-
stoffzelle zu den Niedertemperatur-Brennstoffzellen, deren Betriebstempera-
tur zwischen 50°C und 80°C liegt. Ihr Elektrolyt ist eine protonenleitende
Polymer-Membran. Sie besitzt - wie die AFC - eine relativ niedrige Betriebs-
temperatur und einen elektrischen Wirkungsgrad von ungefahr 60%. Die von
diesem Zelltyp verwendeten Gase sollten rein sein, da Verunreinigungen zu
einer geringeren Effizienz oder sogar zu Beschidigungen fithren kénnen. Vor
allem Kohlenmonoxid, das bei einer Reformierung als Nebenprodukt entsteht,
kann die katalytische Aktivitdt und damit den Wirkungsgrad der Zelle verrin-
gern [LD00]. AuRerdem muss der Elektrolyt wihrend des Betriebs mit Wasser
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befeuchtet werden, um ein Austrocknen zu verhindern. Als mégliches Anwen-
dungfeld fiir diese Zelle ist der elektrische Antrieb von Kraftfahrzeugen mog-
lich. Die Daimler-Chrysler AG hat bereits in den 1990er-Jahren Prototypen
mit diesen Brennstoffzellen entwickelt.

Ferner existieren Projekte zur Spannungsversorgung von kleineren mobilen
elektrischen Geréten, wie zum Beispiel tragbare Computer (Notebooks) oder
Staubsauger-Roboter.

Eine mit der PEM verwandtes Brennstoffzellen-Konzept ist die Direkt-Metha-
nol-Brennstoffzelle (DMFC), die Methanol als Brennstoff verwendet und vor
allem fiir mobile Kleingerite geeignet ist.

Schmelzkarbonat-Brennstoffzelle (MCFC)

Die Schmelzkarbonat-Brennstoffzelle zéhlt, wie die Festelektrolyt-Brennstoff-
zelle zu den Hochtemperaturbrennstoffzellen. Bei einer Betriebstemperatur von
650°C wird eine Karbonatschmelze als Elektrolyt verwendet. Der Ladungs-
transport im Elektrolyt wird von negativ geladenen Karbonationen iibernom-
men. Der elektrische Wirkungsgrad dieser Zellen betrigt zwar nur 48-56%,
aber dafiir sind die verwendeten Materialien kostengiinstig. Die Realisierung
eines MCFC-Systems ist aber verfahrenstechnisch anspruchsvoll, da dem Oxi-
dationsmittel Luft zusédtzlich Kohlendioxid zugefiihrt werden muss, um das
Absinken der Karbonationen-Konzentration zu verhindern. Daher kénnen aber
auch kohlenstoffdioxidhaltige Gase verwendet werden, was bei anderen Zell-
typen nicht moglich ist. Die aus Lithium- und Kalziumkarbonat bestehende
Schmelze ist aber sehr aggressiv und greift die verwendeten Materialien an.
Daher ist die Verringerung der Korrosion und die damit verbundene Lebens-
dauerverlingerung ein wichtiges Forschungsziel fiir die Zukunft.

Festelektrolyt-Brennstoffzelle (SOFC)

Die in dieser Arbeit untersuchte Festelektrolyt-Brennstoffzelle SOFC (Solid
Oxide Fuel Cell) ist eine Hochtemperaturbrennstoffzelle, die bei zirka 1000°C
betrieben wird. Im Gegensatz zu den anderen hier beschriebenen Zelltypen
besteht die gesamte Zelle aus Feststoffen. Es treten also bei der SOFC nur
feste Werkstoffe und gasférmige Betriebsstoffe auf; ein zusétzlicher verfah-
renstechnischer Aufwand (wie zum Beispiel eine Befeuchtung der Gase oder
das Hinzufiihren von Kohlendioxid) beim Betrieb des Elektrolyten ist daher
nicht notwendig. Aufferdem entféllt die Verwendung teurer katalytisch akti-
ver Edelmetalle, da bei dieser hohen Betriebstemperatur die relevanten che-
mischen Reaktionen bereits stattfinden [LDO00]. Die Herstellungskosten einer
SOFC sind daher verhéltnisméfig niedrig. Die verwendeten Gase miissen nicht
so rein sein, wie bei anderen Brennstoffzellen-Typen. Dafiir ist der elektrische
Wirkungsgrad einer SOFC mit 55-65% [ITO01]| niedriger als bei den Nieder-
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temperaturbrennstoffzellen (AFC, PAFC und PEM). Dagegen besitzen auch
moderne Steinkohlekraftwerke einen elektrischen Wirkungsgrad von nur 45%.
Der durchschnittliche Wirkungsgrad von Kohlekraftwerken in der Europaii-
schen Union betrigt derzeit sogar nur 36% (Quelle: E.ON AG).

Die hohe Betriebstemperatur der SOFC fiihrt dazu, dass die maximal elek-
trochemisch nutzbare Energiemenge (die Gibbsche Freie Energie) geringer ist
als bei einer MCFC mit einer niedrigeren Betriebstemperatur. Dafiir ist der
Innenwiderstand einer SOFC kleiner, da ein relativ diinner Elektrolyt fiir den
Betrieb moglich ist.

Die in dieser Zelle verwendeten Materialien sind grofitenteils keramische Werk-
stoffe. Auch der Elektrolyt ist eine Keramik: Yttrium-stabilisiertes Zirkonoxid,
das fiir Sauerstoffionen (O?7) leitfihig ist. Im Elektrolyt wird daher der La-
dungstransport von den Sauerstoffionen getragen.

Das Funktionsprinzip einer Brennstoffzelle wird am Beispiel einer SOFC im
folgenden Abschnitt 2.1 ndher erlautert.

2.1 Aufbau und Funktionsweise einer SOFC

Eine Brennstoffzelle ist ein galvanisches Element, das Reduktions- und Oxidations-
mittel raumlich getrennt miteinander chemisch reagieren lésst.

In Abbildung 2.1 ist der Aufbau einer SOFC schematisch dargestellt. Bei einer elek-
trischen Belastung der Zelle flieft Strom (mit technischer Zahlrichtung) von der
Kathode zur Anode der Brennstoffzelle, da ein Potenzialgefille zwischen den Elek-
troden auftritt, wenn Sauerstoffgas an die Kathode und Wasserstoffgas an die Anode
gelangt. Dieses Potenzialgefille tritt auch im unbelasteten Fall (im Leerlauf) auf. Die
Kathode ist also im Vergleich zur Anode positiv geladen. Da ein solches Potenzial-
gefille nur entstehen kann, wenn gegen das elektrische Feld elektrische Ladungen
verschoben werden, muss es - neben dem elektrischen Feld - eine weitere antreiben-
de Kraft in der Zelle geben.

Diese Kraft, die eine Verschiebung der Ladungen bewirkt und zur Entstehung des
Potenzialgefélles fiihrt, ist die Diffusion. Sie wird angetrieben durch Konzentrations-
gefille beweglicher Teilchen in einem Material. Diese Teilchen sind bei der SOFC die
O2~-Sauerstoffionen, denn deren Konzentration ist in der Kathode sehr hoch und
in der Anode nahezu nicht vorhanden. Die Werkstoffe von Kathode, Elektrolyt und
Anode miissen also fiir Sauerstoffionen leitfahig sein, damit durch Diffusion ein Po-
tenzialgefélle entstehen kann. Wenn das gegen den Ionenstrom wirkende elektrische
Feld so groft geworden ist, dass sich diese beiden entgegen wirkenden Kréfte ausglei-
chen, befindet sich das System Brennstoffzelle im elektrochemischen Gleichgewicht.
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An der Kathode liegt - wie in Abbildung 2.1 dargestellt - Sauerstoffgas an. Um dieses
Gas zu ionisieren und in Sauerstoffionen umzuwandeln, muss die chemische Reaktion

1
502 +2e” — 0% (Reduktion in der Kathode)

in der Kathode ablaufen. Da diese Reaktion an einem Ort stattfinden muss, an
dem die drei beteiligten Stoffe/Phasen zusammentreffen, wird er Drei-Phasen-Grenze
genannt. In den Abbildungen 2.1 und 2.2 ist die Drei-Phasen-Grenze jeweils mit
einem gelben Punkt markiert. Da der gasformige Sauerstoff an diese Grenze gelangen
muss, darf die Kathode nicht massiv sein, sondern muss eine gasdurchléssige pordse
Struktur besitzen, wie sie in Abbildung 2.2 dargestellt ist. Zudem ist durch die
Porositat eine grofse katalytisch aktive Oberfliche - eine grofe Drei-Phasen-Grenze
- gegeben, was zu einer Steigerung der Leistungsfahigkeit der SOFC beitragt.

Das Kathodenmaterial muss in der Lage sein, bei den herrschenden Temperatu-
ren das Sauerstoffgas durch die Aufnahme von Elektronen in Ionen umzuwandeln
und danach in das eigene Materialgefiige einzubauen. Chemische Reaktionen, bei
denen Elektronen aufgenommen werden, bezeichnet man in der Elektrochemie als
Reduktion. Die Elektrode, an der die Reduktion stattfindet wird definitionsgeméfs
als Kathode bezeichnet [HV9S].

Ein Werkstoff, der die Reduktion in der Kathode der Brennstoffzelle erméglicht und
Elektronen leitet, ist Strontium-dotiertes Lanthanmanganat (abgekiirzt LSM), ein
keramisches Material.

An der Drei-Phasen-Grenze auf der Kathodenseite entstehen also Sauerstoffionen,
die - von der Diffusion angetrieben - durch den Elektrolyt wandern. Der Elektrolyt
muss daher zwei wichtige elektrische Eigenschaften besitzen: Er soll Sauerstoffionen
leiten, muss aber fiir Elektronen einen sehr grofen ohmschen Widerstand besitzen.
Idealerweise sollte der Elektrolyt keine Elektronen leiten. Kénnten Elektronen direkt
durch den Elektrolyt fliefen, so wire die Zelle intern kurzgeschlossen und an der
auien angeschlossenen Last wiirde keine elektrische Arbeit verrichtet werden. Die
Brennstoffzelle wiirde somit nicht funktionieren.

Schon Walther Hermann Nernst - ein Pionier der Elektrochemie - erkannte bereits
1899, dass Zirkonoxid (ZrOs) fiir Sauerstoffionen (O%~) bei sehr hohen Temperatu-
ren leitend ist [LD00]. Da zudem der elektrische Widerstand fiir Elektronenleitung
in diesem Material sehr grofs ist, kann dieser Werkstoff als Elektrolyt verwendet wer-
den. Aufserdem ist dieser ebenfalls keramische Werkstoff sowohl in oxidierenden als
auch in reduzierenden Umgebungen chemisch stabil. Diese Eigenschaft ist wichtig,
denn der Elektrolyt ist mit den beiden Elektroden verbunden, an denen diese stark
unterschiedlichen Bedingungen herrschen.

Um zu verhindern, dass sich die Reaktionsgase mischen kénnen, muss der Elektrolyt
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zudem gasdicht sein. Er darf also nicht, wie die gasdurchléssigen Elektroden, poros
sein. Aufserdem soll der Elektrolyt mechanisch robust sein, was durch die Dotierung
mit Yttrium erreicht wird.

Durch die Diffusion gelangen die Sauerstoffionen durch den Elektrolyt hindurch in
die Anode, wo schlieflich die Oxidation (Elektronenabgabe)

0%~ + Hy — Hy0 + 2e~ (Oxidation in der Anode)

stattfindet. Bei dieser Reaktion verschwinden wieder die Sauerstoffionen und so ent-
steht das Konzentrationsgefille dieser Ionen von der Kathode zur Anode hin, das
den Diffusionsstrom verursacht.

Die Anode ist definitionsgeméfs die Elektrode eines galvanischen Elements, an der die
Oxidation stattfindet. Die Oxidationsreaktion findet ebenfalls an einer Drei-Phasen-
Grenze statt, die sich auch innerhalb der Anode befinden kann und in Abbildung 2.1
ebenfalls durch einen gelben Punkt gekennzeichnet ist. Das Oxidationprodukt an der
Anode ist Wasser (H20), das als Dampf zusammen mit dem unverbrannten Wasser-
stoffgas den Anodenraum wieder verldsst und iiber die Gaskanéle in der Bipolaren
Platte abtransportiert wird.

Die beiden elektrochemischen Reaktionen - Oxidation und Reduktion - lassen sich
zur Gesamtreaktion

1
502 + Hy — H50 (Gesamtreaktion)

der Festelektrolyt-Brennstoffzelle zusammenfassen.

An der Anode herrscht aufgrund des Sauerstoffmangels eine reduzierende Atmosphé-
re. Somit muss ein metallischer Werkstoff fiir die Anode verwendet werden; ein rein
keramischer Werkstoff, der Sauerstoffatome im Gefiige enthélt, wire unter diesen
Bedingungen nicht stabil. Nickel ist neben wesentlich teureren Edelmetallen dafiir
geeignet, da es eine hohe elektrische Leitfdhigkeit besitzt. Da Nickel einen hohen
thermischen Ausdehnungskoeffizienten besitzt, wiirde durch die hohe Betriebstem-
peratur eine mechanische Spannung zwischen der Anode und dem Elektrolyt ent-
stehen, die das Zellgefiige beschadigen kann. Um diese Spannungen zu vermeiden
und um die Drei-Phasen-Grenze auf den gesamten Anodenraum auszudehnen, wird
die Anode aus einem Cermet, einer Keramik-Metall-Verbundstruktur, gefertigt. Das
darin enthaltene Metall ist Nickel, der keramische Stoff ist Yttrium-dotiertes Zir-
konoxid, aus dem auch der Elektrolyt gefertigt wird. Die Anode ist pords, damit das
Brenngas die gesamte Elektrode ausfiillt. Ferner besitzt dieses Cermet sowohl fiir
Tonen als auch fiir Elektronen eine deutliche Leitfahigkeit.

Das Grokenverhéltnis der Elektroden und des Elektrolyten ist in Abbildung 2.1
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Abbildung 2.3: Aufnahme einer durchgeschnittenen SOFC mit einem Raster-
Elektronenmikroskop (Quelle: Institut fiir Werkstoffe der Elektrotechnik, Universitét
Karlsruhe [Web02])

mafsstabsgetreu dargestellt.

Abbildung 2.3 zeigt die Aufnahme einer durchgeschnittenen SOFC mit einem Raster-
Elektronenmikroskop. In dieser Aufnahme erkennt man die Porositit der beiden
Elektroden und den gasdichten Festkorper-Elektrolyt.

Werden die unterschiedlich geladenen Elektroden iiber die metallischen Interkon-
nektoren miteinander verbunden, so fliefst ein Ausgleichsstrom durch die elektrische
Last. Im Inneren der Elektroden laufen die beiden Reaktionen an den Drei-Phasen-
Grenzen ab, solange diese mit den Reaktionsgasen versorgt werden. Die Interkonnek-
toren besitzen Gas-Kanile, durch die das jeweilige Reaktionsgas an die Elektroden
gelangt.

Der gesamte Stromkreis ist in Abbildung 2.1 rot markiert dargestellt. Dabei wird
der Stromfluss von verschiedenen Ladungstrigern aufrecht erhalten. In der &ufieren
elektrischen Last, in den metallischen Interkonnektoren und in den Elektroden flie-
fen Elektronen, die vom elektrischen Feld angetrieben werden. Im Elektrolyt und
teilweise auch in der Cermet-Anode flieken Sauerstoffionen, die von der Diffusion
angetrieben werden und somit gegen das elektrische Feld flieflen kénnen. Die dafiir
notige Energie stammt aus den an den beiden Elektroden ablaufenden Reaktionen,
die somit das Konzentrationsgefille der Sauerstoffionen verursachen, das die Brenn-
stoffzelle antreibt.
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Abbildung 2.4: Prinzipieller Aufbau eines SOFC-Stacks

Die Leerlaufspannung einer mit Wasserstoff und Sauerstoff betriebenen SOFC kann
nicht grofer als die theoretische Zellspannung von Uy, = 1,2V sein. Dieser Wert wird
durch die verwendeten Gase bestimmt. Um also mit diesen verwendeten Gasen hohe-
re Spannungen zu erzielen, miissen mehrere Einzelzellen zu einem sogenannten Stack
(deutsch: Stapel) in Reihe zusammengeschaltet werden. Bei einer Parallelschaltung
von mehreren Einzelzellen in einem Stack-Verbund, kénnen auch héhere Laststro-
me entnommen werden. In Abbildung 2.4 ist als Beispiel ein Brennstoffzellenstack,
der aus nur zwei Einzelzellen besteht, schematisch dargestellt. Die Interkonnektoren
(Bipolare Platten) verbinden die Anoden und die Kathoden zweier hintereinander
liegender Einzelzellen. Durch die in die Platten eingearbeiteten Kanéle werden das
Brenn- und das Oxidationsgas rdumlich getrennt an die entsprechenden Elektro-
den gefithrt. Schlieflich gelangt auch das verbrauchte Gas durch diese Kanile aus
den pordsen Elektroden heraus. Das unverbrannte Wasserstoffgas, das aus der Anode
stammt kann in andere Einzelzellen des Stack-Verbunds gefithrt und oxidiert werden.
Wenn die Konzentration (der Partialdruck) des Wasserstoffgases auf der Anodensei-
te abnimmt, sinkt auch die erzielbare Zellspannung. Darum ist darauf zu achten,
dass in einem Stackverbund bei Parallelschaltung keine zu hohen Ausgleichsstrome
zwischen Einzelzellen fliefsen.

Die theoretisch erreichbare Spannung einer Wasserstoff/Sauerstoff-Brennstoffzelle
betragt

Upp = ——.
th nF
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Dabei ist AG die - in der Elektrochemie bedeutende - Freie Reaktionsenthalpie. Da-
runter versteht man die Energiemenge, die bei einer isobaren (konstanter Druck) und
isothermen (konstante Temperatur) elektrochemischen Reaktion eines Mols Brenn-
material frei werden kann. Bei der Brennstoffzelle sind ndmlich diese beiden Bedin-
gungen - im Gegensatz zum Verbrennungsmotor - erfiillt. Die Konstante F' wird in
der Elektrochemie Faraday-Konstante genannt und ist das Produkt der Elementar-
ladung eines Elektrons mit der Avogadro-Zahl. Da n die Ladung des Elektrolyt-Ions
in Elementarladungen angibt - bei O?~-Sauerstoffionen gilt daher n = 2 -, ist das
Produkt n - F' die Ladungsmenge, die transportiert wird, wenn ein Mol Ionen durch
den Elektrolyt gewandert ist. Die Freie Enthalpie ist von den in den Elektroden herr-
schenden Partialdriicken und der Temperatur abhéngig und kann nach [IT01, Web02]
durch die Formel

U, = —=1In (pOZ’Kathm) R : allgemeine Gaskonstante
PO3,Anode

in Abhéngigkeit der Sauerstoff-Partialdriicke (po, Kathode UNd PO, Anode) und der
thermodynamischen Temperatur T" angegeben werden. Da der Sauerstoff-Partialdruck
an der Anode auch von der Temperatur abhéngt, sinkt hdufig die Zellspannung, wenn
die Temperatur erhoht wird [ITO01].

Unter idealen Bedingungen ist der Elektrolyt der Brennstoffzelle gasdicht und rein
ionenleitend. Ferner sollen die Gaszusammensetzungen an den Elektroden zeitlich
unverdnderlich sein. Aufierdem wird angenommen, dass sich die chemischen Reaktio-
nen, die bei konstantem Druck und konstanter Temperatur stattfinden, im Gleich-
gewicht befinden. Diese Forderungen sind beim Betrieb nicht erfiillbar und darum
ist die theoretische Zellspannung praktisch nicht zu erreichen.

Bei einer elektrischen Belastung der Zelle (Isorc # 0) treten zudem Verluste auf, die
zu einer weiteren Verringerung der Zellspannung fithren. Dabei wird unterschieden
zwischen statischen Verlusten, die auch im stationéren Betrieb auftreten und dyna-
mischen Verlusten, die bei einer zeitlichen Verdnderung der elektrischen Belastung
vorliegen.

2.2 Statische Verluste in der SOFC

Die statischen Verluste treten beim stationiren, belasteten Betrieb der Zelle auf,
wenn also keine zeitlichen Verédnderungen der Betriebsparameter der Brennstoffzelle
vorliegen. Diese Verlustmechanismen lassen sich somit durch eine mathematische
Funktion (Kenulinie) Usorc = f(Isorc) beschreiben, die das elektrische Klem-
menverhalten in Abhéngigkeit des Laststroms angibt. Der prinzipielle Verlauf dieser
Funktion ist in Abbildung 2.5 dargestellt. Von der theoretischen Zellspannung wer-
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Abbildung 2.5: Der prinzipielle Verlauf der Strom/Spannungs-Kennlinie einer SOFC
und die auftretenden statischen Verluste

den die einzelnen Verlustanteile subtrahiert, sodass sich der folgende Ausdruck

Usorc(Isorc) = U —U —Ugas(Isorc)
S— N——
=Uy Gasumsatz

— UaIsorc) — Upa(Isorc) (2.1)
N— —— ————

Ohmscher Verlust Polarisationsverluste

fiir die Zellspannung ergibt. Die einzelnen Verlustspannungen lauten [IT01, Web02]:

e Stromunabhéingige Verluste

Der mit U bezeichnete Anteil ist nicht vom Laststrom Igopc abhéngig und
muss in Gleichung (2.1) eingefiihrt werden, um eine mogliche Verringerung der
Konzentrationsdifferenz der Elektrodengase zu beriicksichtigen. Diese Verrin-
gerung kann durch Undichtigkeiten entstehen oder auch durch eine vorhande-
ne Elektronenleitfdhigkeit des Elektrolyten, was zu inneren Ausgleichstrémen
in der Zelle fiithrt und die Klemmenspannung um einen bestimmten Betrag
verringert. Diese Effekte werden mit dem stromunabhéngigen Verlustanteil U
zusammengefasst beschrieben.
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e Gasumsatz
Proportional zum durch die Zelle fliefenden Strom nimmt der Gasumsatz zu.
Damit steigt auch die Konzentration von Wasserdampf im Gas auf der Ano-
denseite und die Wasserstoff-Konzentration nimmt ab. Da aber eine hohe Kon-
zentration notwendig ist, um eine hohe Zellspannung zu erhalten, nimmt diese
in Abhéngigkeit des Gasumsatzes ab. Die Spannung Ugas(Isorc) beschreibt
in Gleichung (2.1) diesen Effekt.

e Ohmscher Verlust

Beim Transport von Ladungstrigern treten immer auch ohmsche Verluste auf.
Diese werden sowohl vom Elektronen- als auch vom Ionenstrom verursacht und
durch den Term Ug (Isorc) in Gleichung (2.1) berticksichtigt. Eine unvollstin-
dige oder schadhafte elektrische Kontaktierung im Zellverbund kann zu einer
deutlichen Vergroferung dieses Verlustterms fithren. Eine mechanische Ablo-
sung der Elektroden oder die Bildung von unerwiinschten korrosionsbedingten
Zwischenschichten fiihren ebenso zu einer Vergroferung dieser ohmschen Ver-
luste. Daher ist ein zu hoher ohmscher Widerstand der Zelle ein Indiz fiir eine
mogliche Schédigung der Zelle.

Da die ionische Leitfdhigkeit in den entsprechenden Materialien temperatur-
abhéangig ist, besitzen auch diese Verluste eine Temperaturabhéngigkeit.

e Polarisationsverluste
Um die Reduktions- und Oxidationsreaktionen in der Zelle zu ermdglichen,
wird Aktivierungsenergie benétigt. Ohne diese Energiemenge kénnen die not-
wendigen chemischen Reaktionen nicht ablaufen. Daher tritt bei kleinen Stro-
men die sogenannte Aktivierungspolarisation als Verlustmechanismus, wie
in Abbildung 2.5 dargestellt, auf.

Um Sauerstoffionen durch den Elektrolyt zu bewegen, muss auch das dafiir
notige Gas von den Kanilen in den Bipolaren Platten durch die porésen Elek-
troden hindurch zum Elektrolyt gefiihrt werden. Steigt der durch die Zelle
flielende Strom, so steigt ebenfalls der Bedarf an Gasmolekiilen an den Drei-
Phasen-Grenzen. Ein Konzentrationsgefille der Gasmolekiile zwischen den Bi-
polaren Platten und dem Elektrolyt verursacht dabei den notwendigen Trans-
portvorgang der Gase. Steigt der Strom, so steigt auch der Gasstrom, weil
sich ein Konzentrationsgefille in den Elektroden bildet. Das bedeutet aber
auch, dass die Gaskonzentration und damit auch der Partialdruck an den
Drei-Phasen-Grenzen abnimmt, was zu einer stromabhéngigen Verringerung
der Zellspannung fiihrt. Dieser Effekt wird Diffusionspolarisation genannt.

Die Polarisationsverluste besitzen eine deutlich nichtlineare Abhangigkeit vom
Zellstrom, was in Abbildung 2.5 schematisch dargestellt ist.
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Abbildung 2.6: Dynamische Prozesse bei der SOFC und ihre Zeitkonstanten

2.3 Dynamische Prozesse in der SOFC

Zur vollstdandigen Charakterisierung von SOFC-Hochtemperaturbrennstoffzellen ist
die alleinige Betrachtung der statischen Strom/Spannungs-Kennlinie nicht ausrei-
chend. Zusétzliche Informationen iiber physikalische Vorgénge in einer betriebenen
Brennstoffzelle konnen durch die Untersuchung der dynamischen Prozesse gewonnen
werden. Unter dynamischen Prozessen werden hierbei zeitgetriebene Vorgéange ver-
standen, die nur durch Differenzial- oder Integralgleichungen mathematisch beschrie-
ben werden konnen. Eine Verdnderung der Betriebsparameter (Strom, Temperatur,
Gasversorgung) regt die sich im Gleichgewicht befindende Brennstoffzelle an. Dabei
wird der bisherige Gleichgewichtszustand verlassen und ein neuer stellt sich inner-
halb einer bestimmten Zeitspanne ein. Die Zeitdauer, die benétigt wird, um die neue
Ruhelage zu erreichen, wird durch Zeitkonstanten beschrieben. Je grofer diese Zeit-
konstanten sind, desto langsamer sind die fiir das Erreichen des neuen Gleichgewichts
verantwortlichen dynamischen Prozesse. Daher kann aufgrund der Groéfsenordnung
der Zeitkonstanten eine grobe Zuordnung zu bestimmten bekannten dynamischen
Vorgéngen erfolgen. In Abbildung 2.6 ist ein Uberblick iiber dynamische Prozesse
in der SOFC und ihre entsprechenden Zeitkonstanten dargestellt. Es zeigt sich, dass
ein grofser Bereich von Zeitkonstanten untersucht werden muss. Die Zeitkonstanten
der schnellen Prozesse betragen nur wenige Mikrosekunden; die langsamen Prozesse
laufen dagegen innerhalb von Monaten oder Jahren ab. Daher miissen verschiedene
Methoden gewéhlt werden, um die Dynamik von Brennstoffzellen beschreiben zu
koénnen.

Die langsamen Prozesse werden durch Messungen des Klemmenverhaltens (Strom-
und Spannungsmessungen) {iber die Zeit erfasst. Vor allem die langsamen Degrada-
tionsvorginge (Alterungsvorginge) werden auf diese Weise untersucht. Auch schnel-
lere Verdnderungen, wie beispielsweise die Formierung der Zelle bei der ersten elek-
trischen Belastung, werden so ausgewertet [Sch03, SKIT02]. Die bei Lastwechseln
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auftretenden Einschwingvorgénge liegen in der gleichen Gréffenordnung und kénnen
durch einfache nichtlineare Modelle beschrieben werden [HWKT06].

Die Gasdiffusion, die einen Teil des statischen Klemmenverhaltens vor allem bei
hohen Belastungen verursacht, zeigt aber auch ein dynamisches Verhalten, wenn
sich die Belastung der Zelle verdndert. Dieses Verhalten besitzt sehr kleine Zeitkon-
stanten im Bereich von wenigen Mikrosekunden. Ebenso sind Ladungstriagertrans-
portvorgénge oder Effekte an Grenzflichen, an denen elektrochemische Reaktionen
ablaufen, sehr schnell. Diese sehr schnellen Dynamiken werden traditionell mit der
sogenannten Impedanzspektroskopie beschrieben, die in der Elektrochemie seit den
1940er-Jahren eingesetzt wird, um dynamische Prozesse in galvanischen Elementen
zu beschreiben [Mac87, Sch02].

Bei der Impedanzspektroskopie wird die frequenzabhéngige Impedanz Zsorc(jw)
einer Zelle aufgezeichnet, indem dem konstanten Laststrom Iy im Arbeitspunkt ein
zusétzlicher zeitabhéngiger sinusférmiger Strom

Al = ’L'() Sin(th)

iiberlagert wird. Dabei wird die Amplitude ig im Vergleich zum Strom I im Arbeits-
punkt verhéltnisméfig klein gewéhlt, damit nichtlineare Effekte vernachlassigbar
sind. Nach einer Einschwingphase wird an den Klemmen der Zelle eine Verlustspan-
nung der Form

u(t) = Uy + ug sin(wot + Ad)

gemessen. Aus dem Verhéltnis von ig und ug sowie der Phasenverschiebung A¢ kann
die komplexwertige Impedanz
% ing

Zsorc(jwo) = W

fiir die Frequenz wy berechnet werden. Dieser Vorgang kann fiir verschiedene diskre-
te Frequenzen durchgefiihrt werden. Auf diese Weise erhédlt man fiir jede dieser v
diskreten Frequenzen

Wo,1,W0,2; - - -, W0,

)

den entsprechenden Impedanzwert

Zsorc(jwo,1), Zsorc(jwo2), - -, Zsorc(jwo,)

der Brennstoffzelle. In Abbildung 2.7 ist die durch eine solche Messreihe punktweise
aufgenommene Impedanz einer SOFC-Einzelzelle durch Kreuze dargestellt. Um von
dieser Impedanzmessung ausgehend zu einer geschlossenen Darstellung der Zellim-
pedanz zu gelangen, muss ein geeigneter Ansatz Zpsoqen(jw) gewdhlt werden. Mit
einem numerischen Optimierungsverfahren konnen dann die Parameter der Ansatz-
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Abbildung 2.7: Gemessene und geschiitzte Impedanz einer SOFC-Einzelzelle (Mes-
sung: Institut fiir Werkstoffe der Elektrotechnik, Universitit Karlsruhe)

funktion so bestimmt werden, dass die Abweichungen zwischen Messung und Modell
minimal werden. Ein méogliches Giitemafs kann als

J = Z |Zsorc(jwok) — Zaoden (Jwo,k)|
k=1

formuliert werden, das den Betrag der komplexwertigen Differenz zwischen Modell
und gemessener Impedanz als Fehlermafs verwendet. Ein empirischer Ansatz zur An-
passung eines analytischen Modells an die Messdaten lautet [Mac87, Sch02, FK41]:

Ry

Goron)® (2.2)

N
ZModenn = Ro + Z T —.

n=1
Dabei sind die R,, Widerstandswerte und 7y ,, sind Zeitkonstanten von dynamischen
Prozessen, die durch die kleinen Auslenkungen um die Ruhelage angeregt wurden.
Alle Widersténde und Zeitkonstanten sind reelle, positive Zahlen. Eine Besonderheit
in der Impedanz (2.2) sind die ebenfalls reellwertigen Parameter «,, die zwischen
0 und 1 liegen. Diese sind notwendig, um die vorliegenden Impedanzdaten genau
beschreiben zu konnen, denn eine Verkleinerung der «,, fiihrt zu flacheren Impe-

danzbdgen.
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Mit Gleichung (2.2) wurde die Struktur des Impedanzmodells in Abhéngigkeit von
N angesetzt. Dieser Parameter muss bereits vor der Optimierung festgelegt werden.
Je grofser N gewdhlt wird, desto genauer kann die Impedanzmessung beschrieben
werden. Ein zu grofer Wert sollte aber nicht vorgegeben werden, denn es miissen
insgesamt 3N + 1 Parameter geschiitzt werden. Das Finden eines (globalen) Mini-
mums des Gilitemafes J wird deutlich schwieriger, wenn zu viele Modellparameter
bestimmt werden miissen. Bei der Wahl von N gilt daher der Grundsatz: Der Pa-
rameter N muss so grofs wie notig, sollte aber auch so klein wie moglich gewahlt
werden.

Eine numerische Optimierung mit einem Gradientenabstiegsverfahren fiihrt schlief-
lich zu einem geeigneten Parametersatz, dessen Impedanzverlauf ebenfalls in Abbil-
dung 2.7 eingezeichnet ist und durch

0,001719
1+ (jw9,089)0:54
0,02339 0,01054
1+ (jw1,113)0.97 1 + (jw 0,000167)0:54

Ztoden(jw) = 0,0375 +

(2.3)

als Gleichung dargestellt werden kann. Man erkennt in Abbildung 2.7, dass das
Modell und die gemessene Impedanz eine hohe Ubereinstimmung aufweisen. Die ge-
schétzten optimalen Werte der Parameter o, in (2.3) sind reellwertig und liegen
zwischen 0 und 1. Die Einfiihrung dieser reellwertigen Exponenten fiir die Beschrei-
bung der Zellimpedanz ist also notwendig.

Die Impedanz hingt von den Betriebsbedingungen (z.B. Temperatur, Brenngaszu-
sammensetzung, Laststrom /Lastspannung, u.s.w.) der Zelle ab. In Abbildung 2.8 ist
das Ergebnis einer Impedanzmessung bei verschiedenen elektrischen Lastbedingun-
gen dargestellt. Der aus der Zelle entnommene Laststrom wurde dabei zwischen 1 A
und 12 A variiert.

Das Aufzeichnen einer Zellimpedanz mit der vorgestellten Methode der elektrischen
Impedanzspektroskopie besitzt den bedeutenden Vorteil einer hohen Genauigkeit,
da nur der eingeschwungene Fall betrachtet wird, um die Zellimpedanz fiir eine feste
Frequenz zu ermitteln. Es wird jedoch eine sehr grofse Datenmenge aufgezeichnet, aus
der nur verhéltnisméfkig wenig Information zu entnehmen ist. Ferner ist zu beachten,
dass die elektrische Impedanzspektroskopie ein sehr zeitaufwéandiges Verfahren ist,
das zudem nur dann sinnvoll eingesetzt werden kann, wenn sich die Zellimpedanz
zeitinvariant verhélt. Die Messung der in Abbildung 2.7 dargestellten Impedanz dau-
erte beispielsweise ungefahr 20 Minuten. Innerhalb dieser Zeitspanne darf sich die
Impedanz nicht verdndern, da sonst die ersten und die letzten gemessenen Impe-
danzpunkte im Frequenzbereich verschiedene Impedanzen beschreiben.

Eine Schétzung der Impedanz unter zeitvarianten Bedingungen wére aber sehr hilf-
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Abbildung 2.8: Gemessene Impedanz einer SOFC-Einzelzelle in Abhéngigkeit des
Laststroms (Messung: Institut fiir Werkstoffe der Elektrotechnik, Universitit Karls-
ruhe)

reich, da auf diese Weise schon friihzeitig kritische Betriebszustdnde erkannt und
vermieden werden kénnen. Auch langsame, schleichende Verdnderungen in den Werk-
stoffen der Zelle konnten detektiert werden, wenn eine zeitvariante Impedanzschét-
zung moglich ware.

Die lange Zeitdauer einer Impedanzspektroskopie wird vor allem durch die langsa-
men Prozesse mit groflen Zeitkonstanten verursacht.

2.4 Zusammenfassung

Die Technologie der SOFC-Hochtemperaturbrennstoffzelle ist eine vielversprechende
neue Methode, um auf elektrochemischem Weg chemische Energie direkt in elektri-
sche Energie (und Warme) umzuwandeln. Dabei ist der effiziente, kostengiinstige Be-
trieb dieser Anlagen nur moglich, wenn geeignete Werkstoffe zur Verfiigung stehen,
die unter den gegebenen physikalischen Bedingungen besténdig und funktionsfahig
sind.

Die Beschreibung der Werkstoffe durch mathematische Modelle ist daher besonders
wichtig, um aus Messungen des elektrischen Verhaltens der Zelle Riickschliisse auf
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innere Vorginge in den Materialien zu ermdglichen.

Besonders dynamische Impedanzmodelle sind sehr weit verbreitetet, um eine ma-
thematische Beschreibung der Zelldynamik zu erhalten. Die etablierte Methode der
elektrischen Impedanzspektroskopie (EIS) ist jedoch neben der sehr hohen Genauig-
keit mit einigen Nachteilen - vor allem fiir die Online-Uberwachung des Zellbetriebs -
behaftet. Die Durchfithrung von Messungen mit der EIS dauert verhdltnisméfig lan-
ge und erfordert zeitinvariante Zellen iiber den gesamten Messzeitraum. Diese beiden
Nachteile sollen durch eine modellgestiitzte Online-Schitzung im Zeitbereich vermie-
den werden. Doch bevor diese Onlineschéitzung im Zeitbereich durchgefiihrt werden
kann, miissen zunéchst die verwendeten Impedanzmodelle im Kapitel 3 ndher unter-
sucht werden, denn sie besitzen eine ungewohnliche mathematische Eigenschaft, die
eine Beschreibung im Zeitbereich erschweren wird.






Kapitel 3

Lineare fraktionale Systeme

In der Regelungstechnik sind mathematische Modelle ein bedeutendes Werkzeug,
um das Verhalten von realen technischen Prozessen zu beschreiben. Das Formu-
lieren dieser Modelle ist hdufig der erste Schritt bei der Losung einer konkreten
automatisierungstechnischen Aufgabe.

Um physikalische Vorgdnge mathematisch beschreiben zu koénnen, werden in der
Regel Naturgesetze, empirische Gleichungen oder messtechnisch gewonnene Modelle
verwendet. Treten in diesen Formeln Ableitungen von physikalischen Grofen auf, so
fithrt dies auf Differenzialgleichungen. Besonders die Naturgesetze der Physik und
der Chemie, die zeitlich ablaufende Vorgénge beschreiben, werden mit Methoden der
Integral- und Differenzialrechnung formuliert.

Die bekannte aus der Mechanik stammende Newtonsche Gleichung
F(t) =maf(t)

beschreibt den mathematischen Zusammenhang der zeitabhéngigen Beschleunigung
a(t) mit der auf die Punktmasse m wirkenden resultierenden ebenfalls zeitabhéngigen
Kraft F(t). Da die Beschleunigung a(t) die zweite Ableitung der Position x(t) nach
der Zeit ist, liegt bereits eine Differenzialgleichung

F(t) = mi(t)

vor, die gelost werden muss, um die Position x(t) der Punktmasse mathematisch
zu beschreiben. Wenn die Kraft von der Position z(t) und der Geschwindigkeit ()
gemafs

F(z(t),z(t)) = —cx(t) — d2(t)

abhéngt, so fiihrt dies auf die Differenzialgleichung

mi(t) + 0&(t) + cx(t) =0
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eines Feder-Masse-Dampfer-Systems. Mit bekannten Anfangswerten z(0) und 4(0)
kann schlieflich diese Differenzialgleichung dazu verwendet werden, um die Position
z(t) einer Punktmasse m in Abhéngigkeit der Zeit eindeutig zu bestimmen.

Die Gestalt der grundlegenden Naturgesetze und ihre Formulierung mit Methoden
der Integral- und Differenzialrechnung fiihrt auf Differenzialgleichungen, in denen
ganzzahlige Ordnungen der Ableitungen der Systemgrofen auftreten. Doch diese
grundlegenden Naturgesetze beschreiben eigentlich nur unter idealen Bedingungen
das dynamische Verhalten der realen Welt. Im soeben vorgestellten Feder-Masse-
Démpfer-System wird von einer idealen Punktmasse ausgegangen, die keine rdum-
liche Ausdehnung besitzt, aber an einem einzigen Punkt z(¢) konzentriert auftritt.
Auch bei der Reibung wurde idealisiert davon ausgegangen, dass diese nur linear
von der Geschwindigkeit der Punktmasse abhéngt. Selbstverstandlich ist die reale
Welt immer wesentlich komplexer als mathematische Modelle dieser realen Welt.
Jedoch sind die fast immer gemachten idealisierenden Annahmen nétig, um mit ver-
tretbarem Aufwand ein Modell aufstellen und regelungstechnische Methoden darauf
anwenden zu konnen. Eine Beriicksichtigung der Haftreibung wiirde beispielsweise
das mathematische Modell fiir das Feder-Masse-Dampfer-System verbessern, aber
gleichzeitig wéiren viele Methoden der linearen Systemtheorie nicht mehr anwend-
bar, da das erweiterte neue Modell nichtlinear ware.

Man muss also bei der Modellbildung eine Abwégung vornehmen, um einen Kompro-
miss zwischen Genauigkeit und praktischer Verwendbarkeit des Modells zu finden.
Die in dieser Arbeit untersuchte Impedanz von Brennstoffzellen erfordert eine unge-
wohnliche, aber notwendige mathematische Modellform, um eine hinreichend genaue
und systemtheoretisch handhabbare Beschreibung im Zeitbereich zu ermoglichen.

3.1 Mathematische Modellierung der Zellimpedanz
mit Cole-Cole-Gliedern

Wie bereits im Kapitel 2 erwdhnt, kann die Impedanz von SOFC-Brennstoffzellen
durch Ubertragungsfunktionen der Form

L AU(w) al
Zsorc(jw) = W_RO+ZI+

ROaRnaTO,n S ]R+7 ay € (07 1]

n=1

im Frequenzbereich dargestellt werden. Die Abweichungen des Stroms und der Span-
nung werden mit Al beziehungsweise mit AU bezeichnet. Dieser Ansatz zur mathe-
matischen Beschreibung der Impedanz von elektrochemischen Prozessen ist empi-



3.1 Mathematische Modellierung der Zellimpedanz 27

risch und wird schon seit den 1940er-Jahren verwendet [Mac87]. Dabei ist Ry der
rein ohmsche Widerstand der Zelle und

Ry

— nef{l,2,..N
1+(JWTO,7L)Q" { }

sind N sogenannte Cole-Cole-Glieder (siehe Definition 3.1), die in der Elektrochemie
weit verbreitet sind und erstmals von Cole und Cole 1941 angegeben wurden [CC41].

Definition 3.1 (Cole-Cole-Glied):

Das durch die Ubertragungsfunktion

R

T+ G o

Zoo(jw) =

definierte lineare System mit den Parametern R,7o € R und o € (0,1] wird
Cole-Cole-Glied genannt.

Durch den reellwertigen Exponenten « unterscheiden sich Cole-Cole-Glieder von ge-
wohnlichen Verzogerungsgliedern erster Ordnung, wie sie in der Regelungstechnik
verwendet werden. Der Parameterwert o = 0 wird in der Definition 3.1 ausgeschlos-
sen, da in diesem Fall die Impedanz Zoe(jw) zu einem gewohnlichen ohmschen
Widerstand entartet wiirde.
Um den Einfluss des Exponenten verstehen zu kénnen, sind die Ortskurven des Cole-
Cole-Glieds
L 1

Zoc(jw) = 1 (o)® (3.3)
fir « = 0,25, @« = 0,5, @ = 0,75 und « = 1 in Abbildung 3.1 dargestellt. Dabei ist
in Abbildung 3.1 zu erkennen, dass die Ortskurve mit kleiner werdendem Exponent
immer flacher wird. Fiir « — 1 wird ein Cole-Cole-Element zu einem Verzégerungs-
glied erster Ordnung und die Ortskurve trifft die reelle Achse der komplexen Ebene
rechtwinklig. Die abgeflachten Halbkreise in der Ortskurvendarstellung sind eine
charakteristische Eigenschaft von Cole-Cole-Elementen. Da die gemessenen Impe-
danzortskurven von SOFC-Brennstoffzellen ebenfalls diese abgeflachten Halbkreise
aufweisen, ist die Verwendung von Cole-Cole-Gliedern notwendig. In den Abbildun-
gen 3.2 und 3.3 sind die Betrags- und die Phasenverldufe des Cole-Cole-Glieds (3.3)
fiir verschiedene Werte des Exponenten « dargestellt. Dabei ist zu erkennen, dass
ein kleiner werdender Exponent zu einem sanfteren abknicken des Betragsverlaufs
fiihrt. Auch der Ubergang der Phase von /{Zcc(jw)} = 0 fiir kleine Frequenzen w
zum Wert /{Zcc(jw)} = ma/2 fiir hohe Frequenzen w — oo wird weicher, wenn
ein kleiner Wert fiir « vorliegt. Spéater im Kapitel 4 wird sich herausstellen, dass
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Abbildung 3.1: Ortskurven von Cole-Cole-Gliedern mit verschiedenen Exponenten
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Abbildung 3.2: Betragsverlaufe von Cole-Cole-Gliedern mit verschiedenen Exponen-
ten «
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Abbildung 3.3: Phasenverldufe von Cole-Cole-Gliedern mit verschiedenen Exponen-
ten a

die mathematische Beschreibung von Cole-Cole-Gliedern im Zeitbereich wesentlich
aufwéndiger ist, wenn a kleine Werte annimmt.

In Abbildung 3.4 ist der Verlauf des Imaginérteils der Impedanz eines Cole-Cole-
Glieds dargestellt. Dabei ist zu erkennen, dass das Minimum des Imaginérteils un-

abhéngig von « bei der Frequenz
1

Wy = —

70
liegt. Auferdem ist diese Frequenz von Bedeutung, da sich bei der Asymptotennédhe-
rung des Betragsverlaufs bei wy der Schnittpunkt der beiden Asymptoten fiir kleine
und fiir grofle Frequenzen befindet. Fiir sehr grofte Frequenzen w — oo kann der

Betragsverlauf eines Cole-Cole-Glieds durch

|Zoc(jw)| ~ (@m0)"

angenahert werden; fiir sehr kleine Frequenzen gilt dagegen die Ndherung
\ch(jw)| ~ R.

Daraus folgt, dass sich diese beiden Asymptotengeraden bei wg schneiden, wenn eine
doppelt-logarithmische Darstellung gewahlt wird.
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Abbildung 3.4: Imaginirteil der Ubertragungsfunktionen eines Cole-Cole-Glieds mit
verschiedenen Exponenten «

Die Ortskurven von Cole-Cole-Gliedern sind immer Teil eines Kreises mit dem Ra-
dius

R
e (3.4)
cos (5( - a))
um den Mittelpunkt
R R T
ZMfiJrjEtan(E(lfa)) (3.5)

in der komplexen Zahlenebene. Diese Tatsache lasst sich zeigen, wenn die Impedanz
(3.2) in Real- und Imaginérteil getrennt wird
R
A ) = —_— =
R [1+ (wro)® (cos (aF) — jsin (aF))]
142 (wr)” cos (aF) + (wr0)**

und in die Kreisgleichung
[Zco(jw) = Zul = p
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Abbildung 3.5: Eigenschaften der Ortskurve eines Cole-Cole-Glieds

mit dem unbekannten komplexwertigen Kreismittelpunkt Zp; und dem reellwer-
tigen, positiven Radius p eingesetzt wird. Dieser Ansatz fiihrt schlieflich auf ein
Gleichungssystem, dessen Losung sich als (3.4) und (3.5) herausstellt. In Abbildung
3.5 sind diese Zusammenhénge, die zur Konstruktion der Ortskurve eines Cole-Cole-
Glieds verwendet werden konnen, dargestellt.

Wiirde in Gleichung (3.2) ein ganzzahliger Exponent o € IN auftreten, dann wére das
Cole-Cole-Glied im Zeitbereich nach einer inversen Laplacetransformation - nachdem
s = jw gesetzt wird - durch die gewohnliche Differenzialgleichung

+ult) = Ri(t) (3.7)

beschreibbar, wobei der Strom i(t) als Eingangsgrofie und die Spannung w(t) als
Ausgangsgrofie zu verstehen sind. Bei einem Cole-Cole-Glied ist der Exponent «
eine reelle Zahl, fiir die zudem 0 < o < 1 gilt. Unter diesen Bedingungen wére die
Differenzialgleichung (3.7) nur definierbar, wenn eine Operation D im Zeitbereich
existiert, fir die

sYF(s) == Dy{f(t)}

gilt, wenn F'(s) die Laplace-Transformierte von f(¢) ist. Dann kénnte mit diesem -
noch hypothetischen - Operator die Differenzialgleichung eines Cole-Cole-Glieds wie
folgt definiert werden:

TD{u(t)} + u(t) = Ri(t).
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Anschaulich betrachtet, miisste dieser neue Operator eine micht-ganzzahlige Ablei-
tung, also eine Ableitung der reellwertigen Ordnung « ausfiithren. Zudem sollte dieser
Operator fiir @ = 1 mit der konventionellen einfachen Ableitung identisch sein, es
sollte also
df (t)
DIt} ==~ (3.8)
dt

gelten. Zusétzlich muss der gesuchte Operator Dy linear sein, er sollte also ebenso
die Bedingung

Di{c11(t) + caga(t)} = 1 D { o1 (1)} + 2D {92(t) } (3.9)

erfillen.

Im folgenden Abschnitt werden die Grundlagen der Theorie der fraktionalen Ab-
leitungen vorgestellt, die sich mit nicht-ganzzahligen Ableitungen befasst und somit
zur Beschreibung des Ubertragungsverhaltens von Cole-Cole-Gliedern im Zeitbereich
verwendet werden kann. Mit der fraktionaler Differenzialrechnung wird es gelingen,
einen geeigneten Differenzialoperator D' zu definieren, der die oben genannten Be-
dingungen erfillt.

3.2 Grundlagen fraktionaler Ableitungen

Schon Gottfried Wilhelm Leibniz, einer der Pioniere der klassischen Differenzial- und
Integralrechnung, stellte in einem Brief vom 30. September 1695 an de [’Hopital die
Frage, ob es eine Bedeutung fiir eine halbe Ableitung gibt. Aufierdem vermutete Leib-
niz, dass daraus niitzliche Konsequenzen folgen konnten. Doch erst im 19. Jahrhun-
dert begann in der Mathematik die Entwicklung einer Theorie fiir nicht-ganzzahlige
Ableitungen, fiir die schlieflich der Begriff fraktionale Ableitungen gewéhlt wurde.
Erst mit der im Juni 1974 veranstalteten First Conference on Fractional Calculus
and its Applications an der University of New Haven (Connecticut, USA) begann
eine nennenswerte Entwicklung dieser mathematischen Theorie. Seit dieser Konfe-
renz beschéftigen sich auch immer mehr Naturwissenschaftler und Ingenieure mit
fraktionalen Ableitungen und ihren Anwendungen.
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3.2.1 Definitionen fiir fraktionale Ableitungen und Integra-
tionen

3.2.1.1 Definition nach Riemann-Liouville

Die Definition der fraktionalen Ableitung nach Riemann-Liouville ist die bekann-
teste Definition einer nicht-ganzzahligen Ableitung und ist in allen Standardwerken
[Pod99, 0S02, SKM93, MR93| der fraktionalen Analysis zu finden. Erstmals wur-
de sie jedoch von Bernhard Riemann, auf Arbeiten von Joseph Liouville aus dem
19. Jahrhundert basierend, entwickelt und verdffentlicht [Rie53]. Sie kann durch eine
Verallgemeinerung der Cauchy-Dirichletschen-Formel fiir eine mehrfache Integration
formuliert werden.

Zunichst wird in Definition 3.2 der Operator ,ZJ* fiir die n-fache Integration einge-
fiihrt. Dieser kann auch auf nicht-ganzzahlige, also fraktionale Integrationen erwei-
tert werden. Ausgehend von der fraktionalen Integration kann schlieflich die frak-
tionale Ableitung nach Riemann-Liouville als der Inverse Operator zur fraktionalen
Integration eingefiihrt werden.

In Definition 3.2 wird ein Operator eingefiihrt, der als Abkiirzung dafiir dient, dass
eine Funktion n-mal von der unteren Integrationsgrenze a bis zur Variablen ¢ inte-
griert wird.

Definition 3.2 (Integraloperator ,Z7}):

Der Operator

tn—1 t1

t
L)} = /t ] flto)dto---dt,—adt, (3.10)

n—2=0a to=a

fiihrt die n-fache Integration iber die Funktion f(t) aus. Dabei ist a die untere
Integrationsgrenze jeder Integration und es gilt n € INy.
Fiir den Sonderfall n = 0 wird der Operator zu

I f(2)} = £(2)

definiert.

Mit diesem neuen Integraloperator kann die Cauchy-Dirichletsche Formel der mehr-
fachen Integration, wie in Satz 3.1 angegeben werden [Dre76].
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Satz 3.1 (Cauchy-Dirichletsche Formel fiir mehrfache Integration):

Die mehrfach ausgefihrte Integration kann fiir n € IN durch die Formel

t

TIO) = gy [ = .11

=a

auf eine einfache Integration zuriickgefithrt werden.

Der Beweis dieses Satzes ist im Anhang C angegeben.

Mit der zur Verfiigung stehenden Cauchy-Dirichletschen-Formel (3.11) kann eine n-
fache Integration ausgefiithrt werden, wobei bis jetzt n € IN gilt. Der néchste Schritt
zur fraktionalen Ableitung hin, ist die Verallgemeinerung dieser Formel fiir reelle
Werte o € R. Hierzu muss die Fakultdt durch die im Anhang A (Definition A.1)
angegebene Gamma-Funktion I'(-) ausgedriickt werden. Man verwendet hierzu die
Gleichung

(a =)' =T(w), (3.12)
die auch fiir positive reelle Zahlen o ausgewertet werden kann.

Definition 3.3 (fraktionale Integration nach Riemann-Liouville):

FEine fraktionale Integration der Ordnung o € R ist durch

IO} = ﬁ / () e (3.13)

definiert [Pod99, 0502, SKM93, MR9I3|.

Anmerkung: Wenn in dieser Arbeit in Formeln der fraktionalen Differenzial-
rechnung Integrale auftreten, dann sind diese als Riemann-Integrale zu interpre-
tieren. Es wird also lokale absolute Integrierbarkeit in R* vorausgesetzt.

In dieser Arbeit wird immer von einer unteren Integrationsgrenze a = 0 ausgegan-
gen, da zur Impedanzschéitzung bei der Brennstoffzelle ein bekannter, fester An-
fangszeitpunkt existiert, der zu tg = 0 gesetzt wird. Darum wird beim fraktionalen
Integraloperator ,Z;* fiir @ = 0 die untere Integrationsgrenze nicht mehr explizit
angegeben; es gilt also die folgende Vereinbarung;:

oL{f (D)) =T {f(1)}-

Aufgrund der Gestalt des Integrals in Gleichung (3.13) ist es méglich, den fraktio-
nalen Integraloperator Z{* durch ein Faltungsintegral auszudriicken. Diese fiir Sys-
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temtheoretiker vertrautere Interpretation wurde schon in [Doe58| verwendet.

In Abschnitt A des Anhangs ist die allgemeine Form eines Faltungsintegrals in De-
finition A.3 angegeben.

Wird fiir & € R™ eine Funktion

0, t<0
1, t>0

mit der Sprungfunktion o(t) = {

definiert, so kann der fraktionale Integraloperator Z;* als eine Faltung mit der Funk-
tion @,(t) wie folgt dargestellt werden [GM97]:

LI} = alt) * f(2)-

Es lasst sich jetzt auch die Zusammensetzungsregel fiir eine wiederholte Anwendung
des Operators Z;* angeben. Wird der Operator Z;* auf Itﬁ {f(t)} angewendet, so kann
das Ergebnis durch eine zweifache Faltung

T2 {TP (O} ) = ®alt) = ®p(t) « £(2)

berechnet werden. Die erste Faltung ®,(¢) * ®5(t) kann mit dem Faltungsintegral
wie folgt berechnet werden:

B (£)  D(t) = m /T:O o — )P dr = ﬁtaﬂf*l — B s(t).

Da ®,(t) * ®5(t) = Pot5(t) gilt, kann die folgende Zusammensetzungsregel

T {TP 0} = TP ) (3.14)
fiir den fraktionalen Integraloperator angegeben werden.

Nachdem die fraktionale Integration eingefithrt und einige ihrer wesentlichen Eigen-
schaften vorgestellt wurden, soll ein fraktionaler Differenzialoperator Df* definiert
werden, der eine Inversion des Operators Z;* durchfiihrt. Es soll also der folgende
Zusammenhang

DT} = £(1)

zwischen fraktionaler Integration und fraktionaler Ableitung gelten. Eine einfache
Herangehensweise wire das Verwenden negativer Ordnungen —c« fiir den fraktionalen
Integraloperator. Dieser Ansatz wiirde zu folgender Definition

D0} = s [ (3.15)

(=) Jrm E=r)71

fiir die fraktionale Ableitung fiihren. Leider zeigt sich schon bei der Berechnung der
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fraktionalen Ableitung der einfachen Funktion f(t) =1 (fiir « = 1/2), dass die De-
finition nach Gleichung (3.15) weniger ratsam ist. Das zu berechnende uneigentliche

Integral
t

dr

Pty [ e g ]

konvergiert nicht, da fiir die Stammfunktion des Integrals kein oberer Grenzwert bei

7=0

T =1 existiert.

Die Definition nach Gleichung (3.15) fiihrt schon bei sehr einfachen Funktionen
zu Konvergenzproblemen. Um diese Schwierigkeit zu umgehen, definiert man die
fraktionale Ableitung Dy iiber die Gleichung

D f(t)} {tm “Lft)}}, m—-1<a<m, meNl. (3.16)

dtm

Zuerst wird die fraktionale Integration mit der Ordnung m — a ausgefiihrt, damit
m-fach konventionell - nicht fraktional - abgeleitet werden kann. Der Vorteil besteht
darin, dass die Berechnung des fraktionalen Integrals (3.13) weniger Konvergenz-
probleme bereitet, als die Berechnung des Integrals in (3.15). Somit kann jetzt in
Definition 3.4 die fraktionale Ableitung nach Riemann-Liouville angegeben werden.

Definition 3.4 (fraktionale Ableitung nach Riemann-Liouville):
Die fraktionale Ableitung der Ordnung o € RY kann mit

a 1 ¢ f() . - e
Di{f(t)} = Cgm <F(m —a) /T:O (t — r)a—mtl d ) ; l<a<
= f ), o m

dtm
(3.17)

berechnet werden. Dabei muss m € IN so gewdhlt werden, dass die Bedingung
m—1<a<m gilt

Die in Definition 3.4 eingefiihrte fraktionale Ableitung ist die Umkehrung der fraktio-
nalen Integration, denn mit der Zusammensetzungsregel aus Gleichung (3.14) kann
der folgende Zusammenhang

dm
ST}

fiir m € IN hergeleitet werden. Mit Satz B.1 aus Anhang B folgt schliefslich, dass

DU} = mI’” L =

t

a
ST} = 1)
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f(t) Dy{f(t)} (t>0, 0 cRY)
@

1 I'l—a)

- Pvy+1) .,

t mt ) ('V > _1)

e>‘t tiaELl_a()\t)

tPIE, (A7) tPTTLIE, 5o (M), (B> 0,7 >0)

Tabelle 3.1: Wichtige fraktionale Ableitungen
(Quelle: [Pod99])

gilt. Die fraktionale Ableitung nach Riemann-Liouville ist aber im Allgemeinen nur
die Linksinverse zur fraktionalen Integration, denn es gilt

DTS} = (1) # TP (D)} -

Mit der Riemann-Liouville-Definition der fraktionalen Ableitung aus Definition 3.4

1
kann jetzt auch die Ableitung D? {1} berechnet werden. Diese ergibt sich zu

1 1 d [ 1 1 d 1
STt Ny L PR L

¢ {1} r($)dt /T:o Vi—T1 Vo dt Vrt

einer zeitabhéngigen Funktion. Die fraktionale Ableitung einer Konstanten ist nicht
unbedingt gleich null. Diese paradoxe Eigenschaft tritt bei fraktionalen Ableitungen
in der Tat auf, wenn « keine natiirliche Zahl ist. Fiir o € IN gilt jedoch wieder die
vertraute Eigenschaft der Ableitung von Konstanten, denn in diesem Fall geht nach

Definition 3.4 die fraktionale in die konventionelle nicht-fraktionale Ableitung iiber.

Die fraktionale Ableitung der Funktion f(¢) = t7 fiir o, € R kann jetzt ebenfalls
mit Definition 3.4 berechnet werden. Diese Ableitung ergibt sich zu

I'(vy+1) _

DIt} = — L

Al I(y+1-a)

9

einer verallgemeinerten Form der ganzzahligen Ableitung von ¢”. In Tabelle 3.1 sind
einige fraktionale Ableitungen angegeben. Die in dieser Tabelle auftretende Mittag-
Leffler-Funktion E, g(t), die in Anhang A iiber eine Potenzreihe definiert ist, spielt
eine besondere Rolle im Umgang mit fraktionalen Differenzialgleichungen. Mit dieser
Mittag-Leffler-Funktion kénnen die Impuls- und die Sprungantwort eines Cole-Cole-
Glieds formuliert werden.
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Die in Definition 3.4 eingefiihrte fraktionale Ableitung nach Riemann-Liouville ist -
ebenso wie die fraktionale Integration - eine lineare Operation, denn die geforderte
Linearitatsbedingung aus Gleichung (3.9) ist jeweils erfiillt.

3.2.1.2 Weitere Definitionen fiir fraktionale Ableitungen

Es existieren weitere Definitionen fiir fraktionale Ableitungen, die sich von der be-
kannten Definition nach Riemann-Liouville unterscheiden. Eine davon wurde 1969
von Caputo in [Cap69] vorgestellt und ist in Operatorenschreibweise durch

dm f(t)
dtm

CD?‘{f(t)}=IYL_“{D§”{f(t)}}=IZ'L_a{ } m—1<a<m,meN
definiert. Die fraktional abzuleitende Funktion f(¢) wird also zunéchst m-fach kon-
ventionell differenziert und danach (m — «)-fach fraktional integriert. Diese Vorge-
hensweise fiihrt schliefslich auf die Definition der fraktionalen Ableitung nach Caputo:

1 M)
dr, m -1 :
D s} = L /T:o T R T

dt—mf(t), a=m.

Diese Definition einer fraktionalen Ableitung ist restriktiver als die Definition nach
Riemann-Liouville, denn die Funktion f(7) muss m-mal differenzierbar sein und die
Konvergenz des Integrals ist kritischer. Dennoch liegt ein Vorteil in dieser alterna-
tiven Definition, denn die fraktionale Ableitung einer Konstanten nach Caputo ist
null [Pod99]. Die Interpretation der fraktionalen Ableitung nach Caputo ist daher,
trotz strengerer Existenzbedingungen, fiir Ingenieure vertrauter. Der bedeutendste
Vorteil der Caputo-Ableitung wird deutlich, wenn die Laplace-Transformation der
fraktionalen Ableitungen im Abschnitt 3.2.2 untersucht wird.

Eine weitere Definition fiir fraktionale Ableitungen wurde von Griinwald und Letni-
kov angegeben [Grii67], die jedoch fiir m + 1-fach stetig differenzierbare Funktionen
mit der Definition von Riemann-Liouville identisch ist [Pod99| und {iber eine unend-
liche Summe definiert ist.

Mit den nun vorliegenden Definitionen fiir fraktionale Ableitungen kénnte die Diffe-
renzialgleichung von Cole-Cole-Gliedern im Zeitbereich formuliert werden, wenn fiir
die Laplace-Transformation die Korrespondenz

s"F(s) e Di{f(t)} (3.19)

erfiillt wére. Die geforderte Korrespondenz (3.19) war die Motivation fiir die Ein-
flihrung fraktionaler Ableitungen, zur Beschreibung der Impedanz einer SOFC im
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Zeitbereich. Darum wird im nun folgenden Abschnitt 3.2.2 gezeigt, dass diese Kor-
respondenz tatséchlich giiltig ist.

3.2.2 Laplace-Transformation fraktionaler Ableitungen

Bevor die Laplace-Transformation der fraktionalen Ableitung nach Riemann-Liou-
ville bestimmt werden kann, muss die Laplace-Transformation der fraktionalen Inte-
gration hergeleitet werden. Der Grund fiir diese Vorgehensweise liegt in der Defini-
tion der Riemann-Liouville-Ableitung, denn bei ihrer Berechnung wird zunéchst eine
fraktionale Integration durchgefiihrt. Anschliefend wird das erhaltene Zwischener-
gebnis konventionell differenziert. Daher kann der bekannte Satz iiber die Laplace-
Transformation einer konventionellen Ableitung verwendet werden, um das gesuchte
Ergebnis zu bestimmen.

Die in Definition 3.3 eingefiihrte fraktionale Integration der Ordnung « ist eine
lineare Operation. Darum kann die fraktionale Integration nach Gleichung (3.13)
im Bildbereich als eine Multiplikation dargestellt werden. Das fiir die fraktionale
Integration erwartete Ergebnis wére die Korrespondenz

D) e T,

wobei F'(s) die Laplacetransformierte von f(¢) ist. Nur dann ist die Definition 3.3 fiir
das systemtheoretische Ziel dieser Arbeit, ndmlich die Online-Schétzung der fraktio-
nalen Zellimpedanz im Zeitbereich, verwendbar. Diese Eigenschaft ist jedoch erfiillt,
was in Satz 3.2 festgestellt wird, dessen Beweis im Anhang C vollstindig angegeben
ist.

Satz 3.2 (Laplace-Transformation der fraktionalen Integration):
Fiir die fraktionale Integration aus Definition 3.3 gilt die Korrespondenz

T (r@) oo T it f) oo F(s) (3.20)

Die Laplace-Transformierte des Operators ¢Z;* wurde schon 1958 in [Doe58] im Zu-
sammenhang mit der Lésung der Abelschen Integralgleichung verwendet, die durch
den Einsatz von Methoden der fraktionalen Differenzialrechnung sehr elegant und
einfach gelost werden kann.

Als Néchstes wird die Laplace-Transformierte der fraktionalen Ableitung nach Rie-
mann-Liouville vorgestellt. Fiir ganzzahlige Ableitungen der Ordnung m € IN exis-
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tiert die Korrespondenz

dmg(t) o—e m = m—RK— 3 o—e
g O G0s) - ;;S k=198 (0),  mit g(t) o= G(s). (3.21)

Dabei bezeichnet der Ausdruck ¢g(*)(0) die k-fache konventionelle Ableitung an der
Stelle ¢ = 0. Diese bekannte Formel (3.21) wird in Lehrbiichern iiber Integraltrans-
formationen wie [F5193, Doe58| hergeleitet. Hiufig existieren verschiedene rechts-
und linksseitige Grenzwerte fiir g¥(0) an der Stelle t = 0, was den Einsatz von Me-
thoden der Distributionentheorie erfordert, um eine sorgfiltige mathematische Be-
handlung von Schaltvorgéingen bei ¢t = 0 durchfiihren zu kénnen. Da in dieser Arbeit
das Ubertragungsverhalten und nicht das Einschaltverhalten von Impedanzen bei
t = 0 untersucht wird, kann aus Griinden der Vereinfachung auf die Unterscheidung
zwischen links- und rechtsseitigem Grenzwert verzichtet werden.

Die fraktionale Ableitung nach Riemann-Liouville aus Definition 3.4 war durch

m

(63 d m—o
D0} = g AT 0, m—l<a<m (3.22)
erkliart. Da man mit Satz 3.2 die Laplace-Transformierte der fraktionalen Integration

in Gleichung (3.22) durch
F(s)
Sm_a

I {f ()} oo

angeben kann, gelingt die Herleitung der Laplace-Transformierten, wenn in Glei-
chung (3.21) die Funktion g(¢) durch Z;"~“{f(t)} und G(s) durch

Sm—a

ersetzt wird. Auf diese Weise kann die Laplace-Transformation der fraktionalen Ab-
leitung hergeleitet werden, wie sie in Satz 3.3 gegeben ist.

Satz 3.3 (Laplace-Transformation der Riemann-Liouville-Ableitung):
Fiir die fraktionale Ableitung nach Riemann-Liouville aus Definition 3.4 gilt die
Korrespondenz

=

m—

Di{f(t)} o s"F(s)= Y Di{L" *{f(t)}}],os" "', (3.23)
k=0

wobei f(t) oo F(s) gilt und fir m € N die Bedingung m — 1 < a < m erfillt
sein muss.

Aufgrund der Korrespondenz (3.23) kann man nun die Zeitbereichsdarstellung eines
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Cole-Cole-Glieds durch die (fraktionale) Differenzialgleichung
TDI{u(t)} + u(t) = Ri(t)

angeben. Der hierfiir notwendige Ableitungsoperator Dy ist durch die Definition
3.4 der fraktionalen Ableitung nach Riemann-Liouville gegeben. Die Korrespondenz
(3.23) ist eine Verallgemeinerung der bekannten Korrespondenz fiir ganzzahlige Ab-
leitungen. Jedoch ist der Einfluss der Anfangswerte auf die Laplace-Transformierte
der fraktionalen Ableitung nicht praktisch interpretierbar. Wie ist zum Beispiel bei
einer Ableitungsordnung von o = 1/2 der Anfangswert

I f(t)}

t=0

an der Stelle t = 0 zu verstehen? Eine physikalische Interpretation ist nicht moglich.
Fiir die Untersuchung des Ubertragungsverhaltens von linearen Systemen, die durch
fraktionale Differenzialgleichungen beschrieben werden, spielt diese Schwierigkeit je-
doch keine Rolle, denn in diesem Fall wird der Einfluss der Anfangswerte auf die
Losung der Differenzialgleichung vernachléssigt.

Um diese Anfangswert-Problematik bei der Laplace-Transformation der fraktiona-
len Ableitung nach Riemann-Liouville zu umgehen, wurde 1969 in [Cap69] die be-
reits erwahnte fraktionale Ableitung nach Caputo definiert, wie sie in Gleichung
(3.18) angegeben ist. Mit der Korrespondenz fiir das fraktionale Integral und fiir die
ganzzahlige Ableitung kann Satz 3.4 hergeleitet werden, der die Korrespondenz der
fraktionalen Ableitung nach Caputo angibt.

Satz 3.4 (Laplace-Transformation der Caputo-Ableitung):
Fir die fraktionale Ableitung nach Caputo aus Gleichung (3.18) gilt die Korre-
spondenz

m—1

“DY{f(t)} oo s*F(s)— Z [f(k) (t) soszfl:|

k=0

)

t=0

wobei f(t) oo F(s) gilt und fir m € W die Bedingung m — 1 < « < m erfillt

sein muss.
Der in Satz 3.4 auftretende Ausdruck

(k) (¢
),
bezeichnet den Wert der ganzzahligen Ableitung der Ordnung k an der Stelle ¢ = 0.
In der Laplace-Transformierten der fraktionalen Ableitung nach Caputo treten also
nur die Anfangswerte der ganzzahligen Ableitungen der Ordnungen 0 bis m — 1 auf.
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Diese Eigenschaft der Caputo-Ableitung ist ein bedeutender Vorteil im Vergleich
zur Definition nach Riemann-Liouville. Jedoch ist die Konvergenz der fraktionalen
Ableitung nach Caputo kritischer als die der Riemann-Liouville-Ableitung.

Beide Definitionen der fraktionalen Ableitung besitzen jedoch das gleiche Ubertra-
gungsverhalten im systemtheoretischen Sinn. Eine fraktionale Differenzialgleichung
wiirde die gleiche partikulére Losung besitzen, wenn die Caputo-Ableitung oder wenn
die Riemann-Liouville-Ableitung verwendet wird. Nur die von den Anfangswerten
abhéngigen homogenen Losungen wéren verschieden.

Hier liegt eine Schwierigkeit im Umgang mit fraktionalen Differenzialgleichungen.
Welche Definition ist die im physikalischen Sinn korrekte? Es gibt keine Naturgeset-
ze, die fraktionale Ableitungen von Systemgréfien enthalten. Meist wird die fraktio-
nale Ableitung im Zeitbereich eingefiihrt, damit im Frequenzbereich eine wirklich-
keitstreuere Nachbildung des realen Systemverhaltens gegeben ist. Diese Vorgehens-
weise fiihrte schlieslich auch in [Mac87] zur Verwendung von Cole-Cole-Gliedern
im Frequenzbereich, um die Impedanz von Elektrodenprozessen genau nachbilden
zu konnen. Zudem reprisentieren Messungen im Frequenzbereich nur das Ubertra-
gungsverhalten von Systemen, nicht aber ihr Einschwingverhalten. Das Auffinden der
physikalisch korrekten Definition der fraktionalen Ableitung ist somit nicht moglich.

Das im Kapitel 4 vorgestellte Verfahren wird auch nur dazu verwendet, um das Uber-
tragungsverhalten der Zellimpedanz nachzubilden. Das Ubertragungsverhalten einer
SOFC-Impedanz kann daher sowohl mit der fraktionalen Ableitung nach Riemann-
Liouville als auch mit der Definition nach Caputo beschrieben werden.

Im folgenden Abschnitt wird die mathematische Beschreibung von Cole-Cole-Glie-
dern im Zeitbereich untersucht.

3.3 Beschreibung von Cole-Cole-Gliedern im Zeit-
bereich

In diesem Abschnitt wird die Lésung der Differenzialgleichung eines Cole-Cole-Glieds
angegeben. Aufierdem werden auch die Stabilitdtseigenschaften von linearen Syste-
men untersucht, die durch fraktionale Differenzialgleichungen beschrieben werden.

Das Ubertragungsverhalten eines Cole-Cole-Glieds im Zeitbereich kann durch die
Verwendung der Definitionen fiir fraktionale Ableitungen aus Abschnitt 3.2.1 durch
die Differenzialgleichung

oD {u(t)} + u(t) = Ri(t) (3.24)
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beschrieben werden. Da ein fraktionaler Ableitungsoperator in Gleichung (3.24) auf-
tritt, wird diese Gleichung als fraktionale Differenzialgleichung bezeichnet. Wie schon
im Abschnitt 3.2.2 erwéhnt, fithrt die Verwendung verschiedener Definitionen fiir
die fraktionale Ableitung zum gleichen Ubertragungsverhalten und damit auch zur
gleichen Impedanz im Frequenzbereich. Die verschiedenen Definitionen beeinflussen
jedoch das Einschwingverhalten des Systems. Daher kann eine eindeutige fraktionale
Differenzialgleichung, die auch dieses Verhalten der Zellimpedanz beschreibt, nicht
angegeben werden.

3.3.1 Die Losung der fraktionalen Differenzialgleichung fiir
ein Cole-Cole-Glied

Obwohl das Einschwingverhalten eines Cole-Cole-Glieds damit nicht mathematisch
beschrieben werden kann, ist die Losung der fraktionalen Differenzialgleichung (3.24)
von Bedeutung, denn nach einer endlichen Einschwingphase kann dennoch die Span-
nung u(t) in Abhéngigkeit des angelegten Stroms i(¢) angegeben werden. Dieser Teil
der Losung ist die partikulére Losung der fraktionalen Differenzialgleichung (3.24).
Welche Definition der fraktionalen Ableitung hierfiir verwendet wird ist nicht rele-
vant, denn sowohl die Riemann-Liouville-Ableitung als auch die Caputo-Ableitung
fiihren zur gleichen partikuldren Losung. Diese Losung soll im Folgenden mit der
Methode der Laplace-Transformation berechnet werden.

Die Ubertragungsfunktion eines Cole-Cole-Glieds lautet

Zoo(s) = % (3.25)
und kann durch die Laplace-Transformation der Gleichung (3.24) mit der Korre-
spondenz aus Satz 3.3 fir die fraktionale Ableitung nach Riemann-Liouville oder
mit der Korrespondenz fiir die Caputo-Ableitung aus Satz 3.4 hergeleitet werden.
Da eigentlich nur das Ubertragungsverhalten der Zellimpedanz im Zeitbereich von
Interesse ist, wird der Einfluss der Anfangswerte bei der Laplace-Transformation
nicht beachtet. Mit der aus Satz B.2 stammenden Korrespondenz

to—1 1

—E —t/r%)oo———
T e /) 14 725>

aus Anhang B, kann schlieklich die Impulsantwort

a—1

goc(t) = RE—Boa(—t2/r)o(t)

eines Cole-Cole-Glieds im Zeitbereich angegeben werden [Pod99, OS02]. Da mit der
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Ubertragungsfunktion Zoc(s) aus Gleichung (3.25) ein algebraischer Zusammen-
hang zwischen der Laplace-Transformierten I(s) des Stroms i(¢) und der Laplace-
Transformierten U(s) der Spannung u(t) durch Gleichung

U(s) = Zeoo(s)I(s)

gegeben ist, kann im Zeitbereich das Faltungsintegral aus Definition A.3 verwendet
werden, um die Spannung in Abhéngigkeit des Stroms zu berechnen. Diese Vorge-
hensweise fiihrt auf die Integralgleichung

t ) t ta—l )
u(t) :/ goc(t)i(t —t) dt; = R/ LBy a(—t5/7)i(t — ty) dty,
t

«
1=0 t1=0 T

(3.26)

die das Ubertragungsverhalten im Zeitbereich beschreibt.

Im Gegensatz zur Differenzialgleichung (3.24) benétigt man zur Formulierung der
Integralgleichung (3.26) eigentlich keine Methoden der fraktionalen Differenzialrech-
nung. Nur die als Potenzreihe definierte zweiparametrige Mittag-Leffler-Funktion
Eq o(t) sollte bekannt sein. Die Systembeschreibung mit dem Faltungsintegral ist
also flexibler als die gewohnte Systembeschreibung mittels Differenzialgleichungen.
Sogar fraktionale Systeme lassen sich durch Faltungsintegrale beschreiben, wenn die
Impulsantwort aus geeigneten Funktionen besteht.

Um ein System mittels Differenzialgleichungen beschreiben zu konnen, dessen Im-
pulsantwort aus Mittag-Leffler-Funktionen aufgebaut ist, miissen fraktionale Ablei-
tungen verwendet werden. Wenn auf die Darstellung des Systemverhaltens mittels
Differenzialgleichungen verzichten werden kann, ist die Verwendung der Theorie der
fraktionalen Ableitungen nicht zwingend notwendig. Die Integralgleichung (3.26)
koénnte auch auf einem anderen Weg hergeleitet werden. Aus der Korrespondenz der
Mittag-Leffler-Funktion folgt ndmlich die Integralgleichung (3.26).

Die Besonderheiten eines fraktionalen Systems - ein Systems, das durch fraktionale
Differenzialgleichung beschrieben wird - werden besonders bei der numerischen Lo-
sung deutlich. Diese ist bei fraktionalen Differenzialgleichungen deutlich schwieriger
durchfiihrbar als bei konventionellen Differenzialgleichungen.

Es ist die unangenehmste Eigenschaft von fraktionalen Systemen, dass diese ein
sehr langes Gedéachtnis iiber vergangene Werte des Anregungssignals besitzen. Eine
Mittag-Leffler-Funktion klingt nédmlich deutlich langsamer gegen null ab als eine
Exponentialfunktion. In den Abbildungen 3.6 und 3.7 sind jeweils eine exponentiell
abklingende Impulsantwort g(t) = e~*/7 und eine Impulsantwort eines fraktionalen
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Abbildung 3.6: Vergleich einer exponentiellen Impulsantwort mit einer fraktionalen
Impulsantwort

Systems

a—1

9(t) = goc(t) = —~Eaa(—t7/77%)

dargestellt. Dabei wurden a@ = 0,75 und 7 = 1 gewéhlt. In beiden Abbildungen sind
die wesentlichen Unterschiede der beiden Funktionsverldufe zu erkennen:

e Die Impulsantwort goc(t) des fraktionalen Systems besitzt bei ¢ = 0 eine
singulédre Stelle, die durch den ersten Faktor

ta—l

T
der Impulsantwort verursacht wird.

e Die Exponentialfunktion klingt fiir kleine Zeiten langsamer ab als die fraktio-
nale Impulsantwort goc ().

e Die Exponentialfunktion klingt fiir grofte Zeiten schneller ab als die fraktionale
Impulsantwort goc(t). Besonders deutlich wird diese Eigenschaft in Abbildung
3.7 durch die halblogarithmische Darstellung.

Daher verursacht man bei einer zeitdiskreten Realisierung der Integralgleichung
(3.26) auf einem Rechner grofie Fehler in der Losung, wenn die Werte der Impulsant-
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Abbildung 3.7: Vergleich einer exponentiellen Impulsantwort mit einer fraktionalen
Impulsantwort (halblogarithmische Darstellung)

wort fiir grofse Zeiten gleich null gesetzt werden, um Speicherplatz und Rechenauf-
wand gering zu halten. Zudem ist eine einfache rekursive Losung wie bei konventio-
nellen linearen Systemen leider nicht méglich, da der Folgezustand des fraktionalen
Systems von unendlich vielen vergangenen Zustdnden abhidngt und nicht nur vom
letzten vergangenen Zustand. Die effiziente numerische Losung der fraktionalen Sys-
temgleichungen eines Impedanzmodells, das aus Cole-Cole-Gliedern besteht, wird
im Kapitel 4 behandelt.

Im néchsten Abschnitt wird die Ubertragungsstabilitit des fraktionalen Systems aus
Gleichung (3.25) mit dem Stabilitétssatz von Matignon untersucht.

3.3.2 Stabilitatssatz von Matignon

Eine wichtige Eigenschaft von dynamischen Systemen ist die Stabilitdt. Es gibt ver-
schiedene Definitionen dieses Begriffs, die teilweise miteinander zusammenhéngen.
Da bei der Untersuchung der fraktionalen Impedanz von SOFC-Brennstoffzellen
Ubertragungsfunktionen im Bildbereich eine groke Rolle spielen, wird die Ubertra-
gungsstabilitat fiir diese Systeme untersucht. Der zur Untersuchung dieser Stabilitét
verwendete Stabilitdtsbegriff ist die sogenannte Bounded-Input-Bounded-Output-
Stabilitét, die verkiirzt auch BIBO-Stabilitdt genannt wird. Ein System ist BIBO-
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stabil, wenn die Systemantwort am Ausgang bei jedem begrenzten Eingangssignal
ebenfalls begrenzt ist. Bei einem System mit nur einer Eingangsgrofe u(¢) und nur
einer Ausgangsgrofe y(t) bedeutet dies, dass die Schlussfolgerung

[u(®)] < tmaz = [Y(t)] < Ymax (3.27)

fiir alle moglichen Eingangssignale gelten muss. Das Ausgangssignal eines BIBO-
stabilen Systems ist also immer begrenzt, wenn das Eingangssignal begrenzt ist.

Liegt der zeitliche Verlauf des Ausgangssignals y(t) in geschlossener Form in Ab-
hiingigkeit von u(t) vor, so ist eine Uberpriifung der Bedingung (3.27) méoglich. Die
Berechnung des Ausgangssignals ist jedoch nicht unbedingt nétig, um Aussagen iiber
die Stabilitdtseigenschaft des untersuchten Systems machen zu kénnen. In der kon-
ventionellen linearen Systemtheorie - mit ganzzahligen Ableitungen - werden hiufig
nur die Koeflizienten der Systemdifferenzialgleichung untersucht, ohne die System-
differenzialgleichung zu 16sen. So lasst sich sehr schnell feststellen, ob ein System
iibertragungsstabil ist.

Auch fiir fraktionale Systeme der Gestalt (3.25) soll eine derartige Stabilitdtsun-
tersuchung durchgefiihrt werden. Bei konventionellen linearen Systemen wird die
Stabilitdtsuntersuchung meistens im Bildbereich durchgefiihrt, indem die Polstel-
len der gebrochen rationalen Ubertragungsfunktion eines solchen Systems bestimmt
werden oder durch die Uberpriifung der Koeffizienten des Nennerpolynoms mit al-
gebraischen Kriterien.

Fraktionale Systeme besitzen aber keine gebrochen rationale Ubertragungsfunktio-
nen, was eine Untersuchung im Bildbereich iiber die Bestimmung der Polstellen un-
moglich macht. Stattdessen wird in [Mat98| das asymptotische Verhalten der Impul-
santwort untersucht. Ein wichtiges Stabilitdtskriterium fiir lineare Systeme fordert
nédmlich die Konvergenz des Integrals

| latwnar
t=0

wobei ¢(t) die Impulsantwort des untersuchten Systems bezeichnet [F5192, Unb83].
Es kann also durch die Uberpriifung der Impulsantwort festgestellt werden, ob ein
lineares System stabil ist. Der Vorteil dieser Vorgehensweise ist, dass sie auch fiir
fraktionale Systeme anwendbar ist.

Matignon untersuchte 1998 in [Mat98] fraktionale Systeme der Form

G(s) = SaiA, (3.28)
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deren Impulsantwort die Differenzialgleichung

Di{g(t)} = Ag(t) +(t)

erfiillt, wobei §(¢) den Dirac-Impuls bezeichnet. Dabei wurde der folgende Satz 3.5
hergeleitet, der auch Aussagen iiber die Ubertragungsstabilitéit von Cole-Cole-Glie-
dern erlaubt.

Satz 3.5 (Stabilitdtssatz nach Matignon):

Ein durch die Ubertragungsfunktion

1 +
G(s)—sa_)\, aeR

gegebenes dynamisches System ist genau dann BIBO-stabil, wenn
7r
|arg A| > agy (3.29)
gilt.

Schon 1958 wurde in [Doe58] das asymptotische Verhalten von Funktionen im Un-
endlichen untersucht und dabei wurde schon die Bedingung (3.29) hergeleitet, aber
noch nicht als Stabilitdtsbedingung fiir fraktionale Systeme interpretiert.

Gelingt die Zerlegung eines fraktionalen Systems in Untersysteme mit der Ubertra-
gungsfunktion (3.28), so erlaubt der Stabilitéitssatz nach Matignon Aussagen iiber
die Stabilitdt des Gesamtsystems. Nach Satz 3.5 ist das Argument des im allgemei-
nen Fall komplexwertigen Faktors A und der Wert des reellwertigen Exponenten «
fiir die Stabilitét von G(s) entscheidend.

Da bei der Formulierung der Impedanz von Cole-Cole-Gliedern davon ausgegangen
werden kann, dass die Zeitkonstante 7 > 0 immer reellwertig ist, kann

U

To

gesetzt werden. In diesem Fall wirkt als Anregungsimpuls §(¢)/7* auf das durch die
fraktionale Differenzialgleichung (3.24) beschriebene System. Diese Skalierung des
Dirac-Impulses beeinflusst jedoch nicht die Stabilitdt des Systems, sondern fithrt zu
einer um den Faktor 1/7% verstirkten Systemantwort. Das Argument der reellwerti-
gen Grofe A < 0 ist aufgrund des negativen Vorzeichens arg A = m und damit muss
die Stabilitdtsbedingung fiir die Impedanz des Cole-Cole-Glieds

|arg | :7r>0¢g
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beziehungsweise
a<?2

lauten. Dieses Resultat ist anschaulich klar, denn fiir o = 2, also an der Stabilitats-
grenze, liegt ein konventionelles System mit zwei konjugiert komplexen Polen vor,
dessen Impulsantwort eine - praktisch nicht realisierbare - Dauerschwingung aus-
fithrt. Da die Impedanz des Cole-Cole-Glieds Exponenten besitzt, fiir die 0 < a <1
gilt, kann das Ubertragungsverhalten nicht instabil werden. Dieses Ergebnis ist auch
aus physikalischer Sicht versténdlich, denn es handelt sich beim Cole-Cole-Glied um
ein passives Bauelement, das Verluste im Material der Brennstoffzelle beschreiben
soll. Die abgegebene Energiemenge kann niemals grofser sein als der Wert der Summe
der aufgenommenen und der im Cole-Cole-Glied gespeicherten Energiemenge.

Anmerkung: Da bei der Messung der Impedanz mit der klassischen elektri-
schen Impedanzspektroskopie die Ubertragungsfunktion der Impedanz auf der
imagindren Achse aufgezeichnet wird, muss auch mathematisch die Laplacetrans-
formierte fiir s = jw existieren. Somit muss auch die imaginire Achse im Kon-
vergenzbereich der Laplacetransformierten der Impulsantwort liegen. Nach Satz
B.2 konvergiert das Laplaceintegral wenn Re{s} > 1/7, gilt. Diese Ungleichungs-
bedingung ist jedoch nicht notwendig, sondern nur hinreichend; der wirkliche
Konvergenzbereich muss auch die imagindre Achse der komplexen Zahlenebene
einschlieRen, denn aufgrund der gezeigten Ubertragungsstabilitit der Ubertra-
gungsfunktion eines Cole-Cole-Glieds konvergiert

| oo

und damit sicher auch

o0

Zoo(jw) = /t—O g(t)e st dt

s=jw

Daher existiert die Impedanz Z(s = jw) der Brennstoffzelle, die aus mehreren
Cole-Cole-Gliedern der Impedanz Zoc(jw) besteht, auch im mathematischen
Sinne.

3.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde eine fiir die mathematische Modellierung der Zellimpe-
danz notwendige neue Modellklasse - die linearen fraktionalen Systeme - eingefiihrt.
Notwendig war dieser Schritt, da zur Online-Schétzung der Impedanz ein Zeitbe-
reichsmodell bendtigt wird, das auf Grund der nicht-ganzzahligen Exponenten «
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im Nenner der Impedanz nicht mit konventionellen Differenzialgleichungen formu-
liert werden kann. Vom Bildbereich ausgehend wurde ein Operator im Zeitbereich
eingefiihrt, dessen Laplace-Transformierte es ermdoglichte, eine fraktionale Differenzi-
algleichung fiir Cole-Cole-Glieder anzugeben. Diese Differenzialgleichung enthélt die
interpretierbaren Modellparameter R, 7 und a der Ubertragungsfunktion ebenso,
wie den Operator fiir die fraktionale Ableitung.

Die zwei bekanntesten Definition fiir fraktionale Ableitungen im Zeitbereich und
deren Laplace-Transformierte wurden hierzu angegeben. Diese Definitionen wurden
von der fraktionalen Integration ausgehend hergeleitet und unterschieden sich nur in
der Berticksichtigung der Anfangswerte, fithren aber zu identischem Ubertragungs-
verhalten. Da die in dieser Arbeit behandelten fraktionalen Differenzialgleichungen
linear sind, kann die Methode der Laplace-Transformation eingesetzt werden, um
diese zu l6sen. Fir die zur Beschreibung von Zellverlusten verwendeten Cole-Cole-
Glieder konnte somit iiber die Faltungseigenschaft eine Integralgleichung hergelei-
tet werden, die in Abhéngigkeit der fraktionalen Modellparameter R, 7 und « die
fraktionale Differenzialgleichung 16st.

Ferner wurde mit dem Stabilitédtssatz nach Matignon gezeigt, dass fiir den mogli-
chen Parameterbereich der Zellimpedanz immer eine iibertragungsstabile fraktionale
Impedanz vorliegt.

Im Kapitel 4 wird die numerische Losung der fraktionalen Differenzialgleichungen
flir Zellimpedanzen vorgestellt, die meist nur mit einem hohen Rechenaufwand hin-
reichend genau bestimmt werden kann.



Kapitel 4

Direkte Approximation
fraktionaler
Impedanzmodelle

Nachdem wesentliche Grundlagen fraktionaler Systeme im Kapitel 3 vorgestellt wur-
den, soll in diesem Kapitel die numerische Losung der fiir diese Arbeit relevanten
fraktionalen Differenzialgleichungen behandelt werden.

Die numerische Losung des durch die nichtlineare Differenzialgleichung

dx(t)
dt

= o(x(t), u(t))

mit der Anfangsbedingung z(0) gegebenen Anfangswertproblems kann sehr einfach
bestimmt werden, da die zwischen den beiden Zeitpunkten ¢; und ¢ erfolgte Zunah-
me von z(t) durch

Az(ty, tz) = x(tz) — x(t1) = d(x(t1), u(t1)) (t2 — t1)

vor allem fiir kleine Zeitdifferenzen t; — t; gut approximiert werden kann. Der neue
approximierte Losungswert von z(t) fiir den Zeitpunkt ¢ = to kann in diesem Fall
durch die Addition

T(tz) = x(t1) + Ax(ty, t2) = x(t1) + ¢(2(t1), u(t1))(t2 — t1) (4.1)
aus dem vorherigen Losungswert 2(¢1) bestimmt werden. Fiir den ersten Schritt wird
der Anfangswert x(0) als vorheriger Zustand x (1) verwendet.

Diese Vorgehensweise wird beim Euler-Verfahren verwendet, um nichtlineare mehr-
dimensionale Zustandsdifferenzialgleichungen numerisch zu 16sen. Dabei muss jedoch
eine kleine Schrittweite ¢t — t;_1 gewéhlt werden, um entstehende Approximations-
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fehler und daraus resultierende Fehler bei der numerischen Lésung moglichst klein
zu halten. Andere Methoden, wie das bekannte Runge-Kutta-Verfahren verfolgen bei
der Losung eine dhnliche Strategie, berechnen jedoch pro Simulationsschritt mehrere
Zwischenwerte fiir den neuen Losungswert. Die hhere Genauigkeit wird also durch
einen hoheren Rechenaufwand erreicht; dafiir kénnen grofere Schrittweiten gewéhlt
werden.

Die numerischen Losungsstrategien nutzen die Rekursionseigenschaft (4.1) aus, um
effizient - mit wenig Speicherbedarf und mit wenigen Rechenoperationen - eine nu-
merische Losung von (nicht)linearen Differenzialgleichungen in Zustandsraumdar-
stellung zu erhalten.

In dieser Arbeit werden lineare fraktionale Differenzialgleichungen von Impedanz-
modellen verwendet, um deren Modellparameter im Zeitbereich zu schétzen. Zur
Losung dieser Aufgabe miissen diese Differenzialgleichungen numerisch ausgewertet
werden. Daher wird ein Verfahren gesucht, das auch bei dieser Systemklasse eine
moglichst effiziente rekursive Losung ermoglicht. Zu diesem Zweck wird in diesem
Kapitel ein neu entwickeltes Verfahren vorgestellt, das vor allem fiir die beschriebene
Schitzaufgabe geeignet ist. Dieses Verfahren wird als ,direkte Approximation® be-
zeichnet, um den Unterschied zu einem bereits bestehenden Losungsverfahren, das
im Abschnitt 4.1.2 vorgestellt wird, hervorzuheben.

Die direkte Approximation ist kein numerisches Losungsverfahren, sondern ein Ver-
fahren, das lineare fraktionale Systeme, die aus Cole-Cole-Gliedern bestehen, durch
hoherdimensionale konventionelle lineare Differenzialgleichungssysteme darstellt. Die-
se konventionellen Systeme konnen dann mit den bekannten Loésungsverfahren nu-
merisch gelost werden. Da es sich - bei zeitlich konstanten Modellparametern - um
lineare Systeme handelt, ist sogar eine exakte numerische Losung moglich, wenn das
Anregungssignal zwischen den Abtastzeitpunkten konstant ist.

Bevor die direkte Approximation vorgestellt wird, werden im Abschnitt 4.1 aus der
Literatur bekannte numerische Losungs- beziehungsweise Approximationsverfahren
erlautert.

4.1 Bestehende Verfahren zur numerischen Losung
linearer fraktionaler Differenzialgleichungen

4.1.1 Das numerische Losungsverfahren von Lubich

Bei diesem Verfahren, das in [Lub86| detailliert beschrieben wurde, handelt es sich
um die Verallgemeinerung eines numerischen Mehrschrittverfahrens zur konventio-
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nellen (nicht-fraktionalen) Integration, das in [Hen62] von P. Henrici 1962 vorge-
stellt wurde. Das Mehrschrittverfahren von Henrici ersetzt die zeitkontinuierliche
Integration durch eine zeitdiskrete Mehrschritt-Operation. Im Bildbereich wird die
Integration

durch das zeitdiskrete System

ingh
S
N
L
N——
|

G[7p(2> = TA <

=g, ' (2)

ersetzt. Auf diese Weise wird eine zeitkontinuierliche Differenzialgleichung in eine
zeitdiskrete Differenzengleichung umgewandelt, die numerisch fiir jeden diskreten
Zeitpunkt gelost werden kann. Die Koeffizienten A; miissen jedoch genau die Wer-
te annehmen, die bei den in Tabelle 4.1 angegebenen Funktionen g5 (z) verwendet
wurden. Der Parameter p € {1,2,3,4,5,6} beeinflusst den Diskretisierungsfehler, da
dieser in Abhéngigkeit der Abtastzeit T4 mit der Ordnung O (T%) zunimmt. Dabei
bezeichnet O das sogenannte Landau-Symbol [BSMM95|. Eine hohe Konvergenz-
klasse - wie beispielsweise p = 6 - fiihrt daher vor allem bei kleinen Abtastzeiten zu
deutlich kleineren Approximationsfehlern.

Fiir p =1 erhélt man mit dieser Vorgehensweise

1

G]’l(z) = TAl — Z_l

und damit die bekannte Regel zur Integration nach Euler (Rechteckregel riickwérts)
[KJ98, KK98], die zur niedrigen Konvergenzklasse O (T4) gehort.

Lubich erweiterte dieses Verfahren auf die fraktionale Analysis und erméglicht damit
die numerische Losung fraktionaler - auch nichtlinearer - Differenzialgleichungen. Bei
der fraktionalen Integration wird das System

im Bildbereich durch .
Gopl(z) =TS (Z Aiz_i>
i=0

ersetzt. Die Zahl v bestimmt dabei die Giite der Approximation der fraktionalen
Integration/Ableitung. Je grofer dieser Wert gewéhlt wird, desto genauer, aber auch
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Tabelle 4.1: Erzeugende Funktionen des Mehrschrittverfahrens nach Lubich

desto aufwindiger wird das numerische Losungsverfahren. Die v + 1 Koeffizienten

1d [ _, (1
A= g <gp (&))

ergeben sich aus der Taylorreihenentwicklung der erzeugenden Funktionen

. 9=1/z, i€{0,1,2,...,v}
9=0

gp “(1/9)

mit der neuen Variablen 9 an der Stelle ¥ = 0. Besonders fiir groffe v ist die Be-
stimmung dieser Koeffizienten schwierig, da sehr viele analytische Ableitungen der
erzeugenden Funktionen berechnet werden miissen. Eine praktikable Methode zur
Bestimmung der Koeffizienten A; wurde in [Gem05] entwickelt.

In Abbildung 4.1 sind die berechneten Koeffizienten A; einer numerischen fraktio-
nalen Ableitung mit @ = 1/2 und der Filterordnung v = 50 angegeben. Es miissen
also v + 1 = 51 Koeflizienten fiir ein solches Filter

Do (2) =T5° Z Az
i=0
berechnet werden, das die fraktionale Ableitung

Do (jw) = (jw)”

mit der Abtastzeit T4 = 0,001s numerisch ausfithren soll. Man erkennt, dass die
Koeffizienten fiir grofer werdende Indexwerte ¢ nur sehr langsam gegen null konver-
gieren. Darum ist die Verwendung von sehr grofsen Filterordnungen v notwendig, um
eine akzeptable Genauigkeit zu erzielen. Wiirden die A;-Koeffizienten exponentiell
gegen null konvergieren, dann waren deutlich kleinere v moglich.
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Abbildung 4.1: Koeflizienten des FIR-Filters nach Lubich zur Approximation der
fraktionalen Ableitung mit oo = 1/2 (Abtastzeit T4 = 0,001 s)

Eine wichtige Eigenschaft wird somit deutlich: Die Durchfiihrung fraktionaler Ope-
rationen im Zeitbereich erfordert einen deutlich groferen Speicheraufwand als kon-
ventionelle Operationen, wie die Ableitung oder die Integration. Dieser notwendige
héhere Aufwand ist auch mit anderen Verfahren - wie beispielsweise der direkten
Approximation - nicht vermeidbar. Die Wahl der Approximationsordnung p beim
Lubich-Verfahren hat zudem keinen Einfluss auf den Speicherbedarf.

In den Abbildungen 4.2 und 4.3 sind der Betrags- und der Phasenverlauf der nume-
rischen Realisierung D, (z) des fraktionalen Differenzierers dargestellt. Wird z = jw
gesetzt, so erhélt man die zeitdiskrete Fouriertransformierte D, (jw) des fraktionalen
Ableitungsfilters [KK98, KJ98]. Das - aufgrund der Zeitdiskretisierung - periodische
Spektrum dieses Filters kann jetzt mit dem idealen Spektrum (jw)® der fraktionalen
Ableitung, das ebenfalls in den Abbildungen 4.2 und 4.3 dargestellt ist, verglichen
werden. Dabei lasst sich feststellen, dass trotz der relativ hohen Filterordnung von
v = 50 nur im Bereich weniger Dekaden eine akzeptable Ubereinstimmung festzustel-
len ist. Es ist eine allgemeine Eigenschaft der fraktionalen Ableitung, dass eine nu-
merische Approximation nur {iber einen begrenzten Bereich des Spektrums mdoglich
ist [OLNO0O]. Der Bereich betrigt im hier vorgestellten Beispiel zwei Dekaden beim
Betragsverlauf und nur eine Dekade beim Phasenverlauf. Der Bereich lasst sich durch
eine Variation der Abtastzeit T4 verschieben, nicht jedoch verbreitern [Gem05]. Eine
Vergroferung ist nur durch eine drastische Erhéhung der Filterordnung v erreichbar.
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Abbildung 4.2: Betragsverlauf des FIR-Filters nach Lubich zur Approximation der
fraktionalen Ableitung mit oo = 1/2 (Abtastzeit T4 = 0,001 s)
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Abbildung 4.3: Phasenverlauf des FIR-Filters nach Lubich zur Approximation der
fraktionalen Ableitung mit oo = 1/2 (Abtastzeit T4 = 0,001 s)
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Der Einfluss der Approximationsordnung p ist dagegen nur von geringer Bedeutung.
Es lasst sich aber feststellen, dass fiir p = 1 eine sehr schlechte Approximation des
idealen Phasenverlaufs vorliegt. Um einen giinstigen Phasenverlauf zu erzielen, sollte
daher p > 1 gewahlt werden. Dagegen ist fiir den Betragsverlauf die Wahl von p fast
ohne Bedeutung.

Abschlieftend lasst sich feststellen, dass schon die Losung einfacher fraktionaler Dif-
ferenzialgleichungen numerisch anspruchsvoll ist und einen hohen Rechenaufwand
erfordert. Trotzdem ist das bisher vorgestellte Verfahren von Lubich fiir die Im-
pedanzschitzung nicht geeignet, da eine reale SOFC-Impedanz, wie in Gleichung
(2.3) gegeben, iiber mehrere Dekaden approximiert werden muss. Der numerische
Rechenaufwand ist daher nicht akzeptabel.

4.1.2 Das Approximationsverfahren von Oustaloup

Die Behandlung fraktionaler Analysis im Frequenzbereich war wesentlich einfacher
als die Beschreibung im Zeitbereich. Daher wird beim Approximationsverfahren nach
Oustaloup [OLNOO] eine Approximation im Frequenzbereich durchgefiihrt. Der da-
bei gemachte Ansatz ist verhéltnisméfig anschaulich: Es sollen Nullstellen und Pole
einer Ubertragungsfunktion so gewiihlt werden, dass der resultierende Frequenzgang
moglichst genau mit dem Idealverlauf der fraktionalen Ableitung iibereinstimmt.
Das auf diese Weise erhaltene Approximationssystem ist zwar ein konventionelles
(nicht fraktionales) System, aber es verhilt sich - wieder nur - in einem begrenz-
ten Bereich auf der Frequenzachse anndhernd wie ein fraktionales System. Zudem
ist ein konventionelles System mit bestehenden Verfahren der Simulationstechnik
verhéltnisméafig einfach 16sbar.

Wie wihlt man die Pole und die Nullstellen geeignet, um ein fraktionales System
durch ein konventionelles moglichst genau nachzubilden? Der Ansatz fiir das Appro-
ximationssystem lautet

Galjw) =V [[ ——5%, (4.2)

mit den noch unbekannten konstanten Entwurfsparametern wg i, woo r und V. Da-
bei sind die v Nullstellen des Systems G (jw) aus Gleichung (4.2) durch —w
(k€ {1,2,...,v}) gegeben und die v Polstellen dieser Ubertragungsfunktion liegen
bei —weo k- Der Verstarkungsfaktor V ist ein weiterer Parameter, der es ermoglichen
wird, den Betragsverlauf geeignet einzustellen. In Abbildung 4.4 ist das Vorgehen
bei der Wahl der Pole und Nullstellen beim Oustaloup-Verfahren dargestellt. Bei
der asymptotischen Niherung des Betragsverlaufs einer Ubertragungsfunktion gilt,
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Abbildung 4.4: Approximation der fraktionalen Ableitung im Frequenzgang nach
Oustaloup

dass eine Nullstelle eine Vergroflerung der Betragsverlaufssteigung um 20dB pro De-
kade zur Folge hat. Ein Pol verringert hingegen die Steigung um 20dB pro Dekade.
Die Approximation des Verlaufs der idealen fraktionalen Ableitung beginnt bei der
Frequenz wy ;. Damit steht die erste Nullstelle bei —wq ;1 bereits fest. Auf der Fre-
quenzachse werden die iibrigen Pole und Nullstellen abwechselnd so gewahlt, dass
sich eine mittlere Steigung ergibt, die der einer idealen fraktionalen Ableitung, al-
so «-20dB pro Dekade, entspricht. Um eine Vorschrift fiir die Wahl der Pole und
Nullstellen zu finden, wird die Wahl der Polstelle wq , in Abbildung 4.4 betrach-
tet. Der Abstand auf der Frequenzachse zwischen der Nullstelle wp ; und dem Pol
Woo,r; Wird mit log(a) bezeichnet. Der Abstand zwischen der Polstelle we j, und der
néchsten Nullstelle wg 41 wird mit log(b) bezeichnet. Die mittlere Steigung des Be-
tragsverlaufs |Gy (jw)| soll a-20dB betragen. Da die Frequenzachse logarithmisch
aufgetragen ist, lassen sich aus Abbildung 4.4 die Gleichungen

log(a) = log (weo,k) — log (wo k)

und
log(b) = log (wo,k+1) — log (woo k)
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aufstellen, woraus sich die Rekursionsbeziehungen

Woo, k
a = —, 4.3
or (4.3)
p = Lokl (4.4)
Woo, k

herleiten lassen. Uber die Zunahme des Betragsverlaufs [AG | zwischen den Frequen-
zen wo,; und wo 41 kann ein Zusammenhang zwischen a und b hergeleitet werden.
Fiir die Zunahme gilt die Gleichung

|AG,| = 20dB - log(a) = «-20dB - (log(a) + log(b)),
aus der die notwendige Bedingung

_ log(a)

“= log(a - b) (45)

folgt. Es ist anschaulich klar, dass ¢ und b nicht unabhéngig voneinander gewahlt
werden kdénnen, da sonst eine falsche Steigung des Betragsverlaufs vorliegen wiirde.
Es sind also entweder a oder b frei wiahlbar; der iibrige Parameter ergibt sich aus
der fraktionalen Ordnung « und kann danach mit Gleichung (4.5) berechnet werden.
Jetzt kénnen mit den Rekursionsbeziehungen (4.3) und (4.4) alle Pole und Nullstellen
von G (jw) gewéhlt werden, wenn eine Startfrequenz wp,1 und ein Verhéltnis a
oder b gewéahlt wurde. Die Wahl dieser beiden Verhéltnisparameter beeinflusst dabei
die Welligkeit und damit die Giite der Approximation. Werden kleine Verhéltnisse
gewahlt, so ist nur eine kleine Welligkeit im Betragsverlauf von Ga (jw) feststellbar,
aber der - begrenzte - Approximationsbereich auf der Frequenzachse wird kleiner,
wenn nicht gleichzeitig eine Erhdhung der Ordnung v erfolgt. Werden die Parameter
a und b jedoch nicht veréndert, so fiihrt eine Erh6hung der Modellordnung v zu einer
Vergrofserung des Approximationsbereichs auf der Frequenzachse.

Bis jetzt wurde durch die Wahl der Pole und Nullstellen eine gewiinschte mittlere
Steigung des Betragsverlaufs erzielt. Mit dem Verstarkungsfaktor V' kann der vor-
liegende Betragsverlauf so verschoben werden, dass er nicht nur mit der Steigung,
sondern auch absolut mit dem erwiinschten Verlauf von |(jw)?| tibereinstimmt. Mit
der Forderung

)
w=wq

() = |Galiw)

also der Gleichheit der Betragsverldufe bei einer bestimmten Frequenz wg, kann der
Verstarkungsfaktor V' eingestellt werden. Eine einfache Wahl fiir die Frequenz wére
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Abbildung 4.5: Betragsverlauf einer Approximation nach Oustaloup

wo = 1 woraus die Berechnungsformel

fiir den gesuchten Verstarkungsfaktor V' folgt.

In den Abbildungen 4.5 und 4.6 ist als Beispiel das Ergebnis einer Approximation mit
dem vorgestellten Oustaloup-Verfahren dargestellt. In Abbildung 4.5 ist der Betrags-
verlauf von G, (jw) sowie von der fraktionalen Ableitung fiir o = 1/2 dargestellt.
Die gewéhlte Ordnung war v = 7 und als Rekursionsparameter wurden a = b = 4,47
gewihlt. Der berechnete Verstirkungsfaktor betrug V = 2,1-10~%4. Der Approxima-
tionsbereich umfasst mehr als acht Dekaden, obwohl nur eine Ordnung von v = 7
gewahlt wurde. Auch der Phasenverlauf des Approximationssystems stimmt noch
iiber mehr als sieben Dekaden mit dem der realen fraktionalen Ableitung iiberein.
Man erkennt die Welligkeit der Approximation im Phasenverlauf deutlicher als im
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Abbildung 4.6: Phasenverlauf einer Approximation nach Oustaloup

Betragsverlauf. Eine kleinere Wahl von a und b wére geeignet, um diese Welligkeiten
im Phasenverlauf zu verringern.

Wird in einer Ubertragungsfunktion eines linearen fraktionalen Systems der Aus-
druck G, (jw) = (jw)® durch Gy (jw) ersetzt, so erhilt man - auf einem begrenzten
Frequenzintervall - ein konventionelles System ohne fraktionale Ableitungen, das sich
dennoch ndherungsweise wie ein fraktionales System verhélt, aber wesentlich einfa-
cher mit iiblichen numerischen Losungsverfahren (Euler-Verfahren, Runge-Kutta-
Verfahren) gelost werden kann.

Im Vergleich zum Verfahren nach Lubich ist fiir einen vergleichbaren Speicherbedarf
ein groferes Intervall erzielbar, in dem die Approximation giiltig ist. Hierin liegt -
neben der anschaulichen Vorgehensweise - ein wesentlicher Vorteil des Oustaloup-
Verfahrens. Die Tatsache, dass nur in einem endlichen Intervall auf der Frequenzach-
se eine Approximation moglich ist stellt fiir die Impedanzschéitzung kein Hindernis
dar, da Cole-Cole-Glieder ein Tiefpassverhalten besitzen. Schwieriger ist die Wahl
der geeigneten Grenzen des Intervalls. Es ist bis jetzt noch nicht gekléart, wie diese
Wahl erfolgen muss, um eine moglichst geringe Systemordnung zu erhalten. Au-
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ferdem besteht die Impedanz einer SOFC aus mehreren sich im Frequenzbereich
iiberlappenden Cole-Cole-Gliedern. Von einem effizienten Approximationsverfahren
sollten Zustandsgréfen so eingefiithrt werden, dass auftretende Uberlappungen aus-
genutzt werden konnen, um eine geringere Modellordnung zu ermoglichen. Mit der
im folgenden Abschnitt vorgestellten direkten Approximation wird dies moglich sein.

4.2 Das Verfahren der direkten Approximation von
fraktionalen Cole-Cole-Gliedern

Die vorgestellten Verfahren zur numerischen Simulation von fraktionalen Systemen
sind fiir die Impedanzschétzung nur eingeschrinkt geeignet. Da die SOFC-Impedanz
(3.1) wihrend des Betriebs auch zeitvariant sein kann, muss ein Verfahren verwendet
werden, das eine schnelle und effiziente Anpassung des nicht-fraktionalen Systems
an die zeitabhdngigen Verénderlichen der Impedanz ermdoglicht. Hierzu zdhlen die
zeitvarianten Widerstdnde R, (t), die Zeitkonstanten 7 ,(t) und die fraktionalen
Exponenten a,,(t). Zudem muss eine efliziente, aber auch moglichst genaue Ap-
proximation des fraktionalen Systemverhaltens moglich sein, indem nur notwendige
Zustandsgrofen im nicht-fraktionalen System eingefiithrt werden.

Ein neues, in dieser Arbeit entwickeltes Verfahren, das diese Voraussetzungen er-
fiillt, ist die direkte Approximation der Zellimpedanz. Darunter ist ein Verfahren zu
verstehen, das nicht - wie bei den Verfahren nach Lubich oder Oustaloup - zuerst die
fraktionale Ableitung nachbildet und dann in die Ubertragungsfunktion eingesetzt
wird. Stattdessen wird das fraktionale System direkt durch ein nicht-fraktionales Zu-
standsraummodell nachgebildet. Das Grundprinzip dieses neuen Verfahrens wurde
2007 mit einer alternativen Herleitung in [HKO07]| veréffentlicht.

Die fraktionale Zellimpedanz

=R
O+Z 14 ( ijon)

wird dabei durch das nicht-fraktionale Impedanzmodell

M
A~ ’f‘m
Z(jw) =R —_— 4.7
) = Fo+ 3 ()

nachgebildet. Die Impedanz (4.7) kann als ein dynamisches LTT-System aufgefasst
werden, fiir das eine Zustandsraumdarstellung angegeben werden kann, die fiir die
Zustands- und Parameterschitzung im Kapitel 6 verwendet wird. Um das Appro-
ximationsmodell (4.7) zu bestimmen, miissen die noch unbekannten 2M Modellpa-
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rameter r,, und 7, (m € {1,2,..., M}) sowie dessen Modellordnung M geeignet
gewahlt werden. Dabei ist zu erwarten, dass die Modellordnung M grofer sein wird
als die Anzahl der Cole-Cole-Glieder N. Zudem wird eine Vergroferung von M da-
zu fithren, dass sich das Ubertragungsverhalten von Z (jw) der Originalimpedanz
Z(jw) weiter annidhert. Um aber den Rechenaufwand bei der spéiter durchgefiihr-
ten Zustandsschétzung zu begrenzen, sollte die Ordnung M nicht zu grofs gewdhlt
werden.

4.2.1 Das Konzept des Relaxationsdichtespektrums

Bevor die direkte Approximation vorgestellt wird, muss das Konzept des sogenann-
ten Relaxationsdichtespektrums erlautert werden, das eine detailliertere Untersu-
chung von Impedanzen ermdglicht und schon in den 1940er-Jahren eingefithrt wurde
[Mac87, FK41, Sch02].

Urspriinglich handelte es sich hierbei um ein Analyseverfahren fiir gemessene Impe-
danzen, denn im Relaxationsdichtespektrum sind einzelne elektrochemische Prozes-
se mit ihren jeweiligen Zeitkonstanten erkennbar. Die wesentliche Schwierigkeit ist
jedoch die Berechnung eines solchen Dichtespektrums, denn bereits kleine Messfeh-
ler der Impedanz fiihren in der Regel zu grofsen Verdnderungen im Spektrum der
Relaxationszeiten. In [Sch02] wurde eine Vorgehensweise vorgestellt, wie durch die
Verwendung von modernen digitalen Signalverarbeitungsmethoden eine verbesserte
Berechnung des Spektrums aus Impedanzmessdaten erfolgen kann.

Das Relaxationsdichtespektrum ~(7) ist in [Mac87] durch das folgende Integral

Z(jw) :/OO Ml (4.8)

—o 1 +jwr

definiert, das den Zusammenhang mit der (fraktionalen) Impedanz Z(jw) herstellt.
Dabei ist 7 die Relaxationszeit der dynamischen Prozesse und v(7) € R bezeichnet
ihre Dichte im Spektrum.

Liegt beispielsweise eine Impedanz der Form

Ry

AU = T

vor, so lautet die entsprechende Relaxationsdichte

Y(7) = Rid(1 — 11), (4.10)
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wobei (- ) die Dirac-Distribution bezeichnet [F5193], welche die Gleichung

f(t):/oo 5(r — 1) f(r)dr (4.11)

=—00

fiir eine beliebige, an der Stelle ¢ stetige Funktion f(t) erfiillt. Die in Gleichung (4.11)
gegebene Figenschaft wird auch als Ausblendeigenschaft der Dirac-Distribution be-
zeichnet. Mit dieser Ausblendeigenschaft kann gezeigt werden, dass

° R15(7’ — 7'1) R1
T =
=0 14 jwt 1+ jwn

= Z1(jw)

gilt. Im Relaxationsdichtespektrum befinden sich also Dirac-Distributionen an den
Stellen, an denen die Impedanz konventionelle RC-Glieder mit entsprechenden Rela-
xationszeiten enthélt. Die Dirac-Distributionen sind auflerdem mit den Werten der
Widersténde der RC-Glieder gewichtet. Daher sind Relaxationsdichtespektren geeig-
net, um dynamische Prozesse in Impedanzmessungen zu identifizieren und anhand
ihrer Zeitkonstanten (Relaxationszeiten) zu klassifizieren.

Bei konventionellen, also nicht-fraktionalen Systemen waren Dirac-Distributionen
im Spektrum erkennbar; woran erkennt man aber fraktionale Cole-Cole-Glieder? Zu
erwarten sind ebenfalls Spitzen (Peaks) oder glockenformige Verlaufe um die ent-
sprechende Relaxationszeit 7y des Cole-Cole-Glieds. Zur Beantwortung dieser Frage
muss die Relaxationsdichte eines einzelnen Cole-Cole-Glieds analytisch berechnet
werden.

Um aus gegebenen Impedanzen Z(jw) ein Dichtespektrum zu ermitteln, miisste die
Integralgleichung (4.8) nach ~(7) gelost werden. Fiir gemessene und damit nicht
exakt bekannte Impedanzen ist die Lésung - wie bereits erwdhnt - sehr schwierig.
Fiir analytisch gegebene Impedanzen ist die Losung der Integralgleichung dagegen
moglich und wurde bereits 1941 von Kirkwood und Fuoss in [FK41] veréffentlicht.

Die Integralgleichung (4.8), die nach «(7) gelost werden soll, ist komplexwertig, was
den mathematischen Umgang mit ihr erschwert. Um eine einfachere, rein reellwer-
tige Integralgleichung zu erhalten, wird nur der Imaginérteil der Gleichung (4.8)
betrachtet, denn aus ihm kann die Gesamtimpedanz eindeutig berechnet werden.
Da die Impedanz Z(jw) selbstverstiandlich ein kausales System ist, gilt nach [F5193]

Z(jw) = H{Im(Z(jw))} + j{Im(Z(jw))},

wobei der Operator H die Hilbert-Transformation bezeichnet. Aus dem Imaginér-
teil der Impedanz kann also der Realteil mit der Hilbert-Transformation berechnet
werden.

Aus diesem Grund soll nur noch der Imaginérteil der Integralgleichung (4.8) verwen-
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det werden, was auf die Integralgleichung

—WwT

Im{Z(jw)} = /0_00 () dr (4.12)

1w
fithrt, die nur noch reellwertig ist und ebenfalls v(7) definiert.

Da in der Elektrochemie ein sehr grofier Bereich von Frequenzen und Relaxations-
zeiten auftritt, werden die neuen logarithmischen Grofien QQ und T eingefiihrt, die

In (:jo) : (4.13)

T = In(wor) (4.14)

iiber die Gleichungen

aus den urspriinglichen Frequenzen w und Zeitkonstanten 7 eindeutig und umkehrbar
berechnet werden. Die Normierungsfrequenz wy ist willkiirlich wahlbar und wird hier
als wo = 1s~! angenommen.

Die Integralgleichung (4.12) kann jetzt auch mit den neuen logarithmischen Grofsen
Q und T dargestellt werden. Man erhélt somit die Gleichung

9 0o eT eT eQ+T
N—_— ———— T=——o00
= 2(9)

=3(T) — %sech(Q +7)

In (4.15) treten auch negative Werte der logarithmischen Zeitkonstanten 7' auf, da
alle Zeitkonstanten 1
T —
wo

zu negativen logarithmischen Variablen T fiihren.

Die Integralgleichung (4.15) kann weiter vereinfacht werden, wenn die Sekans-Hy-

perbolikus-Funktion

2
SeCh(l‘) = m

und die neue Funktion z(©2) = Im {Z (jwoe®?) } verwendet werden. Mit diesen Maf-
nahmen gelangt man schliefilich zur folgenden Darstellung

2(Q) = —% /T:O_ A(T)sech(Q+ T) dT (4.16)

der Integralgleichung (4.15). In [FK41] wurde die Lsung der Integralgleichung (4.16)
mit anderen Variablendefinitionen bereits 1941 hergeleitet. Dabei wurden aber nicht
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konvergente Riemann-Integrale verwendet. Im Anhang D.2 wird die Lésung

HT) = [ Olaer1y5 + G@lacry3] (417)

™

der Integralgleichung (4.16) mit der Fourier-Transformation detailliert hergeleitet.

Mit Gleichung (4.17) besteht also ein Zusammenhang zwischen 4(7") und der ana-
lytisch gegebenen Impedanz z(€2). Durch das Einsetzen der komplexen Argumente
Q=-T+j%und Q= —-T — 57 in 2(Q) und einer anschliefenden Addition, wie
in Gleichung (4.17) gezeigt, kann die Relaxationsdichte 4(T") berechnet werden. Fiir
ein gegebenes Cole-Cole-Glied mit der Impedanz

ectis) = Ty =
R[1+4 (wr0)® (cos (aF) — jsin (aF))]

@
14+ 2 (wro) cos( g) (wTo) 2

erhalt man somit den Imaginarteil

B _E sin (ag)
ZCC(Q) - 2 cos (a%) + cosh (a(Q I TO)) (418)

in Abhéngigkeit der logarithmischen Frequenz 2. Dabei ist Ty = In(wy7p) die Zeit-
konstante des Cole-Cole-Glieds in den neuen Koordinaten 7. Jetzt kann Gleichung
(4.18) in die Losung (4.17) der Integralgleichung (4.16) eingesetzt werden. Durch
diese Vorgehensweise erhélt man nach einigen elementaren Umformungen die Rela-
xationsdichte

R sin (o)
27 cosh (a(T — Tp)) + cos ()

Yoo (T) (4.19)

eines gegebenen Cole-Cole-Glieds.

Ublicherweise setzt sich die Impedanz einer SOFC aus mehreren Cole-Cole-Gliedern
zusammen. Da die Impedanzen der einzelnen Cole-Cole-Glieder zur Gesamtimpe-
danz

Zsorc(jw) Z Zeem(jw)

addiert werden, ist auch die Summe der einzelnen Relaxationsdichten die Dichte der
gesamten Zellimpedanz. Es gilt also die Gleichung

N
Ysorc(T Z Yeom(
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Abbildung 4.7: Relaxationsdichtespektrum der Impedanz aus Gleichung (4.20)

fiir die fraktionale Impedanz

al R
sorc(jw) 7;1 1+ (jwTon)n
einer Hochtemperaturbrennstoffzelle SOFC.

Um das Konzept der Relaxationsdichtespektren zu verdeutlichen, wird von der frak-
tionalen Impedanz

7 (jw) = 0,0017 n 0,023
SoreU) = T (w05 T (jw1,1)°9
Prozess 1 Prozess 2
0,011
+ : (4.20)

1 + (jw 0,00017)0:54

Prozess 3

die Relaxationsdichte berechnet und grafisch dargestellt. Die Werte der Widerstén-
de, der Zeitkonstanten und der Exponenten in (4.20) sind mogliche Werte einer
SOFC. In Abbildung 4.7 ist die Relaxationsdichte der Impedanz (4.20) dargestellt.
Man erkennt im Spektrum zwei Spitzen (Peaks) bei den Zeitkonstanten Ty 2 = 0,095
und Tp 3 = —8,68. Diese werden durch die Cole-Cole-Glieder verursacht, deren Zeit-
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konstanten bei

T072 = IH(WOTO’Q) = ln(w() . 1,1) = 0,095
In(w07p,3) = In(w0-0,00017) = —8,68

53
w
[

liegen. Die Zeitkonstanten der beteiligten dynamischen Prozesse, die mit Cole-Cole-
Gliedern beschrieben werden, sind also im Dichtespektrum als glockenférmige Kur-
ven erkennbar. Der Prozess 1 mit der Zeitkonstanten 7 ; (T, 0,1 = 2,2) besitzt einen
zu kleinen Widerstandswert. Darum ist dieser Prozess in Abbildung 4.7 kaum er-
kennbar. Auferdem wird er durch den stirkeren benachbarten Prozess 2 mit der
Zeitkonstanten Tj o iiberdeckt. Ebenfalls ist der Einfluss der Exponenten o, erkenn-
bar. Die beiden stérkeren Prozesse 2 und 3 unterscheiden sich nicht nur durch die
Zeitkonstanten, sondern auch durch unterschiedlich grofe fraktionale Exponenten.
Dabei zeigt sich, dass ein kleiner Exponent zu einer Spreizung der Glockenkurve im
Relaxationsdichtespektrum fithrt. Darum beansprucht Prozess 3 (a3 = 0,54) Zeit-
konstanten von T' = —15 bis T' = —3. Prozess 2 benétigt dagegen mit as = 0,9
nur Zeitkonstanten von T' = —3 bis T = 3, ist also stédrker um seine Zeitkonstante
Tp,2 = 0,095 herum konzentriert.

Mit dem Relaxationsdichtespektrum erkennt man also dynamische Prozesse in Im-
pedanzen und kann diese anhand ihrer Zeitkonstanten zuordnen. Die Berechnung
dieses Spektrums ist bei analytisch - als Gleichung - gegebenen Impedanzen mog-
lich, bei gemessenen Impedanzen jedoch sehr schwierig.

4.2.2 Die Bestimmung der Modellparameter des Approxima-
tionssystems

Zur Approximation der fraktionalen Zellimpedanz soll ein Modell der Form

M
Z(jw) =) #me) (4.21)

m=1

verwendet werden. Das Relaxationsdichtespektrum stellt dagegen die fraktionale Im-
pedanz als ein Integral der Form

[T ()
Z(jw) = /T:O T jor dr (4.22)
dar.

Die Grundidee der direkten Approximation besteht darin, durch eine Diskretisierung
der Integraldarstellung (4.22) beziehungsweise von (4.16), zur gewiinschten Form
(4.21) eines endlich-dimensionalen Modells der Ordnung M zu gelangen.
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Hierfiir miissen die beiden folgenden Probleme gelst werden:

e Die Integrationsgrenzen von (4.16) sind +oo, obwohl die glockenférmige Re-
laxationsdichte 4(7T") von fraktionalen Impedanzen schnell abklingt (siehe Ab-
bildung 4.7). Dieses Problem wird geldst, indem man das Integrationsintervall
begrenzt und Teile des Relaxationsdichtespektrums, die aufferhalb der Integra-
tionsgrenzen liegen nicht berticksichtigt.

e Auch im relevanten Bereich des Relaxationsdichtespektrums, in dem 4 > 0
gilt, wird immer noch eine unendlich grofe Anzahl von Prozessen erster Ord-
nung

~v(T)dr

1+ jwr
benotigt. Um aber eine endliche Modellordnung M zu erhalten, muss das
bereits begrenzte Relaxationsdichtespektrum diskretisiert werden. Ein Dirac-
Impuls 45(T) = rs6(T — T5) im Relaxationsdichtespektrum beschreibt einen
Prozess erster Ordnung mit der Impedanz

L)
1+ (jw (s Jwp))’

was mit der Ausblendeigenschaft der Dirac-Distribution gezeigt werden kann,
wenn 95(T) in das Integral (4.16) eingesetzt wird. Das kontinuierliche Re-
laxationsdichtespektrum muss daher von einem Spektrum aus M diskreten
Dirac-Distributionen nachgebildet werden.

Nach dem Begrenzen und dem Diskretisieren des Spektrums erhdlt man schlief-
lich das gewiinschte nicht-fraktionale Approximationsmodell Zgorc (jw). Wie diese
beiden Schritte im Detail ausgefiihrt werden, wird im Folgenden beschrieben.

Die fiir die direkte Approximation notwendige Begrenzung des Relaxationsdichte-
spektrums muss derart erfolgen, dass der dadurch verursachte Informationsverlust
gering ist. Um diesen Informationsverlust bewerten zu kénnen, soll die Flache zwi-
schen der Relaxationsdichte 4o (T') eines Cole-Cole-Glieds und der T-Achse berech-
net werden. Dabei wird die Zeitkonstante des Cole-Cole-Glieds mit Tj bezeichnet. Da
die Relaxationsdichte eines einzelnen Cole-Cole-Glieds (4.19) symmetrisch um Tj ist,
soll die untere Integrationsgrenze bei Ty = Tp — L und die obere Integrationsgrenze
bei Ty = Tp + L liegen. Die durch Integration erhaltene Fléche

To+L
I(L) = /T _Amar

ist somit neben den Parametern R, 79 und « auch abhéngig von L. Da aber um ein
symmetrisches Intervall um T herum integriert wird, verschwindet die Abhéngigkeit
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von Ty beziehungsweise von 7. Der Flachenanteil

(L)
lim I(L)

L—oo

q:

des begrenzten Bereichs zum unbegrenzten Bereich wird verwendet, um den durch
die Begrenzung entstandenen Informationsverlust zu bewerten. Da der Widerstands-
wert R linear skalierend auf I(L) wirkt, kiirzt sich der Einfluss dieses Parameters auf
q heraus. Der Fldchenanteil ¢(a, L) hingt nur noch von der Integrationsweite L und
vom Exponenten « ab, der die Breite der glockenférmigen Dichtefunktion bestimmt.
Da eine Stammfunktion T'(T) fiir ¥cc(T) in Anhang D.1 hergeleitet werden kann,
ist es nach einigen elementaren Umformungen moglich, eine geschlossene Formel fiir
den Flichenanteil ¢(«, L) anzugeben. Diese lautet

g(a, L) = 2sin(r(a—1)) -

e~ 4 cos(ra) et + cos(ma)
arctan | ——— | —arctan | ————
1 — cos?(ma) 1 — cos?(ma)

sin(ra) (7r — 2arctan (%))

(4.23)

und ist in Abbildung 4.8 als Funktion des Exponenten o und der Integrationsweite L
dargestellt. Um den durch die Begrenzung entstandenen Informationsverlust gering
zu halten, wird L so gewahlt, dass ein bestimmtes ¢ mindestens erreicht wird und
somit die Gleichung ¢(«, L) = @ymn erfiillt ist.

Liegt der Fall vor, dass mehrere Cole-Cole-Glieder auftreten, so wird der kleinste
Wert Ty aller Cole-Cole-Glieder als globale Untergrenze verwendet. Entsprechend
wird auch mit der Obergrenze verfahren.

Durch die in Abbildung (4.8) dargestellten Kurven erkennt man, dass bei einem
grofsen Exponenten o — 1 eine geringe Integrationsweite ausreichend ist. Fiir den
in der Abbildung gezeigten Fall ag = 0,9 ist bereits L = 4 eine ausreichende Weite.
Ein kleinerer Exponent hingegen erfordert eine grofere Weite. Fiir oy = 0,5 muss
ein relativ grofser Wert von L ~ 10 gewahlt werden.

Hier wird bereits ein Problem deutlich, das fiir die direkte Approximation und die
gesamte Impedanzschéitzung von Bedeutung ist. Die fraktionalen Exponenten a,
bestimmen unter anderem, wie aufwéindig das nicht-fraktionale Approximationsmo-
dell wird. Kleine Exponenten fithren zu dynamischen Relaxationsprozessen, die sich
iiber einen grofsen Bereich des Relaxationsdichtespektrums ausdehnen und somit
einen hoheren Approximationsaufwand erfordern.
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Abbildung 4.8: Der Flachenanteil ¢(«, L) in Abhéngigkeit von o und L

Nachdem das Spektrum begrenzt wurde, wird die Diskretisierung durchgefiihrt. In
Abbildung 4.9 ist die Vorgehensweise der direkten Approximation dargestellt. Noch
sind unendlich viele Prozesse erforderlich um die dynamischen Prozesse mit den Zeit-
konstanten zwischen Ty und Tog zu beschreiben. Um die Diskretisierung durch-
fithren zu koénnen wird der Bereich des Spektrums 4(T') zwischen Tyg und Topg in
Streifen der Breite AT unterteilt. Es gilt somit 2L = ATM als Zusammenhang
zwischen der Streifenbreite AT, der Modellordnung M und der Breite 2L der be-
grenzten Glockenkurve. Um die Modellordnung klein zu halten muss also AT grofs
gewihlt werden. Da aber jeder dieser M Streifen durch einen Prozess erster Ordnung

T'm
_ 4.24
14+ (jwrm) (424)
nachgebildet werden soll, wird die Approximation grober, wenn AT vergrofiert wird.
Hier muss also ein giinstiger Kompromiss zwischen hoher Genauigkeit und geringer
Modellordnung gefunden werden.

Nach der in Abbildung 4.9 dargestellten Unterteilung des begrenzten Relaxations-
dichtespektrums in M Streifen der Breite AT lauten die Werte der Zeitkonstanten
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T, in der Mitte der Streifen

Tn = Tyec+ AT/2,
T, = 1T, + AT,
T3 = 1T+ AT,
Ty—1 = Ty—2+ AT,
Ty = Tog— AT/2.

In Abbildung 4.10 ist der Diskretisierungsschritt fiir einen Streifen im Relaxations-
dichtespektrum schematisch dargestellt. Um das Approximationsmodell (4.24) fir
diesen Streifen zu erhalten, miissen die Parameter r,, und 7, des Teilmodells geeig-
net bestimmt werden.

Selbstverstandlich soll das stationére Verhalten bei der Diskretisierung erhalten blei-
ben. Mit dieser Forderung kann die Gleichung

T, +AT/2
e
T @0 ~(T)

= lim Ty —AT/2
“0

lim —— N
w—01 4+ jwr, w—0/ _e 14 jwr

aufgestellt werden. Nach der Durchfiithrung des Grenziibergangs w — 0 erhélt man
die folgende Bedingung

oTm+AT/2

wo
Tm Z/ oTm—AT/2 y(r) dr, (4.25)

«wo

die erfiillt sein muss, um ein identisches stationéres Verhalten zu erhalten. Mit der
Substitution 7 = e’ /wy kann das Integral in Gleichung (4.25) umgeformt werden,
woraus die Gleichung

Ty +AT/2
o = / 5(T) dT (4.26)
T=T,, —AT/2

folgt, mit der die Widerstandswerte r,,, der M Teilmodelle von Z (jw) bestimmt wer-
den kénnen. Mit der Stammfunktion (D.3) von 5(T') folgt nach einigen Umformungen
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Abbildung 4.9: Die Vorgehensweise bei der direkten Approximation
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die Gleichung

rcom = Rsin((a—1)m)e*0.

eaTmfozAT/Q aTy

+ cos (ma) e

arctan
e2aTo (1 — cos? (7))

may/e20To (1 — cos? (ma))

aTy+aAT/2 aTy

+ cos (ma) e

\/eQQTD (1 — cos2 (7TO¢))
— ﬂ'a\/QQOzTo(l — cos2 (7TO<)) ) (427)

arctan

wenn 5(7) nur ein einziges Cole-Cole-Glied beschreibt. Wegen der Linearitiat der
Integration kénnen daher alle rcc m-Koeffizienten der einzelnen Cole-Cole-Glieder
zusammen addiert werden, um den Wert 7, des Integrals (4.26) zu bestimmen.

Zwar ist die Berechnung der r,,,-Parameter mit Gleichung (4.27) moglich, aber nume-
risch sehr aufwandig. Treten N Cole-Cole-Glieder in der Impedanz auf und soll die
Modellordnung M zur Approximation verwendet werden, so muss die Formel (4.27)
N - M-mal berechnet werden. Um den numerischen Berechnungsaufwand zu reduzie-
ren empfiehlt es sich, eine approximative Berechnung der Widerstandsparameter r,,
durchzufiithren. Da die Streifenbreite AT als hinreichend klein angenommen wird,
kann eine Integration von (4.26) mit der Simpson-Formel [BSMM95] durchgefiihrt
werden.

Bei der Integration mit der Simpson-Formel wird der Integrand auf einem endlichen
Intervall durch ein Polynom zweiten Grades dargestellt; sein bestimmtes Integral
kann dann einfach bestimmt werden. Die Berechnung der Koeffizienten des Poly-
noms erfolgt durch das Einsetzen von drei Stiitzstellen des Integranden. Man erhilt
schliefflich die Simpson-Formel

b
1 b—
/ f(m)dsz(f(a)+4f <a+2a>+f(b)) (4.28)
in allgemeiner Form. Mit (4.28) kann das Integral in (4.26) ndherungsweise bestimmt
werden. Man erhilt auf diese Weise die alternative Berechnungsvorschrift

P = S (5 (T — AT/2) + 47 (Tyn) +5 (T + AT/2)). (4.29)
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Abbildung 4.10: Schematische Darstellung des Diskretisierungsschritts

Durch das Begrenzen des Relaxdichtespektrums und durch mégliche Rundungsfeh-
ler bei der Bestimmung der 7, kann es auftreten, dass das stationére Verhalten des
Approximationsmodells von dem des urspriinglichen Cole-Cole-Glieds abweicht. Um
diese Abweichungen zu vermeiden, muss eine Korrektur der bereits berechneten Pa-
rameter 7, durchgefithrt werden. Hierzu wird der Skalierungsfaktor C,, eingefiihrt,
mit dem alle Parameter r, , multipliziert werden, um die Gleichung

M
Rn = § Cn Tm,n
m=1

fiir identisches stationéres Verhalten zu erfiillen. Dieser Skalierungsfaktor lautet so-
mit
Cp= T
2 m=1Tmmn
fiir die M Parameter 7, , zur direkten Approximation des n-ten Cole-Cole-Glieds.
Da auf diese Weise jedes der N Cole-Cole-Glieder mit einem korrekten stationéren

Verhalten nachgebildet wird, ist auch die gesamte Impedanz stationdr korrekt ap-

N M N

Z Rn = Z ( Cnrm,n>

n=1 n=1
—_——

proximiert, da

m=1
=T

gilt.

Um die Bestimmung des Approximationsmodells abzuschliefen, muss noch eine Stra-
tegie fiir die Wahl der Zeitkonstanten 7, entwickelt werden. In Abbildung 4.10 ist
schematisch dargestellt, wie hierbei vorgegangen wird: Ein durch die Diskretisierung
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des Relaxationsdichtespektrums entstandener Streifen soll durch ein Modell

. Tm
Zm(Jw) = T+ jorn

erster Ordnung approximiert werden. Um diese Aufgabe zu lésen, muss die Uber-
tragungsfunktion Z,, eines solchen Streifens bei T}, bestimmt werden, indem das
Integral

eITm+AT/2 Jwo ()

Zm(jw) = Par—
= eTm—AT/Q/w0 1+ jwr

(4.30)

gelost wird. Leider ist das Finden einer Stammfunktion des Integrals in Gleichung
(4.30) nicht moglich. Eine Vereinfachung des Integranden wird diese Schwierigkeit
umgehen. Da AT kleine Werte annimmt, kann fiir die Integration die Dichte 4(T')
als konstant angenommen werden. Man setzt also fiir die Integration (T") = 4,, in
(4.30) ein und erhélt mit der aus (4.15) entnommenen Gleichung

YT Am
()= 10 = I
T T
das Integral
) eTm+AT/2/wO ,7
Zm(Jw) = — 4.31
(]W) - eTm—AT/2/w0 T (1 +]WT) T ( )
das zu
- eTm+AT/2 oTm+AT/2
T = o (S0 (1 )
wo wo
oTm—AT/2 oTm—AT/2
—In <) +1In (1 +jw>} (4.32)
wo wo

gelost werden kann. Diese Ubertragungsfunktion ist fiir kleine AT eine gute Nihe-
rung fiir das Ubertragungsverhalten Z,, (jw) eines Streifens im Relaxationsspektrum.
Da sich Z,, (jw) aus unendlich vielen stabilen Systemen zusammensetzt, besitzt es ein
stabiles Ubertragungsverhalten. Darum existiert die Ubertragungsfunktion Z,, (jw)
auf der imagindren Achse der komplexen Zahlenebene und das Bode-Diagramm von
(4.32) darf zur Interpretation verwendet werden.

Die Teildynamik Z,, (jw) setzt sich noch immer aus unendlich vielen Prozessen zu-
sammen, soll aber durch einen einzigen Prozess Z, (jw) nachgebildet werden. Bei
diesem Schritt sind Approximationsfehler unvermeidbar, sollen aber dennoch méog-
lichst klein bleiben. Um die Zeitkonstante 7, von Zp, (jw) wiahlen zu kénnen, wird
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ein Optimierungsproblem formuliert, dessen Lésung mit 7% bezeichnet wird. Fiir
sehr kleine Frequenzen ist das stationdre Verhalten dominierend, das bereits durch
die Wahl von r,, identisch ist. Fiir sehr hohe Frequenzen w — oo ist durch das Tief-
passverhalten von Z,, (jw) und Zm (jw) keine Signalibertragung moglich. Lediglich
im Bereich der Knickfrequenz treten Fehler auf. Um im gesamten Frequenzbereich
kleine Approximationsfehler zu erzielen, wird das Giitemafs

oo - . 2
J :/ ’Zm(jw) — Zn(jw)| dw
w=0

formuliert, das eine Funktion von T,,, AT, 4,,, wg und 7, ist. Da die erhaltene Lo-
sung in Abhéngigkeit von T, auf der Zeitkonstanten-Achse verschoben wird, kann
das Giitemaf vereinfacht werden, indem 7T;, = 0 gesetzt wird. Nach der Losung
des Optimierungsproblems muss die durch T,,, verursachte Verschiebung wieder be-
riicksichtigt werden. Zusétzlich wird wy = 1 gesetzt, um auch von dieser Variablen
unabhéngig zu sein. Die Variable 7,, ist ebenfalls von geringer Bedeutung fiir die
Wahl von 7,,, denn durch die Wahl

wird das stationdre Verhalten von

Zo(jw) = Zn(jo)|,, _

und von Zy(jw) identisch. Das so vereinfachte GiitemaR lautet schlieflich

. 2
‘dw

WAt = [ |2e) - 2ot
und héngt nur noch von den beiden Variablen AT und 7 ab. Fiir jedes AT muss
das Minimum von Jy an der Stelle 7*(AT) neu bestimmt werden. Leider ist die
analytische Losung dieses Optimierungsproblems nicht moglich, um die gewiinschte
Funktion 7*(AT) zu erhalten. Jedoch ist die numerische Losung des Optimierungs-
problems (Minimierungsproblems) fiir diskrete Werte fiir AT mdglich. Die erhalte-
nen diskreten Losungen konnen danach verwendet werden, um eine ndherungsweise
Losung durch eine Polynominterpolation mit der Methode der kleinsten Quadrate
[Lju87] in analytischer Form zu erhalten. In Tabelle 4.2 sind einige Losungen dieses
Optimierungsproblems angegeben. In Abbildung 4.11 sind die diskreten Lésungen als
kleine Kreise dargestellt. Man erkennt, dass ein parabeldahnlicher Verlauf fiir 7*(AT)
vorliegt. Daher wird zur Interpolation ein Polynom zweiten Grades angesetzt, dessen
Koeffizienten mit der Methode der kleinsten Quadrate bestimmt werden. Man erhalt
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AT T*
0,25 0,99915
0,50  0,9965
0,75 0,992
1,00 0,986
125 0,978
1,50 0,968
1,75 0,9562
200  0,9425

Tabelle 4.2: Losungen des Optimierungsproblems zur Bestimmung der 7, (siehe
Abbildung 4.11)

mit dieser Vorgehensweise die Funktion
7 = —0,0147TAT? + 0,0007AT + 1, (0 < AT < 2),

deren Verlauf ebenfalls in Abbildung 4.11 gegeben ist.

In Abbildung 4.12 sind die Frequenzgiinge der optimalen Lisung Zo (jw) (fir AT =
2) und der entsprechenden Dynamik Zo(jw) dargestellt. Man erkennt dabei, dass
der Frequenzgang von Zo(jw) bei w = 1 einen weicheren Knick aufweist als der
Frequenzgang von Zy(jw). Um dennoch einen geringen Approximationsfehler im
Knickbereich zu besitzen, muss 7,, etwas kleiner als 1 gewéhlt werden. Dadurch
ist die Approximation im Knickbereich besser, aber das asymptotische Verhalten
von Zo(jw) und Zo(jw) weicht fiir w — oo voneinander ab. Diese Abweichungen
im Hochfrequenten sind nicht so bedeutend, da es sich bei Zo(jw) und Zy(jw) um
Tiefpass-Systeme handelt. Uber den gesamten Frequenzbereich betrachtet ist diese
Approximation daher optimal.

Um die Abhéngigkeit von T,, # 0 und wy # 1 auf die Wahl von 7, ebenfalls zu
beriicksichtigen, wird die (optimale) Losung zu
* T’VYL

T = —eTm = (—0,0147AT? + 0,0007AT + 1)

wo wo

(0< AT <2) (4.33)

verallgemeinert. Mit Gleichung (4.33) kann die Zeitkonstante 7, fiir jede einzelne
Teildynamik Zm(jw) so gewahlt werden, dass eine moglichst gute Approximation
der fraktionalen Impedanz mit der direkten Approximation iiber den gesamten Fre-
quenzbereich erreicht wird.
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Abbildung 4.11: Losung des Optimierungsproblems zur Wahl von 7,,
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Abbildung 4.12: Optimale Approximation des Teilsystems Zo(jw) durch Zo(jw)
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Jetzt liegt der komplette Algorithmus zur direkten Approximation von fraktionalen
Impedanzen, wie sie bei der Beschreibung von SOFC-Hochtemperaturbrennstoff-
zellen auftreten, vor. Die Modellordnung M ergibt sich durch die Begrenzung des
Relaxationsdichtespektrums, wenn die Streifenbreite AT vorher festgelegt wird. Mit
Formel (4.23) kann der durch die Begrenzung entstandene Fehler bewertet werden.
Die Widerstandswerte 7, ergeben sich durch die Flidche der Relaxationsdichte von
T =T, —AT/2bis T,,, + AT/2, denn dann besitzen das fraktionale Modell und das
Approximationsmodell das gleiche stationéire Verhalten. Eine Korrektur der Werte
Tm,n mit dem Faktor (), korrigiert Fehler, die durch die Ordnungsreduktion ent-
standen sind. Die Zeitkonstanten 7, werden mit Gleichung (4.33) berechnet, um
das dynamische Verhalten des fraktionalen Systems im gesamten Frequenzbereich
mit minimalen Fehlern nachzubilden.

4.2.3 Beispiel zur direkten Approximation

Um die Leistungsfdhigkeit der vorgestellten Methode zu demonstrieren, wird eine
im Frequenzbereich gegebene fraktionale Impedanz mit - fiir eine SOFC - typischen
Modellparametern direkt approximiert. Hierzu wird wieder die Impedanz

Zsoroliv) — 00017 0023
SOFCUS) = T (jw9,1)058 " 1+ (jwl,1)09
Prozess 1 Prozess 2
0,011

+

1+ (jw0,00017)0:54

Prozess 3

aus Gleichung (4.20) verwendet, deren Relaxationsdichtespektrum bereits in Abbil-
dung 4.7 dargestellt war. Die Giite der Approximation wird im wesentlichen durch
die Breite AT bei der Diskretisierung des Relaxationsdichtespektrums bestimmt.
Dieser wichtige Parameter wird fiir dieses Beispiel zu AT = 1,5 gewéhlt. Da min-
destens 99% der Flache des gesamten Spektrums durch das approximierende Modell
erfasst werden soll, wird Ty = —17,5 als untere Grenze und Tpg = —11,02 als obere
Grenze der logarithmischen Zeitkonstanten gewéhlt. Daraus folgt die Modellordnung
M = 21. Die Wahl von AT = 2 hiitte dagegen zu einer groberen Approximation mit
einer geringeren Modellordnung von nur M = 16 gefiihrt.

Der Prozess 2 ist der dominierende Prozess, da sein Widerstandsparameter mit
Ry = 0,023 den grofsten Wert besitzt. Darum wird die erste logarithmische Zeitkon-
stante T}, so gewahlt, dass sie genau auf dem Wert Ty 2 = 0,095 der Zeitkonstanten
des zweiten Prozesses liegt. Alle anderen Zeitkonstanten 7;,, werden in gleichen Ab-
stdnden AT iiber den Bereich zwischen Ty ¢ und Tog angeordnet. Mit Gleichung
(4.33) konnen die M Zeitkonstanten 7,, bestimmt werden. Die M Widerstandswerte
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Abbildung 4.13: Vergleich der Relaxationsdichte mit den Parametern r,, und T,,
des Approximationsmodells

Tm werden mit (4.29) aus der Relaxationsdichte 4(T") berechnet. In Abbildung 4.13
sind die Relaxationsdichte und die M = 21 Koeffizienten r,, auf den entsprechenden
Abszissenwerten T, dargestellt. Da alle drei Teilprozesse der Impedanz Zsorc ein
fraktionales Verhalten besitzen, iiberlappen sich ihre jeweiligen Dichten im Spek-
trum. Darum miissen einige der nicht-fraktionalen Prozesse

Zm(jw) = m

Einfliisse von verschiedenen Cole-Cole-Gliedern gleichzeitig beschreiben. So appro-
ximieren beispielsweise die Teilimpedanzen Z10(jw) und Z11 (jw) bestimmte Anteile
der (fraktionalen) Cole-Cole-Prozesse 2 und 3. Durch die Berechnung der r,, iiber
das Relaxationsdichtespektrum, das diese Uberlappungseffekte beriicksichtigt, ist ei-
ne sehr effiziente Approximation moglich. Da es sich bei den hier behandelten Impe-
danzen um stabile lineare Systeme handelt, kénnen Frequenzgéinge und Ortskurven
verwendet werden, um das Verhalten des Originalsystems mit dem des Approxima-
tionssystems zu vergleichen. In Abbildung 4.14 sind die Ortskurven von Zsorc(jw)
und Z(jw) dargestellt. Man erkennt, dass die beiden Ortskurven einen fast identi-
schen Verlauf besitzen. Die auftretenden Abweichungen lassen sich durch die Wahl
eines kleineren AT und eine damit verbundene Erhoéhung der Modellordnung M
weiter verringern. In den beiden Abbildungen 4.15 und 4.16 sind die Betrags- und
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Abbildung 4.14: Vergleich der Ortskurven der Impedanzen Zsorc(jw) und Z(jw)
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Abbildung 4.15: Vergleich der Betragsverldufe der Impedanzen Zgorc(jw) und

Z(jw)

Phasenverldufe der beiden Systeme iiber die Frequenz aufgetragen. Dabei erkennt
man, dass erst fiir extrem hohe Frequenzen w > 1.000.000 eine Abweichung zwischen
dem fraktionalem Originalsystem und dem Approximationsmodell auftritt. Diese
Abweichung muss auftreten, denn eines der Teilmodelle Z,, (jw) besitzt die kleinste
Zeitkonstante 7 der insgesamt M Zeitkonstanten 7,,. Fiir Frequenzen, die grofer
sind, als die Inverse der kleinsten Zeitkonstanten verhilt sich das Modell Z(jw) nicht
mehr wie ein fraktionales System, sondern wie ein konventionelles System der Ord-
nung M. Da bei diesen extrem hohen Frequenzen wegen der Tiefpasseigenschaft der
Impedanz kein Ubertragungsverhalten auftritt, ist diese unvermeidbare Abweichung
praktisch ohne Bedeutung.

Das Ubertragungsverhalten des fraktionalen Systems Zsorc (jw) lasst sich iiber
einen grofen Frequenzbereich von w = 0 bis ungefdhr w = 1.000.000 durch ein Sys-
tem mit einer verhéaltnisméfig geringen Modellordnung nachbilden. Es zeigt sich also,
dass dieses Approximationsmodell geeignet wére, das Verhalten von Zellimpedanzen
im Zeitbereich zu beschreiben.
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Approximation
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Abbildung 4.16: Vergleich der Phasenverliufe der Impedanzen Zsopc(jw) und

Z(jw)

4.2.4 Zeitdiskretisierung des Approximationsmodells

Zur Online-Schitzung der Zellimpedanz einer SOFC sollen Verfahren der nichtlinea-
ren Filterung verwendet werden. Diese Verfahren bendtigen jedoch ein zeitdiskretes
Zustandsraummodell des untersuchten Systems. Daher muss das durch die direk-
te Approximation erhaltene Frequenzbereichsmodell Z (jw) zu einem zeitdiskreten
Zustandsraummodell umgewandelt werden.

Der erste Schritt besteht darin, geeignete Zustandsgrofen zu wahlen. Es ist nahe-
liegend, die Ausgangsgrofen der M Teilmodelle Z,, (jw) hierfiir zu verwenden. Im
Bildbereich der Laplace-Transformation gilt fiir jedes Teilmodell

Xpun(8) = Zun($) I(s) = :’ZTm I(s), (4.34)

wobei I(s) die Laplace-Transformierte des Stroms i(¢) durch die Zelle bezeichnet. Die
Spannung/Zustandsgroke xzp , (t) des Teilmodells im Bildbereich wird mit X p ,,(s)
bezeichnet. Die Gleichung (4.34) kann in den Zeitbereich transformiert und nach
Zp,m(t) aufgeldst werden, woraus die Zustandsdifferenzialgleichung

Epm(t) = —ixD,m(t) + I (4.35)

Tm Tm
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der m-ten Zustandsgrofe folgt. Fiir jede der M Zustandsgrofen xp 1(t) bis xp ar(t)
gilt die Differenzialgleichung (4.35). Die gesamte Zellspannung ergibt sich somit als
die Summe

M
u(t) =" wpm(t) + Roi(t), (4.36)

m=1

mit dem FElektrolytwiderstand Ry der Zelle. Es wire eine alternative Moglichkeit,
die Widerstéande r,, in die Ausgangsgleichung zu iibernehmen. Diese Darstellung ist
aber fiir die Schitzung der Impedanzparameter ungiinstiger. Die Ausgangsgleichung
(4.36) ist in dieser Form immer linear von den Zustdnden und Parametern abhéngig
und wird daher die Zustands-/Parameterschitzung deutlich vereinfachen.

Da die Zustandsdifferenzialgleichungen (4.35) entkoppelt sind und somit bereits in
Modalform vorliegen, kénnen die Eigenwerte des Zustandsraummodells als A\; =
—1/71 bis A, = —1/7y, angegeben werden. Da fiir alle M reellwertigen Zeitkonstan-
ten 7, > 0 gilt, sind alle Eigenwerte reell und negativ. Somit ist das Zustandsraum-
modell des Approximationssystems Z(s) stabil [F5192, KJ98].

Der néchste Schritt ist die Zeitdiskretisierung des erhaltenen Zustandsraummodells.
Dabei soll eine konstante Abtastzeit T4 angenommen werden. Die Zeitdiskreti-
sierung einer zeitkontinuierlichen Zustandsraumdarstellung ist gleichbedeutend mit
der Losung eines Anfangswertproblems. Es muss berechnet werden, welchen Wert
Tp,m(tx + Ta) alle Zustandsgrofen besitzen, wenn zum Zeitpunkt ¢, = kT4 der
Zustand xp ,(t;) vorlag. Da eine zeitdiskrete Darstellung gesucht wird, muss eine
Rekursionsgleichung der Form

ID7m(tk + TA) = d)m (l'D,m(tk)v i(tk))

gefunden werden. Hierbei bereitet der Strom i(¢) Schwierigkeiten, da es nicht méglich
ist, vom Wert des Stroms zum Zeitpunkt ¢; ausgehend, die Spannung zum Zeitpunkt
tx + T4 durch die Integration der Differenzialgleichung (4.35) zu bestimmen. Wh-
rend des Zeit-Intervalls [ty;tr + Ta] dndert sich der Strom kontinuierlich auf eine
nicht bekannte Weise. Die alleinige Kenntnis von i(tx) ist also nicht ausreichend.
Die Abtastzeit T4 muss sehr klein gewédhlt werden, um auch die schnellen Dynami-
ken in der Zellimpedanz zeitdiskret zu erfassen. Daher kann angenommen werden,
dass sich der Strom wihrend des Intervalls [tx; tx + Ta] nicht &ndert. Als Gleichung
geschrieben lautet diese Bedingung

i(t) = i(ty),  tp <t <tp+Ta.

Der Strom wird also als treppenformig angenommen, damit die Kenntnis der Strom-
starke zu den Abtastzeitpunkten ausreichend ist, um den gesamten zeitkontinuierli-
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chen Stromverlauf zu rekonstruieren.

Mit dieser Annahme kann die Differenzialgleichung (4.35) fiir das Intervall [tg; g +
T4 gelost werden:

xD,m(tk: + TA) _ e*TA/T’m CCD,m(tk) + 7 (1 _ e*TA/T—m) Z(tk)

Mit den Bezeichnungen xp (k) = 2p m(kTa), (k) = i(kTa) und u(k) = u(kT4)
erhélt man das zeitdiskrete Modell in der {iblichen Darstellung mit der Differenzen-
gleichung

epmk+1) = Ta/™m g p (k) + 1 (1 - e*TA/Tm) k),  mefl,... M
(4.37)

und der zeitdiskreten Ausgangsgleichung

M
u(k) =" 2pm(k) + Roi(k).

m=1

4.3 Zusammenfassung

Mit dem in dieser Arbeit entwickelten Verfahren der direkten Approximation kann
ein nicht-fraktionales Modell Z (jw) aus dem fraktionalen Frequenzbereichsmodell
Zsorc(jw) der Zellimpedanz entwickelt werden. Dabei kénnen aus den Modellpa-
rametern R,, 79, und «, des fraktionalen Modells, die Modellparameter r,, und
Tm des nicht-fraktionalen Modells berechnet werden. Diese neuartige Approximation
gelang durch die Begrenzung und die Diskretisierung des kontinuierlichen Relaxa-
tionsdichtespektrums. Mit AT existiert ein Parameter, der die Systemordnung M
und somit die Genauigkeit der Approximation bestimmt. Eine Strategie zur Wahl
von M und AT wurde ebenfalls entwickelt.

Das durch die direkte Approximation erhaltene Modell kann in ein stabiles zeitdiskre-
tes Zustandsraummodell umgewandelt werden. Ein stochastisches Schatzfilter kann
dieses dann verwendet, um die gesuchten Modellparameter der SOFC-Impedanz zu
ermitteln.






Kapitel 5

Sigma-Punkt-Kalman-Filter

In diesem Kapitel wird das zur Impedanzschétzung verwendete Sigma-Punkt-Kal-
man-Filter vorgestellt. Dabei wird zunéchst im Abschnitt 5.1 das Kalman-Filter
beschrieben, das bei bekannten Eingangssignalen und gemessenen, aber verrausch-
ten Ausgangssignalen eine strukturoptimale Schétzung des unbekannten Systemzu-
stands eines deterministisch und stochastisch angeregten linearen Systems ermdog-
licht. Da der mit dem Kalman-Filter erzielte Schétzfehler die minimale Kovarianz
besitzt, wird dieser Schitzwert Minimal-Varianz-Schitzwert genannt. Zur Implemen-
tierung eines Kalman-Filters wird ein Modell des Systems benétigt und es miissen
Kenntnisse iiber die auf das System wirkenden stochastischen Stérungen bekannt
sein.

Die Schitzung mit dem Kalman-Filter erfolgt in zwei Schritten:

o Pridiktionsschritt

Der zum Zeitpunkt ¢ = (k — 1)T4, mit der konstanten Abtastzeit T4 vorlie-
gende Schétzwert Z(k — 1|k — 1) wird verwendet, um mit dem zeitdiskreten
Zustandsraummodell und den bekannten nicht verrauschten deterministischen
Eingangsgrofen u(k — 1) eine Vorhersage (Pradiktion) Z(k|k — 1) zu berech-
nen, wie der nichste Systemzustand zum Zeitpunkt ¢ = kT4 lauten konnte.
Ebenfalls wird im Pradiktionsschritt die Kovarianzmatrix P(k|k — 1) des Pré-
diktionsfehlers bestimmt, der sich geméaf

E(klk — 1) = 2(k) — 2(klk — 1)

aus der Differenz zwischen wirklichem und prédiziertem Systemzustand ange-
ben lasst.

o Filterschritt
Im Filterschritt wird schliefflich der eigentliche Schétzwert Z(k|k) zum Zeit-
punkt ¢ = kT4 bestimmt, nachdem ein neuer Messwert y(k) verfiigbar ist. Da-
bei wird aus dem im vorherigen Schritt berechneten Pradiktionswert &(k|k—1)
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und dem neuen Messwert y(k) der verbesserte Schétzwert Z(k|k) ermittelt.
Ebenfalls wird die Kovarianzmatrix P(k|k) des Schétzfehlers

Z(k[k) = z(k) — Z(k[k)

bestimmt, die im darauf folgenden Pradiktionsschritt verwendet wird, um die
neue Pradiktionsfehlerkovarianz P(k + 1|k) zu bestimmen.

Die Zustandsschitzung mit dem Kalman-Filter ist also ein rekursiv durchfiihrba-
rer Algorithmus, der mit einem geringen Speicheraufwand implementiert werden
kann. Diese Rekursionseigenschaft, seine Robustheit und die minimale Schétzfeh-
lerkovarianz sind die Griinde fiir die zahlreichen erfolgreichen Anwendungen dieser
stochastischen Schitzmethode. Die rekursive Struktur des Kalman-Filters wird in
der Literatur [Jaz70] auch Pradiktor-Korrektor-Struktur genannt.

In Abschnitt 5.2 wird die Anwendung des Kalman-Filters fiir nichtlineare Prozesse
vorgestellt. Auch in diesem Fall ist unter bestimmten einschrinkenden Bedingun-
gen eine Schitzung mit minimaler Schatzfehlerkovarianz moglich [Kal60, vdMO04],
wenn die ersten beiden Momente der Schétzfehler bekannt sind. Leider ist die ex-
akte Bestimmung dieser Momente sehr schwierig, kann aber ndherungsweise mit
verschiedenen Verfahren erfolgen. Eines dieser Verfahren ist die Unscented Trans-
formation, die im Abschnitt 5.3 vorgestellt und schlieflich bei der Implementierung
eines Sigma-Punkt-Kalman-Filters verwendet wird.

5.1 Das Kalman-Filter fiir lineare Systeme

Das Kalman-Filter fiir lineare Systeme wurde erstmals 1960 von Rudolf E. Kalman in
[Kal60] veroffentlicht. Kalmans Idee war dabei das Losen des allgemeinen Schétzpro-
blems fiir lineare zeitdiskrete Zustandsraummodelle, nachdem bereits 1949 das allge-
meine Schiitzproblem von Norbert Wiener fiir Ubertragungsmodelle im Frequenzbe-
reich mit Methoden der Variationsrechnung gelost wurde [Wie49]. Inzwischen existie-
ren in der Fachliteratur [Kal60, GA93, vdMO04, BS94, Jaz70, Kre80, Lof90a, Lof90b]
zahlreiche, teilweise verschiedene Herleitungen fiir das Kalman-Filter.

Das fiir die Schitzung mit dem Kalman-Filter verwendete zeitdiskrete lineare Modell
lautet in der Zustandsraumdarstellung

I
=
+
:

S—

Il

O(k + 1|k) z(k) + H(k + 1|k) u(k) + L(k) w(k), (5.1)
y(k) = C(k)z(k) +uv(k), (5.2)

wobei mit w(k) das Prozessrauschen bezeichnet wird, das die Zustandsdifferenzen-
gleichung (5.1) anregt. Das Messrauschen wird mit v(k) bezeichnet und wirkt als
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additive Storung auf die Ausgangsgleichung (5.2). Das n,,-dimensionale Prozessrau-

schen -
wk) = [ wi(k) wa(k) -+ wp, 1(k) wn, (k) ]

ist ein mittelwertfreier, unkorrelierter weifser Gau-Prozess und erfiillt somit die

folgenden Gleichungen:

Elwlk)} = 0
Eluwkiw' (k)} = Qk),
E{wi(Rw;(k)} = 6i;Qu; (k).

Die mittelwertfreien Komponenten von w(k) sind also zueinander unkorreliert. Dar-
aus folgt, dass Q(k) eine positiv definite Diagonalmatrix ist. Die Definition der po-

sitiven Definitheit ist im Anhang A in Definition A.5 angegeben.
Fiir das ebenfalls mittelwertfreie und unkorrelierte Messrauschen v(k) gelten die
Bedingungen:

E{u(k)} = 0,
T(k)} = R(k),
E{vi(k)vi(k)} = 0i;Ri;(k).

Zusétzlich muss der unbekannte Anfangszustand x(0) ebenfalls eine normalverteilte
Zufallsvariable sein, deren Erwartungswert £ {z(0)} = z, und Kovarianzmatrix

Py0)a0) = € {2(0)2(0)" }

bekannt sein miissen. Ferner sollen dass Prozess- und Messrauschen zueinander und
zum Anfangszustand z(0) unkorreliert sein, was durch die zusétzlichen Gleichungs-
bedingungen

E{v(w™(j)} =

£ {u(k)a(0)} =
E{wk)z" (0} =

(<

[S

(=

fiir alle 4, j, k € INy gefordert wird.

Die Transitionsmatrix ®(k|k —1), die Eingangsmatrix H (k|k —1) und die Ausgangs-
matrix C'(k) konnen also ebenso, wie die beiden Kovarianzmatrizen Q(k) und R(k),
zeitvariant sein.

Kalman zeigte, dass der Minimum-Varianz-Schétzwert mit der Rekursionsbeziehung

L(k|k) = 2(klk — 1) + G(k) (y(k) — C(k) 2(k|k — 1)) (5:3)
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bestimmt werden kann. Dabei ist Z(k|k—1) der Pradiktionswert, der ausgehend vom
zum Zeitpunkt (k —1)T4 vorliegenden Schitzwert :(k — 1|k — 1) berechnet wird. Die
Matrix G(k) ist die Kalman-Verstarkungsmatrix (engl.: Kalman gain matrix).

Der gesuchte Pradiktionswert ist nach Kalman der Erwartungswert

a(klk - 1)
=E{Pklk-Dak—-1k-1)+HKklk—1Duk—-1)+Lk-1wk-1)}
= £{@(klk — 1) &(k — 1k — 1) + H(k|k — 1) u(k — 1))

*)
+E{L(k - Dw(k—1)}
=0
=®(klk— 1) 2(k — 1|k — 1) + H(k|k — 1) u(k — 1) (5.4)

der Zustandsdifferenzengleichung (5.1), wenn als vorheriger Zustand der Minimum-
Varianz-Schétzwert Z(k — 1|k — 1) eingesetzt wird, der zum Zeitpunkt (k — 1)T4
vorliegt. Der Anteil des Prozessrauschens w(k) verschwindet in (5.4), da es sich
dabei um einen mittelwertfreien Prozess handelt. Die mit (%) bezeichnete Erwar-
tungswertbildung in Gleichung (5.4) vereinfacht sich ebenso, da der Operand eine
deterministische Grofse ist.

Im Pradiktionsschritt muss auflerdem noch die Kovarianzmatrix
R . T
P(klk 1) = € { (2(k) - 2(klk — 1)) (2(k) — a(k|k ~ 1)) }

des Pradiktionsfehlers berechnet werden, da sie im darauf folgenden Filterschritt
bendtigt wird. Sie kann mit der Formel

P(klk—1) = @(klk—1)P(k— 1|k — 1)@ (k[k ~ 1)
+L(k = 1)Q(k — 1)L"(k — 1) (5:5)

berechnet werden.

Im Filterschritt muss die Kalman-Verstarkungsmatrix G(k) ermittelt werden, um
mit Gleichung (5.3) den Minimum-Varianz-Schitzwert &(k|k) berechnen zu kénnen.
Diese Verstarkungsmatrix kann durch

1

G(k) = Py, (k= 1) (P, (klk—1)) (5.6)
aus den beiden Kovarianzen

Py (klk — 1) = & { (@(k) = 2(klk — 1)) (y(k) — gklk 1)) }
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5.1 Das Kalman-Filter fiir lineare Systeme

u(k)

% x(k+1) x(k)
—| H(k+1|k) I— C(k)

LV(k)l

L(k)

v(k)

—] 2(k+1[k)

linearer Prozess (stochastisch gestort)

(k| k)

Abbildung 5.1: Struktur des Kalman-Filters fiir lineare Prozesse

Py, (klke = 1) = & { (y(k) = §(klk = 1) (y(k) — gkl = 1)) }
C(k)Z(k|k — 1) den Pradiktionswert fiir den

bestimmt werden, wenn §(k|k — 1)
néchsten Messwert bezeichnet. Unter Verwendung der linearen Systemgleichungen

(5.1) und (5.2) kann die Verstdrkungsmatrix als
JP(klk = 1)C () + B(K))

G(k) = P(klk—1)CT (k) (C(
= P(klk)C" (k)R (k ) (5.7)
berechnet werden. Die Schéatzfehlerkovarianzmatrix
. N T
P(kk) = € {(2(k) - 2(kIk) (z(k) - 2(kIk)" }
fiir den Filterschritt ergibt sich aus der Formel
(5.8)

P(k[k) = P(k|k — 1) = G(K)C (k) P(k|k — 1).
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Die Struktur des verwendeten Prozessmodells sowie des Kalman-Filters ist in Ab-
bildung 5.1 dargestellt.

Die mit den hier vorgestellten Gleichungen durchgefiihrte Zustandsschitzung ist
bei linearen Systemen und unter den geforderten stochastischen Bedingungen die
strukturoptimale Minimum-Varianz-Schétzung. Das heifst, dass kein Schétzer mit
beliebig wahlbarer Struktur existiert, der eine kleinere Schétzfehlervarianz besitzt.

Bei einer gleichzeitigen Parameter- und Zustandsschitzung existiert aber kein li-
neares Zustandsraummodell und damit ist eine notwendige Voraussetzung fiir den
Einsatz des Kalman-Filters bei linearen Systemen nicht gegeben. Darum wird im
Abschnitt 5.2 der Einsatz stochastischer Zustandsschétzer fiir nichtlineare Systeme
untersucht.

5.2 Das Kalman-Filter fiir nichtlineare Systeme

Bisher wurde das Kalman-Filter fiir lineare Systeme eingesetzt. Fiir diese Systeme
kann, wie im Abschnitt 5.1 vorgestellt, der Schétzwert bestimmt werden, dessen
Schétzfehler die minimale Varianz besitzt. Darum wird der mit dem Kalman-Filter
ermittelte Schéitzwert Minimum-Varianz-Schiatzwert genannt. Die Herleitung des
Kalman-Filters in [Kal60, vdMO04]| zeigt jedoch, dass es auch zur Zustandsschitzung
bei nichtlinearen Systemen verwendet werden kann. Dabei wird fiir den Schétzer eine
Pradiktor-Korrektor-Struktur verwendet, wie sie bei linearen Systemen als Losung
des Schitzproblems auftrat. Der Schitzwert wird also wieder - wie im linearen Fall
zuvor - mit der Gleichung

i(klk) = (klk — 1) + G(k) (y(k) — g(klk — 1)) (5.9)

berechnet. Der Unterschied zur linearen Schétzgleichung (5.3) ist die Bestimmung
des Prédiktionswerts j(k|k — 1) fiir die nidchste Messung. Im linearen Fall konnte
dieser Pradiktionswert, sehr einfach aus der prédizierten Zustandsgréfte bestimmt
werden. Bei nichtlinearen Prozessen ist dieses einfache Vorgehen nur bei linearen
Ausgangsgleichungen

g(k) = C(k)&(klk — 1)

moglich. Das in dieser Arbeit behandelte Impedanzschétzproblem wird jedoch eine
lineare Ausgangsgleichung besitzen.

Die Gleichung (5.9), welche die Systemstruktur des Schétzers vorgibt, wirkt ein-
schréankend. Somit kann also nicht mehr der bestmogliche Schéatzwert im Sinne mini-
maler Schitzfehlerkovarianz gefunden werden. Stattdessen wird aber ein Minimum-
Varianz-Schatzwert gefunden, der die Struktur-Gleichung (5.9) als Nebenbedingung
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erfiillt. Der Vorteil dieser Vorgehensweise ist der, dass zur Schitzung verhéltnisméa-
Rig wenig Informationen iiber die stochastischen Systemgrofien bendtigt werden, aber
trotzdem eine hinreichend genaue Schitzung mit relativ geringem Aufwand durch-
fithrbar ist. Der Schétzwert Z(k|k—1) ist wieder der Pradiktionswert, der ausgehend
vom vergangenen Schitzwert £(k — 1|k — 1) mit dem zeitdiskreten Systemmodell
berechnet wird.

Bevor der optimale Schétzer fiir nichtlineare Systeme entwickelt wird, muss das
verwendete nichtlineare zeitdiskrete Prozessmodell mit der konstanten Abtastzeit
Ty eingefiihrt werden. Die Gleichungen

(@(k), u(k), w(k)), (5.10)
(z(k), v(k)) (5.11)

beschreiben den nichtlinearen Prozess, der vom stochastischen Prozessrauschen w(k)
und vom deterministischen Eingangssignal u(k) angeregt wird. Das Messsignal y(k)
wird dabei vom Messrauschen v(k) gestort. Die Rauschprozesse miissen nicht - wie
zuvor im Abschnitt 5.1 - mittelwertfrei sein. Die einzelnen Komponenten diirfen
jedoch miteinander nicht korrelieren. Das Prozess- und das Messrauschen miissen
also die Bedingungen

E{w(k)} = p,,

w

Eluwkw' (k)} = Qk),
E{wi(kw;i(k)} = 8i,;Qij(K)

und
Efu(k)} = n,
E{v(k)' ()} = R(k),
E{vi(k)vi(k)} = 0 ;Ri;(k)

erfiillen. Ebenso sollte der Anfangszustand z(0) nicht mit den Rauschprozessen kor-
reliert sein. Vom Anfangswert z(0) miissen die ersten beiden Momente (Mittelwert
2(0) und Kovarianz P, g),)) bekannt sein. Ferner diirfen Mess- und Prozessrau-
schen nicht miteinander korreliert sein. Aus diesen zusétzlichen Forderungen folgen

die Gleichungen
E{ubw™ (N} = 0 Vkj

E{v(k)z"(0)} = 0,  Vk
E{wkz™(0)} = 0 Wk

[S
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als weitere Bedingungen.

Nachdem das der Schétzung zugrunde liegende Modell vorgestellt wurde, wird im
Folgenden die Kalman-Verstarkungsmatrix G(k) fiir den Filter-Schétzwert (5.9) so
hergeleitet, dass die Spur - die Summe der Hauptdiagonalelemente -

J = Spur (P(k|k)) ZP“k:\k

der Schéitzfehlerkovarianzmatrix
P(klk) = & {z(klk)Z" (k[k) } = & {(z(k) — 2(k|k)) (z(k) — 2(k|k) "}

minimal wird. Durch die Verwendung der Spur liegt ein skalares Giitemafs vor, das
einen umso kleineren Wert annimmt, je besser die Schéitzung wird.

Mit der vorgegebenen Schétzgleichung (5.9) als Nebenbedingung, kann der Schétz-
fehler

z(klk) = xz(k) — 2(klk) = z(k) — 2(k|k — 1) — G(k) (y(k) — §(k[k - 1))
=i(k|k—1) =g (k|k—1)
= &(klk — 1) — G(k)g(k|k — 1) (5.12)

hergeleitet werden. Bei einer erwartungstreuen Schitzung gilt fiir den Schétzfehler

E{z(klk)} =

was die nun folgende Kovarianzbildung vereinfacht. Die Gleichung (5.12) wird als
néchstes verwendet, um den Ausdruck

E(klk)z" (klk) = Z(klk —1)Z" (k[k —1) — Z(k|k — 1)g" (k|k — DG (k)
—G(k)g(klk — 1)Z" (k[k — 1)
+G(k)y(klk — 15" (klk — )G (k) (5.13)
herzuleiten, von dem schlieklich der gesuchte Erwartungswert gebildet wird. Mit den
Kovarianzmatrizen
Poy(klk—=1) = &{&(klk— 15" (klk - 1)},
Py(klk—1) = £ {gklk — D" (klk — 1)}
und

Pyy(klk—1)=¢€ {g(klk — 1)y" (k|k — 1)}
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kann der Erwartungswert von (5.13) - die Schétzfehlerkovarianz - als

P(klk) = P(klk—1) = Py (klk = 1)G" (k) — G(k)Pyg (k[k — 1)
+G(k) Py (klk — D)G(k)* (5.14)

Y
in Abhéngigkeit der noch unbekannten Kalman-Verstirkungsmatrix G(k) berechnet
werden. Das zu minimierende Giitemafl J ist die Spur der Schétzfehlerkovarianz
(5.14). Die notwendige Bedingung zum Finden des Minimums von J lautet

0
Gk (SpurP(k[k)) = 0

und wird zu einer Berechnungsvorschrift fiir G(k) fihren. Um die Spur der Kovari-
anzmatrix ableiten zu kénnen, miissen sie beiden aus der Matrix-Analysis bekannten

Beziehungen
% (Spur (ABA")) =2AB
und
9 (Spur (AB)) = 2 (Spur (BAT)) = B
5 (S0 (4B") = 54 (Spur (BA")) = B

verwendet werden. Die Ableitung von J beziiglich der Matrix G(k) ergibt somit

2P, (klk — 1) + 2G(k) Py (kIk — 1) = 0,

was auf die optimale Losung
-1
G(k) = Py (klk = 1) (Pyy (kI — 1))

fithrt, mit der die Berechnung des Minimum-Varianz-Schatzwerts fiir die geforderte
Préadiktor-Korrektor-Struktur, die in Abbildung 5.2 dargestellt ist, moglich wird. Es
miissen jedoch die Erwartungswerte

(kb —1) = €{o(altk—1),ulk —1),w(k 1)}
Jklk—1) = {h (k- 1),0(k—1))}

sowie die Kovarianzmatrizen P(k|k — 1), P(k|k), Pz;(klk — 1) und Py, (k|k — 1)
bekannt sein, damit die komplette Schitzung (Pridiktion und Filterung) mit der
hier vorgestellten Strategie durchgefiihrt werden kann.

Hiufig ist die Ausgangsgleichung linear und der Filterschritt kann mit den Glei-
chungen (5.7) und (5.8) des linearen Kalman-Filters ausgefiihrt werden. Bei der
Impedanzschétzung wird eine solche lineare Ausgangsgleichung auftreten. Es bleibt
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v(k)

x(k)

nichtlinearer Prozess (stochastisch gestort)

(k[ k)

Abbildung 5.2: Pradiktor-Korrektor-Struktur des stochastischen Zustandsschétzers
fiir nichtlineare Systeme
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aber weiterhin die Schwierigkeit bei der Durchfiihrung des Prédiktionsschritts be-
stehen. Die entscheidende Aufgabe ist die Bestimmung der ersten beiden Momente
der fiir die Schatzung relevanten Grofen.

In [Kal60] wird bereits darauf hingewiesen, dass eine von der linearen Pradiktor-
Korrektor-Struktur abweichende allgemeinere Schéatzvorschrift nur dann zu einer
kleineren Schétzfehlerkovarianz fiihren kann, wenn von den auftretenden Wahr-
scheinlichkeitsdichten die héheren Momente - und nicht nur Mittelwert und Ko-
varianz - zur Schétzung herangezogen werden.

Bei nichtlinearen Systemfunktionen
z(k) = ¢ (z(k — 1), u(k — 1), w(k - 1))

ist die Bestimmung der Momente von Zufallsprozessen schwierig beziehungsweise
sehr rechenintensiv, obwohl eine Berechnung theoretisch moglich wére. Hierin be-
steht eine wesentliche Schwierigkeit bei der praktischen Zustandsschétzung an nicht-
linearen Prozessen, die auch haufig in der Fachliteratur als nichtlineare Filterung
bezeichnet wird.

Aus diesem Grund wurden verschiedene Strategien entwickelt, um zumindest né-
herungsweise die ersten beiden Momente einer Zufallsvariablen zu bestimmen, die
durch eine nichtlineare Abbildung einer anderen Zufallsvariablen mit bekannten Mo-
menten oder Wahrscheinlichkeitsdichten erzeugt wurde.

Eine haufig gewidhlte Vorgehensweise ist die Linearisierung der Nichtlinearitdt um
den Mittelwert. Anschliefend wird die linearisierte Abbildungsvorschrift verwendet,
um den gesuchten neuen Mittelwert und die neue Kovarianz mit den bekannten Re-
geln fiir lineare Abbildungen zu berechnen. Eine Linearisierung um den Mittelwert
ist sinnvoll, denn in seiner Umgebung liegt mit hoher Wahrscheinlichkeit der wirk-
liche Zustand des Systems. Bei groferen Entfernungen vom Mittelwert sinkt zwar
die Genauigkeit der linearisierten Systemfunktion; dafiir ist aber auch die Wahr-
scheinlichkeit geringer, dass sich der wirkliche Systemzustand dort befindet. Diese
Strategie der Linearisierung wird beim erweiterten Kalman-Filter angewendet, das
als weitverbreitetes Verfahren der nichtlinearen Filterung hiufig eingesetzt wird.

Ein gravierender Nachteil der Linearisierungsmethode ist ihre geringer werdende
Genauigkeit besonders bei grofsen Varianzen, die im schlechtesten Fall sogar zur Di-
vergenz des Schétzers fiihren kann. Aufserdem ist die Berechnung der Jacobi-Matrix
der Systemfunktion bei hohen Systemordnungen oder bei komplizierten System-
funktionen sehr aufwindig. Zudem muss zu jedem diskreten Zeitpunkt eine neue
Jacobi-Matrix berechnet werden.

Wiinschenswert wire daher eine Vorgehensweise, die keine Berechnung der Jacobi-
Matrix erfordert, aber dennoch eine hohe Approximationsgenauigkeit besitzt. Diese
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beiden Ziele lassen sich mit der Methode der Unscented Transformation erreichen,
die in sogenannten Sigma-Punkt-Kalman-Filtern angewendet wird. In [vdM04] wird
die Anwendung der Unscented Transformation bei der Realisierung von nichtlinearen
Schitzfiltern ausfithrlich behandelt. Mit dieser Unscented Transformation wird eine
genauere Approximation der ersten beiden Momente einer nichtlinear transformier-
ten mehrdimensionalen Zustandsvariablen moglich sein, ohne eine Linearisierung
durchfiihren zu miissen.

5.3 Die Unscented Transformation

5.3.1 Das Grundprinzip der Unscented Transformation

Die erstmals 1997 von Julier und Uhlmann in [JU97| vorgeschlagene Unscented
Transformation zur Lésung nichtlinearer Schétzprobleme baut auf dem Prinzip auf,
dass es leichter ist, die durch eine nichtlineare Abbildung erhaltene Wahrscheinlich-
keitsdichte zu approximieren, als die verwendete nichtlineare Abbildungsvorschrift
anzundhern. Eine Reihenentwicklung dieser Abbildung wiirde die Bestimmung ei-
ner Vielzahl von Koeffizienten erforderlich machen, da meist ein mehrdimensionales
Schétzproblem vorliegt. Das in dieser Arbeit behandelte Impedanzschétzproblem
erfordert durch sein fraktionales Systemmodell eine sehr hohe Modellordnung und
damit miissen - schnell und hinreichend genau - die ersten beiden Momente von vek-
toriellen Zufallsvariablen mit hoher Dimension bestimmt werden. Eine Approxima-
tion der Systemfunktion ist daher nicht ratsam. Aus diesem Grund ist die Unscented
Transformation fiir die Impedanzschétzung besser geeignet.

Die Approximation der gesuchten Wahrscheinlichkeitsdichten, beziehungsweise ihrer
Momente, wird bei der Unscented Transformation durch eine gewichtete Summe von
charakteristischen Stichproben - den sogenannten Sigma-Punkten - der (vektoriellen)
Zufallsvariablen ermdglicht. Um diese Vorgehensweise verstdndlich zu machen, wird
die Unscented Transformation im folgenden Abschnitt fiir skalare Zufallsvariablen
hergeleitet und exemplarisch durchgefiihrt.

Danach wird im Abschnitt 5.3.4 die Unscented Transformation auf den mehrdimen-
sionalen Fall erweitert. Diese detaillierte Herleitung der Unscented Transformation
ist in der hier dargestellten Form nicht in der Literatur zu finden.
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5.3.2 Die Unscented Transformation bei skalaren Zufallsva-
riablen

Die Unscented Transformation wird verwendet, um die ersten beiden Momente ei-
ner Zufallsvariablen néherungsweise zu schitzen, nachdem diese eine nichtlineare
Transformation f(-) durchlaufen hat. Dabei werden charakteristische Punkte - die
sogenannten Sigma-Punkte - mit der Nichtlinearitét abgebildet. Die Wahl der Sigma-
Punkte wird in Abhéngigkeit der Varianz der Zufallsvariablen z vor der Transfor-
mation vorgenommen. Nach der nichtlinearen Transformation werden die erhaltenen
Sigma-Punkte der neuen Zufallsvariablen ' = f(z) verwendet, um durch eine ge-
wichtete Summe die ersten beiden Momente von z’ nidherungsweise zu ermitteln.
Bei der Wahl der Sigma-Punkte fliefst also a priori-Wissen {iber stochastische Ei-
genschaften von x ein. Die mit f(-) abgebildeten Sigma-Punkte enthalten nach der
nichtlinearen Transformation Informationen iiber die Abbildungsvorschrift. Darum
kann aus den Sigma-Punkten nach der Abbildung mit f(-) eine Approximation
der ersten beiden Momente der neuen Zufallsvariablen z’ durchgefiihrt werden. Die
Genauigkeit dieser Approximation wird in diesem Abschnitt ebenfalls untersucht.

Theoretisch kénnten auch die héheren Momente der transformierten Zufallsvaria-
blen geschétzt werden, aber dazu wére eine grofere Anzahl von Sigma-Punkten not-
wendig. Aufserdem wiirde ein héherer rechnerischer Aufwand auftreten, denn jeder
Sigma-Punkt muss iiber die Nichtlinearitdt abgebildet werden und es miissen bei
vektoriellen Zufallsvariablen mehr Matrizenoperationen durchgefiihrt werden, was
vor allem fiir hoherdimensionale Systeme nicht wiinschenswert ist.

Im nun folgenden Beispiel ist die skalare Zufallsvariable x gegeben. Es wird voraus-
gesetzt, dass ihre ersten beiden Momente als

E{z} =
5{332} = o2

bekannt sind. Durch die Bedingung £ {z} = 0 wird Mittelwertfreiheit vorausgesetzt,
was keine Beschrankung der Allgemeinheit ist, aber die nachfolgenden Rechnungen
vereinfacht. Zuséatzlich wére auch das dritte Moment & {:1:3} = 0 bekannt, wenn =
eine symmetrische Wahrscheinlichkeitsdichte p, (x) beséfe. Liegt diese Symmetrieei-
genschaft vor, so erhoht sich die Approximationsgiite der Unscented Transformation.
Ist auch das vierte Moment £ {:1:4} bekannt, so kann durch eine geeignete Wahl der
Sigma-Punkte die Genauigkeit der Approximation weiter gesteigert werden.

Die nichtlineare Funktion 2’ = f(x) muss in eine Taylorreihe entwickelbar oder in der
Umgebung von x = 0 durch eine Polynomapproximation hinreichend genau darstell-
bar sein. Wenn diese Bedingung erfiillt ist, kann die Nichtlinearitét folgendermafen
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dargestellt werden:

' = f(z) = ap + a1x + axx® + azx® + agaxt + - - - . (5.15)
Die Koeffizienten a; dieser Taylorreihe miissen nicht bekannt sein. Mit der Taylorrei-
hendarstellung (5.15) der neuen transformierten Zufallsvariablen a’ kann jetzt eine
Reihenentwicklung der Erwartungswerte & {2’} und € {2'2’ — (€ {z'})?} bestimmt
werden. Als erster Schritt wird der Erwartungswert & {2} gebildet, wobei die Li-
nearitdt der Erwartungswertbildung zur Vereinfachung dient:

E{a'} = ao+aif{z}+af{a?} +as€ {2*} + as€ {2*} + -
=0 —02

= ap+ a0’ +az€ {2*} + as€ {2t} - . (5.16)

Mit der gleichen Vorgehensweise wird als néchster Schritt die Varianz (das zweite
Moment)
Ry = E{2'2'}

entwickelt. Diese ist

Rye = ai+ (2a0a2 + a?) 0 + (2apas + 2a1a2) € {m3}
+(2a0a4+2a1a3+a§)5{x4} e (5.17)

wenn keine weiteren Informationen iiber das dritte oder das vierte Moment von
x vorliegen. Die Entwicklungen (5.16) und (5.17) zeigen, dass schon zur Bestim-
mung der ersten beiden Momente einer nichtlinear transformierten Zufallsvariablen
a2’ = f(z) alle Momente der urspriinglichen Zufallsvariablen z sowie alle Koeffizien-
ten der Taylorentwicklung der nichtlinearen Abbildungsvorschrift f(-) bekannt sein
miissen. Diese Bedingungen koénnen praktisch nicht eingehalten werden, da sonst der
Rechenaufwand bei einer Schitzung zu hoch wire.

Im Fall einer linearen Funktion f( -) sind alle Koeffizienten bis auf a; gleich null. Ist 2
zudem normalverteilt, so konnen die ersten beiden Momente von x’ genau bestimmt
werden. Da bei einer linearen Abbildung auch z’ normalverteilt wére, kann somit
auch die Wahrscheinlichkeitsdichte von z’ exakt bestimmt werden.

Ist bei einer nichtlinearen Abbildung f(-) die urspriingliche Variable x normalver-
teilt, so sind damit auch die héheren Momente von = bekannt. Denn nach [JWO0O]
kénnen die zentralen Momente einer Normalverteilung aus der Kovarianz o2 be-
stimmt werden. Diese hoheren Momente lauten:

B Wl [ 1:3:5---(k—1)cF  wenn k gerade ist,
& {(x £irh) } N { 0 wenn k ungerade ist. (5.18)
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Daher kénnen in den Gleichungen (5.16) und (5.17) auch die hoheren Momente in
Abhéngigkeit vom zweiten (zentralen) Moment o angegeben werden. Somit gilt bei
normalverteiltem x fiir den Mittelwert von

E{2'} = ag+azo® +3a40* + - (5.19)
und fir die Varianz

Rye = ad+ (2a0a2 + a%) o + (2a0a4 + 2aia3 + a%) 30t + .. (5.20)

Das Ziel der Unscented Transformation ist die Approximation der ersten beiden
Momente der Zufallsvariablen 2’ = f(z) durch eine gewichtete Summe repréisentativ
ausgewdhlter Punkte im z-Raum, die mit f(-) in den z/-Raum transformiert wur-
den. Diese deterministisch ausgewéhlten Punkte &y, £; und &; werden Sigma-Punkte
genannt, da es eine gilinstige Vorgehensweise sein kann, diese auf die o-Grenze der
Wahrscheinlichkeitsdichte p,(z) zu legen. Ein weiterer Sigma-Punkt liegt auf dem
Erwartungswert von x, also bei null. Allgemein werden die Sigma-Punkte im skalaren
Fall zu

& = 0
& = no
&2 = -no

in Abhéngigkeit des positiven Skalierungsfaktors n € R™ gewihlt. Die drei Sigma-
Punkte &, & und & werden mit der nichtlinearen Funktion f(-) auf die neue Zu-
fallsvariable =’ abgebildet. Man erhalt somit die abgebildeten Sigma-Punkte

5: = f(fz)a (S {07 1,2}, (5'21)

aus denen schlieRlich der Erwartungswert von =’ durch die gewichtete Summe

&' = Pro&o + €y + P15 (5.22)

approximiert wird. Dabei sind (19 und 31 Gewichtungsfaktoren, die so gewéhlt wer-
den, dass eine moglichst hohe Approximationsgiite vorliegt. Ein weiterer entscheiden-
der Parameter, der einen bedeutenden Einfluss auf die Approximationsgenauigkeit
hat, ist der Skalierungsfaktor 7, mit dem der Abstand der dufseren Sigma-Punkte
vom Mittelwert eingestellt werden kann. Im skalaren Fall sind &; und &5 die dufleren
Sigma-Punkte. Wird beispielsweise = 1 gewéhlt, so liegen die dufleren Sigma-
Punkte genau auf der o-Grenze, also ,Mittelwert + Standardabweichung“. Die mit
der Funktion (5.21) abgebildeten Sigma-Punkte & (¢ € {0,1,2}) lauten in der Rei-
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hendarstellungsform
& = a0+ ar&i + a&} + as&l + as&i + -

und kénnen nun in Gleichung (5.22) eingesetzt werden, um &’ zu bestimmen. Die
Approximation des Erwartungswerts £ {2’} kann nach einigen Umformungen in Rei-
hendarstellung angegeben werden:

&' = (B0 +261) ao + 2B1n°az0” + 2610 asot + - . (5.23)

Um die Gewichtungsfaktoren 319 und (7 geeignet wihlen zu kénnen, wird Gleichung
(5.23) mit der Entwicklung

E{a'} = ap + ax0® + a3€ {2*} + as€ {*} - (5.24)

des wirklichen Mittelwerts von z’ verglichen. Durch einen Koeffizientenvergleich der
Gleichungen (5.23) und (5.24) konnen die Terme bis einschlieklich der zweiten Ord-
nung in Ubereinstimmung gebracht werden. Die durch diesen Koeffizientenvergleich
erhaltenen Gleichungsbedingungen lauten somit:

Bio + 261 1, (5.25)
261> = 1. (5.26)

Die erste Bedingung (5.25) ist eine Normierungsbedingung, die fordert, dass die
Summe der Gewichte aller Sigma-Punkte gleich eins ist. Auch im mehrdimensiona-
len Fall wird diese Normierungsbedingung wieder auftreten. Die zweite Bedingung
(5.26) ist notwendig, um die mogliche Genauigkeit in der zweiten Ordnung zu erhal-
ten. Die Approximation ist in der ersten Ordnung immer genau, denn der hierfiir
notwendige Term ist identisch null, da die Zufallsvariable  mittelwertfrei ist. Um
also die Genauigkeit in der zweiten Ordnung zu erhalten, muss

ﬂl = W
in Abhéngigkeit von 7 gewéhlt werden. Um die Normierungsbedingung (5.25) zu

erfiillen, muss
1
Bro=1-—
2

gelten. Die Approximation der Ordnung zwei ist also unabhéngig von n erreichbar, da
dieser Skalierungsparameter beliebige Werte annehmen darf. Es ist aber anschaulich
klar, dass ein zu grofer Skalierungsfaktor n zu Schwierigkeiten fithren kann. Wird
némlich 7 zu groft gew#hlt, so liegen die Sigma-Punkte weit vom Mittelwert entfernt
und eine hinreichend genaue Taylorreihendarstellung der nichtlinearen Abbildung



5.3 Die Unscented Transformation 105

wiirde dann auch die hoheren Terme erforderlich machen. Eine Approximationsge-
nauigkeit von zwei wire in diesem Fall zu gering.

Um den Einfluss von 7 bei der Unscented Transformation zu untersuchen, wird
ein interessanter Sonderfall untersucht. Im folgenden Beispiel wird eine normalver-
teilte Zufallsvariable  mit der Unscented Transformation abgebildet. In der Praxis
sind h&ufig auch nicht-normalverteilte Zufallsvariablen zumindest ndherungsweise als
normalverteilt zu behandeln. Bei einer Normalverteilung besteht der in Gleichung
(5.18) angegebene Zusammenhang zwischen den hoheren Momenten und dem zwei-
ten (zentralen) Moment, der Varianz o2. Der Koeffizientenvergleich zwischen appro-
ximiertem (5.23) und exaktem Mittelwert (5.19) kann also auch fiir hshere Momente
fortgesetzt werden. Da eine normalverteilte Wahrscheinlichkeitsdichte symmetrisch
um den Mittelwert ist, verschwinden nach Gleichung (5.18) alle ungeraden Momen-
te von x. Somit ist die Approximationsordnung gleich drei bereits erreicht. Aber es
gelingt sogar die Terme der vierten Ordnung in Ubereinstimmung zu bringen, wenn

3a404 = 2ﬂ1n4a404
erfiillt ist. Diese dritte Bedingung ist genau dann erfiillt, wenn
n=v3

gewihlt wird. Daraus folgt die Wahl

2

Bo =3

und 1
=

fiir die Gewichtungswerte, wenn eine normalverteilte skalare Zufallsvariable eine Un-
scented Transformation durchlduft. Es ist also bei diesem Sonderfall eine Approxi-
mationsgiite vierter Ordnung erreichbar. Auch bei Zufallsvariablen, die nicht normal-
verteilt sind, ist die Wahl 1 = v/3 empfehlenswert, wenn keine weiteren Kenntnisse
tiber die Wahrscheinlichkeitsdichte von x vorliegen [vdMO04].

Ist die stochastische Variable z nicht mittelwertfrei, so kann durch die Transforma-
tion 2* = x — & {x} eine neue mittelwertfreie Variable z* erzeugt werden. Diese neue
Variable wird dann mit der Unscented Transformation abgebildet. Eine identische
Vorgehensweise wére die folgende Wahl der Sigma-Punkte:

EO = g{x}v
& o= Ef{zt+no,
& = &{z}—no.
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Bei dieser Wahl muss die Forderung der Mittelwertfreiheit fiir = nicht erfiillt sein;
die Gewichtungsfaktoren 319 und (3; bleiben dabei unverédndert.

Auch die Varianz - oder die Kovarianz - von z’ kann mit der Unscented Transforma-
tion approximiert werden. Wie der Mittelwert, so soll auch die Varianz durch eine
gewichtete Summe

Ryrpr = B20&0E0 + B2£1€1 + 826585 (5.27)

aus den Sigma-Punkten &), & und &, berechnet werden. Es wird vorerst wieder
angenommen, dass x mittelwertfrei ist, um die nun folgende Herleitung zu verein-
fachen. Die Reihendarstellung der Sigma-Punkte nach einer Abbildung mit f(-)
wird in Gleichung (5.27) eingesetzt, um wieder iiber einen Koeffizientenvergleich
die Gewichtungsfaktoren wahlen zu kénnen. Der mit der Unscented Transformation
geschétzte Varianzwert lautet somit

Rm/m/ = (/620 + Qﬂg) a?) + ﬂgnQ (40,0@2 + 2@%) o2 +
Bon* (4apas + daraz + 2a3) o* + - - (5.28)

und wird mit Gleichung (5.17) verglichen. Um die Terme der nullten und der zweiten
Ordnung in Ubereinstimmung zu bringen miissen die beiden Gleichungen

B2o+2082 = 1, (5.29)
280> = 1, (5.30)

erfiillt sein. Die Forderungen (5.29) und (5.30) fiir B39 und f2 stimmen mit denen
aus den Gleichungen (5.25) und (5.26) fiir 819 und (; {iberein. Daher werden zur
Varianz- Approximation die Gewichtungswerte

1
52021—?

und
1

= ﬁ
gewahlt. Auch in diesem Fall ist die Approximationsgenauigkeit wieder von zweiter
Ordnung. Ist aber  normalverteilt, so erhoht sich die Ordnung auf vier, denn auch
der Term vierter Ordnung kann durch die Wahl

=3

[a

in Ubereinstimmung gebracht werden. Der Term der dritten Ordnung verschwindet
in diesem Fall, da die Wahrscheinlichkeitsdichte von & symmetrisch ist.
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Zur Zustandsschétzung wird die Kovarianz einer Zufallsvariablen und nicht die Va-
rianz bendtigt. Zwischen Varianz R, = £ {z'2’} und Kovarianz

Corar = E{ (2" - £ {2}
existiert jedoch nach [Pap91] der folgende Zusammenhang:
C:E’:E’ = R:p’a:’ — E {.’L’l}g ‘{ZC/} .

Da die Gewichtungswerte zur Erwartungswert- und zur Varianz-Approximation zur
gleichen Genauigkeitsordnung fiihren, kann auch die approximierte Kovarianz mit
der Unscented Transformation angegeben werden. Man erhélt somit fiir die appro-
ximierte Kovarianz den Ausdruck

Corg = Ryrgr — &8,

Da die Varianz R,+,+ der mittelwertfreien Zufallsvariablen zt = 2’ — £ {2’} mit
der Kovarianz C,/, von z’ identisch ist, kann die Kovarianz mit der Unscented
Transformation direkt durch

Corar = Ryi g = Poo (€ — 2) + B (& — &) + B2 (&, — #')°

angendhert werden. Die Kovarianz C,,; wird mit der gleichen Ordnung approxi-
miert, wie der Erwartungswert und die Varianz.

5.3.3 Vergleich der Unscented Transformation mit der Linea-
risierungsmethode

Ein klassisches und seit vielen Jahren eingesetztes Verfahren der nichtlinearen Fil-
terung ist das erweiterte Kalman-Filter [Kre80|. Die Schwierigkeit der nichtlinearen
Abbildung einer Zufallsvariablen wird dabei durch die Linearisierung der nichtlinea-
ren Funktion umgangen. Durch diese Vorgehensweise geht bei jedem nichtlinearen
Abbildungsschritt (bei der Pridiktion und/oder bei der Filterung) Information ver-
loren. Um den Informationsverlust und den damit verbundenen Verlust an Genau-
igkeit bewerten zu konnen, wird im Folgenden ein Vergleich mit der Methode der
Unscented Transformation durchgefiihrt.

Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit wird wieder angenommen, dass x mittelwert-
frei ist und die Varianz o2 besitzt. Die Nichtlinearitit lautet in der Reihendarstel-
lungsform
r_ _ 2 3 4
' = f(x) = ap + ar1x + agx” + azz’® + agx” + - - -

und wird durch eine Linearisierung um den Erwartungswert £ {x} = 0 auf die fol-
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gende Form

Ty = fun(z) = ap + a1z

gebracht. Es werden also alle hoheren Terme der Reihendarstellung vernachléssigt.
Jetzt kann der gesuchte Erwartungswert £ {2’} durch den einfach bestimmbaren
Erwartungswert € {z},,,} = ao angendhert werden. Ein Vergleich mit der Reihen-
entwicklung des wirklichen Erwartungswerts & {2’} in Gleichung (5.16) zeigt, dass
schon die Terme zweiter Ordnung nicht in dieser einfachen Approximation enthalten
sind. Darum ist die Approximationsordnung der Linearisierungsmethode gleich eins.
Obwohl bei der Zustandsschitzung die Kovarianz der Variablen x bekannt ist, wird
diese Information hier nicht verwendet. Um die Kovarianz bei der Erwartungswert-
bestimmung verwenden zu kénnen miisste der Koeffizient as der Taylorreihenent-
wicklung von f(-) bekannt sein. Die Bestimmung dieses Koeffizienten ist vor allem
bei hoherdimensionalen Systemen zu aufwéndig, wird aber dennoch bei Filtern zwei-
ter Ordnung durchgefiihrt [Kre80, Jaz70]. Mit dieser zusétzlichen Information wére
also die gleiche Genauigkeit zu erzielen, wie mit der Unscented Transformation. Die
aufwindige Bestimmung der Taylor-Koeffizienten der zweiten Ordnung entfillt je-
doch bei der Unscented Transformation. Dafiir muss die nichtlineare Funktion f(-)
im n-dimensionalen Fall (2n + 1)-mal ausgewertet werden.

Bei der Kovarianz liegen dhnliche Verhéltnisse vor. Die Kovarianz
& { @hin — € {211}
ist eine Approximation der wirklichen Kovarianz
e{@ -’} = efa'a’} - (€))7,

die aus der Varianz und dem Erwartungswert berechnet werden kann. Darum werden
nur die Varianzen verglichen. Die Varianz von zj,,, lautet

& {(mfm)Z} = aj + 2apa:€ {z} + ai€ {2°} = af + aio®
~—~— N——
=0 —g2
und stimmt mit

Ree = ai+ (2a0a2 + a%) o? + (2apas + 2a1as) € {ac?’}
+ (2a0a4 + 2aia3 + a%) & {x4} NI

nur bis zu den Termen der ersten Ordnung iiberein. Nur wenn der Koeffizient as
der Taylorreihenentwicklung bekannt wére, konnten auch die Terme der zweiten
Ordnung in Ubereinstimmung gebracht werden. Dies ist bei Filtern hoherer Ordnung
moglich, die auch die Taylorreihen-Koeflizienten zweiter Ordnung verwenden. Bei
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Abbildung 5.3: Transformation einer stochastischen Variablen x durch eine nichtli-
neare Funktion ' = f(z) und Bestimmung der resultierenden Wahrscheinlichkeits-
dichte p’.(x")

einer Linearisierung von f( -) kann also nur eine Genauigkeit erster Ordnung erreicht
werden.

Der in diesem Abschnitt durchgefiihrte Genauigkeitsvergleich bei skalaren Zufallspro-
zessen kann auch auf den n-dimensionalen Fall erweitert werden. Die Aussagen iiber
die Genauigkeitsordnung der jeweiligen Verfahren bleiben auch in diesem Fall beste-
hen [JU97, JUO4].

Abschliefend wird ein einfaches Beispiel vorgestellt, um die vorgestellten Verfahren
zu vergleichen. In Abbildung 5.3 ist dieses Beispiel grafisch dargestellt. Die Zufallsva-
riable x mit dem Mittelwert u, = 0,5 sei mit der Varianz o2 = 0,017 normalverteilt.
Fiir x gilt also die Gauftsche Wahrscheinlichkeitsdichte

B _(@=05)°
ps(x) = —=e 207 = 3,07¢ 0034 (5.31)
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Die nichtlineare Funktion, die verwendet wird um die neue Zufallsvariable z’ zu
erzeugen, lautet

o' = f(z) = 10 (1 —e 45 f”) . (5.32)

Nach [Pap91| kann die Dichte der neuen Variablen 2’ mit der Formel

e (2) = ’ Pz () (5.33)

bestimmt werden. Nach der Ableitung von f(z) und einigen Umformungen gelangt
man schliefslich zur Wahrscheinlichkeitsdichte

L

33 (0 (@' = 10)/10) +4,5p1,)" /o

no_ \@ ’
Px'(x)——m ) (' <10)

(5.34)
fiir die neue Variable z’. Der Mittelwert
E{a'} = pp =88

und die Kovarianz
£ {(a:’ - uz,)Q} = 02, = 0,452

kénnen aus (5.34) bestimmt werden. Die Anwendung der Gleichung (5.33) zur Be-
stimmung der Wahrscheinlichkeitsdichte von transformierten Zufallsvariablen ist héu-
fig sehr umsténdlich und im mehrdimensionalen Fall praktisch nicht durchfiihrbar,
da die auftretenden Dichten, die zur Momentenbestimmung integriert werden miis-
sen, von Abbildungsschritt zu Abbildungsschritt immer komplexer werden.

Da jetzt die ersten beiden Momente von 2’ bekannt sind, kann eine Normalverteilung

r' — 2

1 - 2

pz’,Gauss(xl) = We 2le
angegeben werden, um die wirkliche Verteilung p, (') zu approximieren. Die Ver-
teilungen p,/ (z') und pyr Gauss (¢”) besitzen also die identischen ersten beiden Mo-
mente. Dabei ist zu beachten, dass der Erwartungswert der Normalverteilung und
der Maximalwert der wirklichen Verteilung nicht {ibereinstimmen, da p,s(z’) keine

symmetrische Verteilung besitzt.

Als néchstes wird mit der Unscented Transformation eine Approximation der Mo-
mente von x’ durchgefiihrt. In diesem Beispiel lautet der frei wiahlbare Skalierungs-
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Abbildung 5.4: Vergleich der rekonstruierten Wahrscheinlichkeitsdichten nach der
nichtlinearen Transformation

faktor 7 = 1; die drei Sigma-Punkte liegen also bei §g = 0, £ = o und bei & = —o0.
Nachdem sédmtliche Punkte mit &/ = f(&;) abgebildet wurden, kénnen die Approxi-
mationen fiir den Mittelwert fi,» = 8,76 und fiir die Kovarianz C‘zlm/ = 0,43 berechnet
werden.

In Abbildung 5.3 ist das Ergebnis dieses Beispiels grafisch dargestellt. Dabei sind
in dieser Abbildung die Dichten p,(x) und p,s(2’), wie auch die nichtlineare Funk-
tion o’ = f(z) eingezeichnet. Auf der Abszissen ist in schwarzer Farbe die normal-
verteilte Dichte p,(x) der Zufallsvariablen x dargestellt. Der Graph der Funktion
2’ = f(z) ist in rot eingezeichnet. Die Sigma-Punkte ; sind in blau dargestellt und
werden mit der Funktion f(-) abgebildet, woraus die neuen Sigma-Punkte & entste-
hen. Da pyr gauss(¢') und p,s(2') die gleichen ersten beiden Momente besitzen, ist
P’ Gauss (L") die bestmdgliche, mit der Unscented Transformation erzielbare, Appro-
ximation der wirklichen Dichte p,/(z’). Aus den mit der Unscented Transformation
ermittelten Momenten kann ebenfalls eine Normalverteilung p, yr(z’) bestimmt
werden. Im Idealfall - ohne Approximationsfehler - wéren die normalverteilten Dich-
ten Py Gauss (') und pyr pr(z') identisch. Beim Betrachten der Abbildungen 5.3 und
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5.4 kann man erkennen, dass nur geringfiigige Abweichungen zwischen diesen beiden

Dichten auftreten. Mit der Unscented Transformation gelingt also eine schnelle und

rechnerisch einfach durchfiithrbare Ermittlung der gesuchten Momente p,» und Cy/
!

von z’.

Um die auftretenden Abweichungen bewerten zu kénnen, wird das erhaltene Er-
gebnis mit dem Resultat der klassischen Linearisierungsmethode verglichen. In den
Abbildungen 5.3 und 5.4 ist das iiber die Linearisierung von f( - ) erhaltene Ergebnis
in griiner Farbe dargestellt. Ein Vergleich zeigt, dass sowohl der Mittelwert als auch
die Kovarianz mit der Unscented Transformation wesentlich genauer approximiert
werden. Wiare die Dichte von x nicht symmetrisch um den Mittelwert, so waren noch
grofere Abweichungen beim Verfahren der Linearisierung zu erwarten.

Bis jetzt wurde die Unscented Transformation nur auf skalare Zufallsvariablen ange-
wendet. Da eine Zustandsschéitzung auch bei beliebigen n-dimensionalen Systemen
durchgefiihrt werden soll, wird im néchsten Abschnitt die fiir Skalare vorgestellte
Methode auf allgemeine n-dimensionale Zufallsvariablen z € R™ erweitert.

5.3.4 Die Unscented Transformation bei vektoriellen Zufalls-
variablen

Eine besondere Schwierigkeit bei der Behandlung allgemeiner nichtlinearer Funktio-
nen ¢( - ) ist ihre mathematische Darstellung. Haufig wird auch im Mehrdimensiona-
len die Taylorreihendarstellung gewéhlt, um nichtlineare Abbildungen analysieren zu
koénnen. Doch dabei verringert das Auftreten von Kreuztermen in der mehrdimensio-
nalen Taylorreihe die Ubersichtlichkeit dieser Schreibweise. Das Vorhandensein der
Kreuzterme erschwert die Durchfiihrung der Unscented Transformation bei vektori-
ellen Zufallsvariablen.

Um eine Vereinfachung zu erreichen, wird eine sogenannte stochastische Entkopplung
durchgefiihrt, ein Konzept, das ebenfalls in [Sch97, vdM04]| verwendet wurde. Dabei
wird eine lineare bijektive Zustandstransformation

=Sz (5.35)

durchgefiihrt. Die eigentliche Zustandsvariable z wird durch die neue Variable z
ausgedriickt. Vorerst soll z mittelwertfrei sein und die Varianz & {g gT} = Bﬂ

besitzen. Die Mittelwertfreiheit vereinfacht die nun folgenden Herleitungen, wird
spater jedoch ohne Beschrankung der Allgemeinheit fallen gelassen.

Die gesuchte Varianz der neuen Variable lautet mit (5.35)

P,,=&{zz"} =E{Sz2"S"} =5&{zz"} 5. (5.36)

z
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Die Varianz der neuen Variablen wird zu & { z gT} = [ gewéhlt, woraus wegen Glei-
chung (5.36) folgt, dass
P,,=S8sT (5.37)

gelten muss. Man kann also bei Kenntnis der Varianz von z mit (5.35) eine Trans-
formation durchfithren, die eine neue n-dimensionale Zufallsvariable

z=[2n 2 - 2 oz ]

erzeugt, deren mittelwertfreie Komponenten z; die gleiche Varianz ¢ = 1 besitzen
und miteinander unkorreliert sind, da die Bedingung

Efzizj} =E{z} €47}, 1#] (5.38)
fiir z gilt. Ist £ nicht mittelwertfrei, so kann durch die verdnderte Transformations-
vorschrift

r = p +Sz (5.39)
&z} = p

X

wieder ein z mit unkorrelierten Komponenten z; erzeugt werden.

Die Transformationen (5.35) und (5.39) sind eindeutig umkehrbar, da positiv definite
Matrizen immer geméfs Gleichung (5.37) faktorisiert werden kénnen und aus

0 # det (gﬁ) = det (S.87) = det (8) det (S7) = (det (S))?

folgt, dass
det (S) # 0

gilt. Damit ist die Invertierbarkeit von S und die Umkehrung der Transformation
(5.35) gesichert. Die Faktorisierung von P, in Gleichung (5.37) wird Cholesky-
Faktorisierung oder Cholesky-Zerlegung gen;;lnt und ist ein Standardverfahren der
linearen Algebra, das von effizienten numerischen Algorithmen berechnet werden
kann [Fel01].

Die fiir 2 definierte nichtlineare Funktion ¢(z) kann auch fiir die neue Zufallsvariable
z definiert werden. Die Funktion f(z) in den neuen Koordinaten lautet:

P(z) = d(Sz) = f(2). (5.40)

Zur Anwendung der Unscented Transformation muss die Funktion f(-) nicht ermit-
telt werden. Lediglich zur Herleitung der Gewichtungsfaktoren und fiir die Ermitt-
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lung der Approximationsgenauigkeit ist die Darstellung mit f(-) notwendig.

Die mit f(-) abgebildete Variable wird in den neuen Koordinaten als

bezeichnet. Mit den unkorrelierten Zufallsvariablen z; bis z, kann die nichtlineare
Abbildung komponentenweise als mehrdimensionale Taylorreihe

n
!
zi = fi(z1,%22, .., 2n-1,%n) = a0+ E @ Joy Zhoy
k:1:1
n n n n n
+ E E Qi k1 ko Zhy Py T E E E Qi Ky koks Zky Zho 2y
ki=1kso=1 ki=1ko=1ks=1

+ Z Z Z Z Qi Joy koksky Py Pl Zks Py T 0 (541)

k1=1ko=1k3z=1kq=1

mit i € {1,2,...,n} dargestellt werden.

Im mehrdimensionalen Fall treten auch bei den neuen miteinander unkorrelierten
Koordinaten Kreuzterme auf. Die abgebildeten Variablen z{ bis z/, hédngen von al-
len Koordinaten z; ab. Im Allgemeinen kann daher keine Entkopplung, wie bei li-
nearen Systemen, durchgefiihrt werden. Erst bei der Erwartungswertbildung treten
aufgrund der Unkorreliertheitsbedingung (5.38) Vereinfachungen auf.

Fiir die Durchfiihrung der Unscented Transformation

By, = ﬁmﬂ) + 51 igﬁ (5.42)
k=1
Eyy = [ (ég - Ez’) (é:) - E£,>T + 2 i (g; - ﬁ£,> (é;c - Eﬁ,)T
k=1

(5.43)

im n-dimensionalen Fall sind 2n 41 Sigma-Punkte §, zu wéhlen, die mit gﬂ =9(£,)
abgebildet werden. Um im mehrdimensionalen Fall die Sigma-Punkte und die Ge-
wichtungsfaktoren 319, (1, 820 und (s geeignet wihlen zu kénnen, wird die Darstel-
lung in den neuen Koordinaten z verwendet. Hierzu werden zunéchst im néchsten
Abschnitt 5.3.4.1 die ersten beiden Momente der i-ten Komponente z, der stochasti-
schen Variablen z’ bestimmt. Danach werden im Abschnitt 5.3.4.2 die Gewichtungs-
faktoren geeignet gewéahlt, um eine mdoglichst hohe Approximationsgenauigkeit zu
erzielen.
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5.3.4.1 Entwicklung der ersten beiden Momente der stochastischen Va-
riablen z]

Die i-te Komponente der stochastischen Variablen z wird durch die Funktion (5.41)
aus den unkorrelierten Zufallsvariablen z; erzeugt. Von den Komponenten z; seien
die Mittelwerte p,, = 0 und die Varianzen R,,,, = o? = 1 bekannt. Mit dieser
Information kann der Erwartungswert

5{22} = €& {ai,O + Z Qi kg Py

k}1:1
n n n n n
+ E E Qi Ky ko Zhy By T E E E Qi koy koks 2k Zho 2k
klilk‘gzl klilk‘gzlk‘g:l

+ Z Z Z Z Qi ky koksky Rky Zho Zhg Rhy T 0 } (544)

k1=1ko=1ks=1kq=1

gebildet werden. Die Bildung des Erwartungswerts ist eine lineare Operation und
kann daher bei Summen auf die einzelnen Summanden angewendet werden. Dieser
Schritt fithrt auf den Ausdruck

ELZ} = Eaiot+E€ { Z ai7klzk1} +& { Z Z a@klkzzklzkz} +

k71:1 k1=1 kg:l

n n n
& E E gai,k1k2k3zklzkgzk3 +

Fim1 ka1 ka—1
n n n n
+& E E g E Qi ky kokaka 2k Zka Zha Zha ("

ki=1ko=1ks=1ks=1

der weiter zu

E{Z;} = a0+ Z @ik, € {Zkl} + Z Z Qi ki ks € {Zklzkz}

ki1=1 ki1=1ko=1

n n n
+ E § E ai7k1k2ksg{zk12kzzk3}

k1=1ko=1k3z=1

+ Z Z Z Z a¢7k1k2k3k45 {Zkl Zk22k3zk4} + - (5.45)

k1=1ko=1k3=1ky=1
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vereinfacht werden kann. Wegen der Mittelwertfreiheit und der Unkorreliertheit der
Komponenten z; gelten die folgenden Gleichungen

& {Zk} = O,
S{Zk1zk2} - 5k1,k2023
die zur weiteren Umformung des Mittelwerts (5.45) herangezogen werden. Dabei ist

Ok, i, das aus der Definition A.4 stammende Kronecker-Symbol. Man erhélt somit
den Ausdruck

n n
/ 2
& {Zz} = a0+ E : § a‘iyklk26klyk20

ki1=1ko=1

n
= § Qi Lk
k=1
n n
+ E : E : E :ai7k1k2k35{zk1zk2zk3}

ki=1ko=1kz=1

+ Z Z Z Z Wiy kakska € {20y Zha Zha Zha } + -+, (5.46)

k1=1ko=1k3z=1kg=1

der schliefslich zu
g {Z;} = a0 + ZaiykkUQ

n n
§ E al k1k2k3£{zklzk2zk3}
n n

n
Z Z i oy kakska € {2k Zho Zhs 2ha ) + -+ (5.47)

3=1ks=1

n M3 [ Mﬁ

umgeformt werden kann. Ist 2 normalverteilt, so ist auch z normalverteilt, da (5.35)
eine lineare Transformation ist. Somit sind unter dieser Bedingung auch alle Kom-
ponenten z; normalverteilt und die Gleichung (5.47) kann weiter vereinfacht werden
zu

n
& {Z;} = a0+ Zai,kkUZ
k=1

+ Z Z Z Z ai,k1k2k3k4g{Zk12k22k3zk4} + -, (548)

k1=1ko=1ks=1ks=1
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da aufgrund der Symmetrie der Normalverteilung und der Unkorreliertheit der Va-
riablen zy, die Gleichung &€ {zk, 2k, 2k, } = 0 gilt. Der Erwartungswert

2 {Zkl RkoRks Zk4}

kann nicht mehr so einfach, wie im eindimensionalen skalaren Fall berechnet werden.
Zwar gilt weiterhin
& {zklzk2zk3zk4} = 30’4,

wenn
fey = ko = ks = k4 (5.49)

gilt. Ist die Bedingung (5.49) jedoch nicht erfiillt, so sind nicht alle Erwartungswerte
gleich null. Nur wenn die Struktur der nichtlinearen Funktion f(-) derart ist, dass
die Koeffizienten a; , g, k1, der entsprechenden Kreuzterme der hheren Ordnungen
verschwinden, kann eine hohere Approximationsordnung erzielt werden.

Nachdem der Erwartungswert £ {z;} = p., von z; bestimmt wurde, soll nun das
zweite Moment

E{zanty E{zz) E{aznt - &{xz,

E{zmn} E{mzn) E{nznt - {nz,
R, =&{Z2T) = | Elsad Elmzn) E{uzmt - Ein

E{za) E{mzm) Edzzy - E{zz)

beziehungsweise seine Komponente £ {z;z;} bestimmt werden. Die nun folgende
Herleitung setzt am folgenden Erwartungswert

ELziZiy =E{fi (21,22, Zn1,20) [ (21, 22, - Znm1, 20) }

an. Es wird wieder die Taylorreihenentwicklung der i-ten beziehungsweise der j-
ten Komponente von z’' verwendet. Dies fithrt nach dem Ausmultiplizieren auf den
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Ausdruck

E{zi2;} = aioajo+aio Z aj, klg{zkl} +aio Z Z aj, kleg{Zklzkg}

kl 1 kl 1k}2 1
=0k ko0

n n n
a0 DD D OkrkaksE {2k, 2 ks }
k1=1ko=1k3=1
n

n n
tai0 Y ik {2} D Y ik @, € {2k 2m, )+

ki=1 ~ ki=1mi=1

n n n
+ § E § ai,k’lajyml,m2g {Zklzmlzm2}

ki=1mi=1mo=1

+a; o0 Z Z g, k1k2g {Zklzkz}

k1=1ko=1

_ 2
=0ky.mq O

_57‘1 ko O

+ Z Z Z Qi k1 ko Oj, mlg{zklszZml}

k1=1 k:z 1mi=1

+ajo Z Z Z Qi ke koks € {2k Zho 203 } + 0

ki=1ko=1kz=1

der aufgrund der stochastischen Eigenschaften der Variablen zj zu

n n n
i 2
E{zizj} = aioajo + (E ik + Q30 Y ik + @50 ) az;kk) b

k=1 k=1 k=1
(5.50)

vereinfachend zusammengefasst werden kann. Die Terme ab der dritten Ordnung
werden in (5.50) nicht dargestellt. Ist  normalverteilt, so verschwinden wieder die
entsprechenden Erwartungswerte in der dritten Ordnung. Diese Eigenschaft fiihrte
schon im skalaren Fall zu einer moéglichen Approximationsordnung von vier. Im n-
dimensionalen Fall ist diese hohe Giite nur unter bestimmten Bedingungen erzielbar.
Diese Tatsache wird im folgenden Abschnitt 5.3.4.2 deutlich werden.

5.3.4.2 Wahl der Gewichtungsfaktoren bei der Unscented Transforma-
tion

Nachdem die ersten beiden Momente der Zufallsvariablen z; bekannt sind, wird in
diesem Abschnitt eine Unscented Transformation durchgefiihrt. Dabei sollen die Ge-
wichtungsfaktoren 319, (1,020 und (2 so gewéhlt werden, dass die Approximationen
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Abbildung 5.5: Durchfiihrung der Unscented Transformation bei einer zweidimen-
sionalen Zufallsvariablen

mit den wirklichen Momenten so gut wie moglich iibereinstimmen. Da im Abschnitt
5.3.4.1 der Mittelwert € {2/} = p; und die Varianz £ {z;zg} = RZ;Z} in Reihendar-

stellung entwickelt wurden, sollen nun Approximationswerte /., und Rz; 2 fiir diese
Momente mit der Unscented Transformation bestimmt werden.

Die Gleichung zur Bestimmung des Erwartungswerts mit der Unscented Transfor-
mation lautet

2n
fizy = Brolio+ 5 Z Gi ke
k=1

Die Sigma-Punkte werden geméfs

C;k = f’L (Cl,k}a C27k7 sty C’I’L—l,kn Cn7k>

berechnet, was schliefslich auf den Ausdruck

2n
iy = B10fi (610,605 Cn0) + B Y Fi (Crks Gk 5 Cn)  (5.51)

k=1

fiihrt. Dabei bezeichnet (;, 1 die m-te Komponente des k-ten Sigma-Punkts ¢ . Ins-
gesamt werden 2n + 1 Sigma-Punkte gewahlt; ein Punkt liegt im Ursprung und die
anderen 2n liegen mit dem Abstand no vom Ursprung entfernt auf den Achsen des
z-Koordinatensystems. Fiir den zweidimensionalen Fall ist diese Vorgehensweise in
Abbildung 5.5 grafisch dargestellt.

Das gewéhlte Sigma-Punkt-Schema lautet somit flir den n-dimensionalen Fall fol-
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gendermafsen:
SP.0: C1,0 = 0 C2,0 0 Cny0 0
SP.1: C171 = -—no C2)1 = 0 le = 0
S.P.2: 4172 = no <2,2 = 0 Cn,2 = 0
S.P.3: C1,3 = 0 C2,3 = —-no .- Cn,3 = 0
SP.4: C174 = 0 42,4 = no - Cn,él 0
SP2n—-1: (op-1 = 0 Coon—1 = 0 -+ Cuon-1 = —no
SP on 41,2,” = 0 C2,2’ﬂ = o --- Cn,2n = no.
(5.52)

Die nach dem Schema (5.52) gewéhlten Sigma-Punkte 0 bis 2n werden in Gleichung
(5.51) eingesetzt, wobei die Funktion f;(-) wieder in der vertrauten Taylorreihen-
Darstellung verwendet wird. Diese Vorgehensweise fiihrt auf die folgende Gleichung;:

2n n
iy = Brodio+ By <ai,0 + > ik Chok

k=1 ki1=1

n n n n n
+ Z Z i oy koy Gy Gz ke Z Z Z Qi oy kg ey Clea e Chig

k1=1ko=1 ki=1ko=1 ks=1

F 333> ikikakakaCra kCha kCrs kChak + - ) : (5.53)

ki=1ko=1ks=1ky=1

Zur weiteren Vereinfachung des Ausdrucks (5.53) werden die folgenden Gleichungen

2n
> Gk = 0, (5.54)
k=1
2n
ZCkl,kaz,k = 207070k, ko, (5.55)
k=1
2n
ZCkl,kaQ,kag,k =0 (5.56)
k=1
und
2n
> Gk kCho kChskChak = 20 0 Ok, ko s
k=1
(5.57)

verwendet. Man erhélt die Gleichungen (5.54)-(5.57) aus dem gewihlten Sigma-
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Punkt-Schema (5.52) und gelangt damit zu folgendem Ausdruck fiir den Schitzwert
des Mittelwerts z;:

fiz; = Proaio+ B Za20+zazk1§:<k1

ki1=1

W—/
=2na;,0 =0
n n
+E E azkleE Chy kChio k
k1=1ko=1
%,_/

:2772025k1 ko

+ Z Z Z @i klkzkez Chy kChs kChs &

k1=1ko=1ks=1

=0

n

n n n 2n
+ Z Z Z ai,k1k2k3k4zCkl,ka27ka3,ka4,k + -

k1=1ko=1kz=1ky=1 k=1

=2010%0k, kg, kg, ky

(5.58)

Somit lautet der mit der Unscented Transformation (5.51) approximierte Erwar-
tungswert fiir fi./:

n n
frr = Proaio+ P (271 a0+ DY Cikk,20 0 0k s + - ) :

klzl k‘z:l
(5.59)

In Gleichung (5.59) sind die Terme bis einschlieflich der zweiten Ordnung angege-
ben. Durch eine geeignete Wahl von (315 und 3; werden diese Terme mit den Termen
des wirklichen Erwartungswerts y./, der in Gleichung (5.47) angegeben ist, in Uber-
einstimmung gebracht. Um im Folgenden die Gewichtungsfaktoren zu bestimmen,
wird die Gleichung (5.59) folgendermafen dargestellt:

fry = (5104‘512”)&1‘,04‘(ﬁlQWQZai,k1k1>‘72+"'~ (5.60)
N— ————— ki1
=Ky

=K,
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Ein Vergleich der Gleichungen (5.60) und (5.47) fiihrt auf die Bedingungen

Ko = ajp,
Ky, = Z ;i Lk
k=1
die durch die Wahl
Bro = 1——, (5.61)
B = (5.62)
gleichzeitig erfiillt sind. Die Summe aller Gewichte betrigt somit

n 1
Es liegt also auch im n-dimensionalen Fall die Normierungsbedingung vor, dass die
Summe aller 2n + 1 Gewichte eins ergeben muss.

Die Wahl der Gewichtungsfaktoren héangt also, wie im skalaren Sonderfall zuvor,
vom Skalierungsfaktor n ab. Zusétzlich beeinflusst die Dimension n der vektoriellen
Zufallsvariablen z und 2’ die Gewichte 819 und 3;. Fiir n = 1 stimmen die Gewichte
(5.61) und (5.62) mit denen des skalaren Falls aus Abschnitt 5.3.2 {iberein.

Ist die Dimension n sehr grof, so kann das Gewicht (319 negativ werden. Bei der
Online-Impedanzschétzung ist n > 10 und somit muss dieser Fall beriicksichtigt
werden. Bei der Mittelwertschétzung ist diese Tatsache nicht kritisch, aber bei der
Kovarianzschéitzung kann ein negatives Gewicht zu einer negativ definiten Kovari-
anzmatrix fithren. In solch einem Fall ist eine Schatzung mit dem hier vorgestellten
Verfahren nicht mehr méglich.

Dieses Problem wird im Abschnitt 5.3.5 mit der sogenannten Skalierten Unscented
Transformation gel6st werden.

Wie im skalaren Fall, so ist auch im mehrdimensionalen Fall die Wahl von 71 bedeu-
tend, denn damit kann der Abstand der dufieren Sigma-Punkte vom mittleren Sigma-
Punkt (Sigma-Punkt 0) eingestellt werden. Eine heuristische Wahl wéire n = 1, um
alle duferen Sigma-Punkte auf die hyperelliptischen 1o-Grenze zu legen.

Bei skalaren Zufallsvariablen wurde n = /3 gewihlt, wenn die Variable vor der
Transformation normalverteilt war. In diesem Fall war es sogar moglich eine Genau-
igkeitsordnung von vier zu erreichen. Bei beliebigen Verteilungsdichten war nur die
Ordnung zwei erreichbar. Im mehrdimensionalen Fall ist - auch bei normalverteilten
Variablen z; - nur in Ausnahmeféllen die Approximationsordnung vier moglich.
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Bei normalverteilten z; verschwinden alle ungeraden zentralen Momente und damit
auch das dritte Moment
& {Zkl Zkgzks} =0.

Somit vereinfacht sich der Erwartungswert £ {z}} zu dem in Gleichung (5.48) ange-
gebenen Ausdruck. Das vierte Moment

& {Z’fl Rko ks Zk4}

kann im Allgemeinen nicht weiter vereinfacht werden, aber es gilt fiir den Fall k1 =
ko = k3 = k4 = k die Vereinfachung

E{zpanznzr} = 30,

was gerade dem vierten zentralen Moment einer Normalverteilung entspricht, die in
Abhéingigkeit der Varianz o2 angegeben werden kann. Verschwinden in der mehr-
dimensionalen Taylorreihe (5.41) fir 2 die Koeffizienten a; g, kykyk, der Kreuzterme
vierten Grades, dann kann durch die Wahl n = v/3 auch im mehrdimensionalen Fall
eine Genauigkeitsordnung von vier erreicht werden. Dann stimmt die Approximation

n
fir = (Bro+B12n)aio+ <512772 > Gi,k1k1> o’

ki1=1

+ <,612’I74 Z ai,klklkﬂﬁ) 0'4 —+ ..

ki1=1

n
2
= ai,OJFE Qi kKO
k=1
n n n n
4
+ E g E E Qi kyhokaks 30 +
k1=1ko=1ks=1ky=1

mit der Entwicklung
n
E{z} =py = aio+ Z a; ko’
k=1

n n n n
YYD ikakakaka€ {2k ha2ha 2k, } s

k1=1ko=1ks=1ks=1

des wirklichen Erwartungswerts bis einschliefslich der Terme der vierten Ordnung
iiberein.
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Nachdem die Gewichte (31 und 3; der Erwartungswertapproximation bestimmt wur-
den, sollen auch die Gewichte (359 und (o der Kovarianzapproximation durch einen
Koeffizientenvergleich bestimmt werden. In Gleichung (5.50) wurde der Erwartungs-
wert € {z;zé} = R.;.; in eine Reihe entwickelt und somit in Abhingigkeit der Mo-
mente der Zufallsvariablen z; ausgedriickt. Im Anhang D.3 wird der Approximati-
onswert

n
(B20ai,0a4,0 + F22na; 0a5,0) + (ai,o Z Q. kk
k=1
n n
2 2
+ Z Qi 15 % + G0 Z ai,kk) B22n o
k=1 k=1
n n n
+ (a@o Z Qj kkkk + Z Qi kO kkk Z Qi kkQj kk
k=1 k=1 k=1
n n
+ Z ; kkkQjk + 50 Z ai,kkkk) Bo2ntot + -

k=1 k=1

mit der Unscented Transformation bestimmt. Um auch die Varianz bis einschliefslich
der Terme zweiter Ordnung mit der Entwicklung

n n n
2
Rz;z;, = @i,004,0 T ( E Q4 k05, + Q0 E aj.kk + Q5.0 E ai,kk) o+
k=1 k=1 k=1
(5.63)

der wahren Varianz in Ubereinstimmung zu bringen, miissen die beiden Gleichungen

(B2o + (22n) =1
und
B2 =1
erfiillt sein. Diese Bedingungen fiithren auf die folgende Wahl der Gewichte
n
-
1

fa = Prel (5.65)

Po = 1 (5.64)

um eine Genauigkeitsordnung von zwei zu erreichen. Diese Genauigkeitsaussage gilt
flir alle moglichen Verteilungsdichten der Variablen z;, die mittelwertfrei sind und
die Varianz o2 besitzen.

Fiir Normalverteilungen ist auch bei der Varianz eine Genauigkeitsordnung von vier
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moglich, wenn die entsprechenden Kreuzterme der Taylorreihe (5.41) verschwinden.

Es konnen also sowohl fiir die Erwartungswert- als auch fiir die Kovarianzapproxi-
mation die gleichen Gewichtungsfaktoren verwendet werden.

Die gemachten Genauigkeitsaussagen iiber die Momente der Verteilungsdichten sind
nicht nur fiir die einzelnen Komponenten von 2z’, sondern auch fiir den aus diesen
Komponenten aufgebauten Gesamtvektor z’ giiltig. Schlieklich erreichen auch die
mit den Gleichungen (5.42) und (5.43) berechneten Approximationen fi , und ;gg,
die gleiche Genauigkeitsordnung, da x’ durch die lineare Transformation =8z
berechnet werden kann.

Nachdem das Grundprinzip der Unscented Transformation und die Wahl der Ge-
wichtungsfaktoren vorgestellt wurde, soll als néchstes ein fiir die Zustandsschétzung
héherdimensionaler Systeme wichtiges Problem angesprochen und geldst werden.

5.3.5 Die Skalierte Unscented Transformation

Im Abschnitt 5.3.4.2 wurden die Gewichtungsfaktoren der Unscented Transformation
hergeleitet. Dabei ergab sich fiir die Gewichtung des inneren Sigma-Punkts

n
52021—F7

in Abhéngigkeit der Zustandsraumdimension n und des Faktors 7, der die Skalierung
des Abstands der dufteren Sigma-Punkte vom mittleren Sigma-Punkt ermoglicht. Fiir
hohe Systemordnungen tritt der Fall auf, dass der Gewichtungsfaktor (2 negativ
wird, wenn 72 < n gilt. Diese negative Gewichtung fiihrt in vielen Féllen dazu, dass
die mit der Unscented Transformation ermittelte Schétzfehler-Kovarianzmatrix die
notwendige Eigenschaft der positiven Definitheit verliert. Dieser Fall kann bei giil-
tigen Kovarianzmatrizen nicht auftreten. Aufserdem ist die Cholesky-Zerlegung nur
moglich, wenn die Kovarianzmatrix positiv-definit ist. Ein am Rechner implemen-
tierter Schétzalgorithmus kénnte in diesem Fall nicht mehr weiterrechnen.

Um diesen Umstand zu vermeiden miisste n? > n gewihlt werden, was eine zu star-
ke Einschrinkung bedeuten wiirde, denn die Lage der dufseren Sigma-Punkte wére
in diesem Fall zu weit vom mittleren Sigma-Punkt entfernt, der mit dem Erwar-
tungswert der untersuchten Wahrscheinlichkeitsdichte zusammenféllt. Somit wéren
nichtlineare Effekte erfasst, die fiir die Transformation der Dichte und fiir die Be-
rechnung der Momente nur eine sehr geringe Bedeutung haben. Dafiir wéiren aber
relevante nichtlineare Effekte in der Umgebung des Mittelwerts nicht erfasst, die
einen groferen Einfluss auf die gesuchten Momente haben.

Diese Schwierigkeit wiirde eine breite Anwendung des Unscented Kalman-Filters un-
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moglich machen. Julier stellte 2002 eine Losung fiir dieses Problem vor, indem eine
weitere Skalierung der dufferen Sigma-Punkte durchgefithrt wurde. Dieser Ansatz
wurde daher vom Autor ,Skalierte Unscented Transformation® (englisch: scaled un-
scented transformation) genannt und in [Jul02| verdffentlicht. In [vdMO04]| wird die
Skalierte Unscented Transformation ebenfalls untersucht.

Die Unscented Transformation erméglicht die Approximation der ersten beiden Mo-
mente einer mehrdimensionalen Zufallsvariablen 2’ = ¢(z), die durch eine nichtli-
neare Abbildung ¢(-) aus der Zufallsvariablen z entstanden ist, deren ersten beiden
Momente bekannt sind. Die Skalierte Unscented Transformation approximiert die
ersten beiden Momente einer durch die Gleichung

o, tx(z-n)) -0 (n,)
v=p (g o x) = % +¢ (gx) (5.66)
definierten stochastischen Hilfsvariablen v. Der Parameter x in Gleichung (5.66) ist
ein weiterer Skalierungsfaktor, der spiter dazu verwendet wird, die Lage der dufleren

Sigma-Punkte wieder ndher an den mittleren Sigma-Punkt heranzuziehen.

Die neue stochastische Variable v besitzt den Erwartungswert K, und die Kova-
rianzmatrix P,,. In [Jul02] wurde iiber die mehrdimensionale Taylorentwicklung
nachgewiesen, dass die Erwartungswerte von K, und von K, flir alle Skalierungs-
werte x bis einschlieflich der Terme der zwelten Ordnung 1dent1sch sind. Ebenso
sind die Kovarianzmatrizen P, und x EU o Dis einschlieflich der zweiten Ordnung
identisch. Es darf aber nicht iibersehen werden, dass die ersten beiden Momente
der Hilfsvariablen v und der eigentlichen Zufallsvariablen z’ nicht identisch sind;
schlieflich stimmen nicht alle Terme der Entwicklungen der Momente iiberein. Um
eine Approximation der ersten beiden Momente von z’ durchzufiihren, kann die
Hilfsvariable v verwendet werden. Man verwendet die folgenden beiden gewichteten

Summen, um die Momenten-Approximation zu berechnen:

2n
b, = 610204'5122197 (5.67)
k=1
Pro = i) () 40 (0 1) (6 2)
k=
1 (5.68)

Die hierfiir benétigten Sigma-Punkte v, werden mit der Gleichung

Vi =2p (ﬁk’ﬁw’x)

aus den urspriinglichen Sigma-Punkten £ ,, berechnet. Die Gewichtungsfaktoren (o
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und (2 werden liber die Wahl von 7 so gewéhlt, dass sie nicht negativ sind. Im hoch-
dimensionalen Fall liegen damit die duferen Sigma-Punkte £ 5 Zu weit vom mittleren
Punkt entfernt. Da aber in den Gleichungen (5.67) und (5.68) die Sigma-Punkte

¢ (u, +x (6 n)) —0(x,)

Yp=p (§kvﬁx’x> = x2 +¢ (Hw)

der Hilfsvariablen v verwendet werden, kann fiir Skalierungen y < 1 der Auswer-

tungspunkt

der in die Funktion ¢( - ) eingesetzt wird, ndher an den Erwartungswert herangezogen
werden.

Die mit der Skalierten Unscented Transformation durchgefithrte Momenten-Approximation
kann jetzt folgendermafen umformuliert werden

fr, = By + 67 i & (5.69)
k=1
P = Bl —n) (¢ —n,) +5 3 () (e —n) -
k=1
(5.70)

wenn die neuen Gewichtungsfaktoren

Bio 1 n
g, o= 20 - -
10 X2 x> n2x>
* ﬁl 1
bi = S =553

X 2n°x
% n
Bay = ﬁ20+1—X2+19=2—ﬁ—X2+197
* /62 1
Pr = S=530

X 2n%x

und die neuen skalierten Sigma-Punkte
& = &x(6-4)

& = o(g)
ke {0,1,2,---,2n—1,2n}

zur Berechnung verwendet werden.
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Es kann also iiber die beiden neuen zusétzlichen Parameter
0<x<1 (5.71)
und
¥ >0 (5.72)

eine Umrechnung der Gewichtungsfaktoren so durchgefiihrt werden, dass f¢ immer
positiv ist. Gleichzeitig bleibt aber die Approximationsgenauigkeit zweiter Ordnung
erhalten, denn die Wahl der Skalierungsfaktoren beeinflusst nicht die ersten beiden
Summanden der Reihenentwicklung der ersten beiden Momente.

Um auch eventuell vorliegende Informationen iiber das vierte Momente in die Be-
rechnung einflieRen zu lassen, wurde der Parameter ¢ in [Jul02] eingefiihrt. Bei der
Abbildung von normalverteilten Zufallsvariablen ist die Wahl ¢ = 2 empfehlens-
wert, denn diese fiithrt nach [Jul02] zu kleineren Fehlern in den Termen der héheren
Ordnungen der Momente.

Im néchsten Abschnitt wird gezeigt, wie die (Skalierte) Unscented Transformation
zur Zustandsschatzung bei stochastisch gestorten nichtlinearen Prozessen verwendet
werden kann.

5.3.6 Das Unscented Kalman-Filter (UKF)

Nachdem das Verfahren der Unscented Transformation einer Zufallsvariablen im
n—dimensionalen Raum vorgestellt wurde, soll diese Methodik in den Prédiktor-
Korrektor-Schétzalgorithmus aus Abschnitt 5.2 integriert werden. Der so entstehen-
de Schitzalgorithmus wird Unscented Kalman-Filter genannt und in der Literatur
mit UKF abgekiirzt. Es handelt sich dabei um eine Implementierungsform des Sigma-
Punkt-Kalman-Filters.

Eine andere Form ist das sogenannte Central Difference Kalman-Filter (CDKF),
das von Ngrgaard et.al erstmals in [NPROO| vorgestellt wurde. Eine genaue Her-
leitung dieses Verfahrens ist in [Fox07] angegeben. Dabei handelt es sich um eine
andere Formulierung des Approximationsproblems, mit dem die ersten beiden Mo-
mente oder gegebenenfalls auch héhere Momente ndherungsweise bestimmt werden.
Im CDKF-Algorithmus werden die Koeffizienten der Taylorreihe der Nichtlinearitét
mittels Differenzen an bestimmten Stiitzstellen - den Sigma-Punkten - approximiert.
Sind diese Koeffizienten bekannt, so kann iiber die Reihenentwicklung der exakten
Momente eine Approximation dieser bestimmt werden. Der hergeleitete Algorithmus
ist dem des UKF sehr dhnlich und liefert daher Ergebnisse dhnlicher Giite. Daher
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beschrankt sich diese Arbeit auf das Unscented Kalman-Filter als eine Form des
Sigma-Punkt-Kalman-Filters.

Bei der Zustandsschétzung in der Pradiktor-Korrektor-Form aus Abschnitt 5.2 miis-
sen die Erwartungswerte

B(klk — 1) = € {6 (@(k — 1k — 1), u(k — 1), w(k — 1))}

und

Y(klk = 1) = E{h (2(k[k — 1),v(k))}

sowie die Kovarianzmatrizen

Pklk—1) = &{((k) - 2(klk - 1) (k) - 2(klk - 1))" |
P(k) = & { (k) - 2(klR)) (2(k) - 2(klK) T},
Pyy(klk—1) = £{z(klk ~1)g" (k- 1)}

und
Py (klk —1) =€ {g(k|k — 1)g" (k[k — 1)}

approximiert werden. In einem Schétzschritt wird vom Schétzwert zum Zeitpunkt
tgx—1 = (k—1) T4 ausgehend der neue Schitzwert fiir den Zeitpunkt ¢, = kT4 unter
Verwendung der Messung des Ausgangssignals y(k) zum Zeitpunkt ¢; berechnet.
Tritt nicht-additives Rauschen auf, so muss ein erweiterter Zustandsvektor

zp(k) = | w(k)

gebildet werden, der die unkorrelierten Rauschprozesse w(k) und v(k) als zusétzli-
che Zustandsgrofen enthélt. Filir den erweiterten N-dimensionalen Zustandsvektor
z (k) gilt daher die Kovarianzmatrix

P(klk) 0
P (klk) = Q(F)
0

—~
??,\O [an)

0
0

R(k)

die auch die bekannten Rauschkovarianzmatrizen Q(k) und R(k) enthilt. Die neue
Zustandsraumdimension ergibt sich als die Summe

N =n+4ny + ny
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der Dimensionen (n,, und n,) der Rauschprozesse und der urspriinglichen Zustands-
raumdimension n. Fiir den erweiterten Zustand wird die ebenfalls erweiterte Sys-
temfunktion

zp(k) = ¢y (@p(k —1),u(k - 1))

und die erweiterte Ausgangsgleichung

y(k) = hg (zp(k))

verwendet.

Als Anfangszustand - der Schiatzwert zum Zeitpunkt ¢t = 0 - des Unscented Kalman-
Filters wird der Erwartungswert des Anfangswerts des erweiterten Systems verwen-
det:
z(0)
2p(0]0) = E{zp(0)} = By,
M’U

Bei jedem Schétzschritt werden vom Sigma-Punkt-Kalman-Filter die folgenden drei
Schritte durchlaufen [vdMO04]:

e 1. Wahl der Sigma-Punkte
Die Sigma-Punkte wurden in den transformierten unkorrelierten Koordinaten
z geméf dem Schema (5.52) gewihlt. Die Transformationsmatrix S wird jetzt
aber als Cholesky-Faktor der approximierten Kovarianzmatrix P plk—1k—1)
gewahlt. Es besteht also der folgende Zusammenhang

Prk—1k—1)=S(k—-1)ST(k—1).

Bevor die Sigma-Punkte 51’ bestimmt werden kénnen, muss die Cholesky-

Zerlegung der Kovarianzmatrix P (k — 1|k — 1) berechnet werden und der
Skalierungsfaktor n muss geeignet gewéhlt werden.
In den wirklichen (erweiterten) Systemkoordinaten x5 (k—1) = S(k—1)z(k—1)

werden die 2N + 1 Sigma-Punkte éo’ & §1, e §2N71 und §2N mit den fol-
genden Gleichungen berechnet:
& = Zp(k—1k—-1)
&, = dpk—1k—1)+7Sk-1[0 --- 0 -1 0 - 0]

i—te Komponente =—1
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¢, = dpk—1k—1)+9Sk-1[0 - 0 1 0 - 0]

X3

i—te Komponente =1

ief{1,2,...,N—1,N}.

e 2. Priadiktionsschritt
In diesem Schritt wird der Pradiktionswert &g (k|k — 1) bestimmt. Hierzu wer-
den die Sigma-Punkte {, mit der nichtlinearen erweiterten Systemfunktion ¢
abgebildet, woraus die neuen 2N + 1 Sigma-Punkte

&=9, (g (—1)) i€ {0,1,---,2N —1,2N}

im erweiterten Zustandsraum entstehen. Der Schétzwert der Pradiktion wird
durch die gewichtete Summe der Sigma-Punkte g mit der Formel

2N
p(klk —1) = P&, + 1 €.
=1

bestimmt. Auch die Schitzfehlerkovarianzmatrix des Préadiktionsschritts kann
als eine gewichtete Summe berechnet werden. Hierzu dient die folgende Formel:

Polklk—1) = oo (&~ 2okl — 1)) (€~ 2p(klk ~ 1))

2N T
52 (& - 2nlklk ~ 1)) (€ — 2kl - 1))

=1

Da die Dimension N des erweiterten Zustandsraums sehr grofs werden kann,
ist dieser Schritt bei onlinefihigen Anwendungen kritisch. Die 2NV 4 1-fache
Auswertung der Systemfunktion @E beansprucht relativ viel Rechenzeit im
Vergleich zu den anderen numerischen Operationen.

e 3. Filterschritt
Im Filterschritt wird der prdizierte Schiitzwert P (k|k—1) unter Verwendung
des aktuellen Messwerts y(k) verbessert. Um die Berechnung des verbesserten
Schitzwerts durchfiihren zu koénnen, muss das priadizierte Ausgangssignal

Q(k“f 1) =&{hg(zp(k—1))}

mit der Unscented Transformation bestimmt werden. Hierzu werden die Sigma-
Punkte 5 mit der erweiterten Ausgangsfunktion hy abgebildet. Es entstehen
also auch fiir die Ausgangsgrofe Sigma-Punkte, die mit 1, bezeichnet werden.
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Thre Berechnung erfolgt mit der Gleichung
vo=hp (&), i€{01, 2N 12N},

indem die Sigma-Punkte { in die nichtlineare erweiterte Ausgangsfunktion

eingesetzt werden. Mit den w -Sigma-Punkten kann der pridizierte Ausgangs-
vektor

2N
yklk =1) = By, + B Z%
i=1
bestimmt werden. Auch die fiir die Schitzung notwendigen Kovarianzmatrizen
T / A~ ! ~ T
Py y(klk=1) = o (& —2p(klb— 1)) (¢ — g(klb - 1)

2N T
023 (€ 2wkt = 1)) (¢ = gklk — 1)

- (5.73)
und
Pyglle=1) = o (4 = iklk = 1) (&~ gtk - 1))
+ﬂ2j§; (QQ — y(klk - 1)) (y; — y(k|k — 1))T
(5.74)

koénnen jetzt aus den vorliegenden Sigma-Punkten bestimmt werden. Mit die-
sen Kovarianzmatrizen (5.73) und (5.74) kann die Kalman-Verstirkungsmatrix

-1

G(k) = Py (klk = 1) Py (kIk 1))

berechnet werden. Die mit der Unscented Transformation bestimmten Momen-
te werden bendtigt, um mit Gleichung

Lp(klk) = 2p(klk — 1) + G(k) (y(k) — §(k[k - 1))

den Filter-Schitzwert zu bestimmen. Wegen der Priadiktor-Korrektor-Struktur
des Schétzers existiert ein einfacher Zusammenhang zwischen dem Préadikti-
onsfehler Zy(klk — 1) und dem Schétzfehler Z 5 (k|k) nach dem Filterschritt.
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Daher kann mit der Gleichung

Py(k|k) = Py(klk 1) — G(K) Py, G™ (k)
der Schitzfehler des Pradiktor-Korrektor-Schétzers nach dem ausgefiihrten Fil-
terschritt bestimmt werden ohne eine Unscented Transformation durchfiithren
zu miissen [vdMO04].

Jetzt ist der Filterschritt abgeschlossen und ein Minimum-Varianz-Schétzwert
2 (k|k) sowie die entsprechende Schétzfehlerkovarianzmatrix Pp(k|k) liegen
fir den Zeitpunkt t; vor.

Der Schitzalgorithmus beginnt wieder bei Punkt 1 und verwendet die aus die-
sem Schétzschritt ermittelten Informationen, um die Schétzung fiir den néchs-
ten diskreten Zeitpunkt tx41 = (k + 1)T4 durchzufiihren.

Die Giiltigkeit der Verwendung der Gewichtungsfaktoren a0 und g5 zur Bestimmung
von EiE@(ka — 1) mit Gleichung (5.73) wurde in dieser Arbeit nicht nachgewiesen,
da fiir die Impedanzschétzung eine lineare Ausgangsgleichung vorliegen wird. Daraus
ergibt sich ein bedeutender Vorteil, denn die Unscented Transformation kann im Fil-
terschritt umgangen werden. In [vdM04] wurde jedoch gezeigt, das die Verwendung
dieser Gewichtungsfaktoren gerechtfertigt ist.

Liegt eine lineare Ausgangsgleichung vor, so konnen die Filtergleichungen (5.7) und
(5.8) des Kalman-Filters fiir lineare Systeme verwendet werden.

Mit dem Unscented Kalman-Filter liegt ein leistungsfahiges nichtlineares Schatzfilter
vor, das im Folgenden auf nichtlineare Prozessmodelle zur Zustands- und Parame-
terschatzung angewendet wird.

5.4 Beispiel: Zustandsschatzung bei einem Van-der-
Pol-Oszillator

Um die Leistungsfihigkeit des Sigma-Punkt-Kalman-Filters zu demonstrieren, wird
im nun folgenden Abschnitt eine Zustands- und Parameterschitzung an einem nicht-
linearen System exemplarisch durchgefiihrt. Dabei handelt es sich bei dem betrach-
teten System um einen sogenannten Van-der-Pol-Oszillator, der in der nichtlinearen
Systemtheorie hdufig als Beispiel verwendet wird. Der Van-der-Pol-Oszillator ist in
seiner klassischen Realisierung ein aktiver elektrischer Schwingkreis mit einer Trio-
denrdhre.

Die folgende nichtlineare Differenzialgleichung

§t) — e (1=y*(1) 4(t) +y(t) =0 (5.75)
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beschreibt das dynamische Verhalten des Oszillators in Abhéngigkeit eines Modell-
parameters ¢ € RT. Die Systemgleichung (5.75) kann durch die beiden Differenzial-
gleichungen

.i?l(t) = .Z’Q(t)
iy (t) —z1(t) + € (1 — 23 (t)) z2(t) (5.76)

in der Zustandsraumdarstellung beschrieben werden, wenn x4 (t) = y(¢) und z2(t) =
y(t) gewdhlt werden. Als zusétzliche Schwierigkeit kommt hinzu, dass der Modellpa-
rameter € zeitabhingig und unbekannt sein soll. Daher soll als dritte Zustandsgrofe
x3(t) = e(t) mitgeschitzt werden.

Um eine Zustandsschétzung mit einem Sigma-Punkt-Kalman-Filter durchfiihren zu
kénnen, muss das dynamische System als zeitdiskretes Zustandsraummodell vor-
liegen. Der einfachste Ansatz ist der einer Euler-Approximation, womit folgende
Systemgleichungen

8
ol
—~
ol
+
—_
~—
|

.’El(k) + (EQ(/ﬂ)TA + U}l(k)
za(k+1) = xo(k)+ (—21(k) + 23(k) (1 — 23(k)) 22(k)) Ta + wa(k)
z3(k+1) = x3(k) +ws(k)

im Zeitdiskreten hergeleitet werden kénnen. Dabei muss beachtet werden, dass das
zeitdiskrete Prozessmodell fiir grofe Abtastzeiten T4 seine Giiltigkeit verliert, weil
es dann - wegen der einfachen Euler-Approximation - immer ungenauer wird und
sogar instabil werden kann. Daher wird die Abtastzeit zu T4 = 0,005s gew&hlt.

Das Prozessrauschen
T
w(k) = [ wi(k) wa(k) ws(k) ]

ist mittelwertfrei, normalverteilt, unkorreliert und besitzt die konstante Kovarianz-
matrix @ = I /10000. Mit diesem Rauschen w(k) sollen unbekannte Storeinfliisse in
den Zustandsgleichungen beriicksichtigt werden. In der Kovarianzmatrix @ treten
verhaltnisméafig kleine Zahlenwerte auf, da mit T4 = 0,005s eine kleine Abtastzeit
gewahlt wurde.

Das Messrauschen v(k), das in der zeitdiskreten Messgleichung y(k) = x1 (k) + v(k)
auftritt ist ebenfalls mittelwertfrei, normalverteilt, unkorreliert und besitzt die Ko-
varianz R = 1/2500. Mit dem Messrauschen sollen Messfehler beschrieben werden.

In Abbildung 5.6 ist ein simuliertes Schétzergebnis dargestellt. Im ersten Bild sind
die zur Schitzung verwendeten verrauschten Messdaten y(t) dargestellt. Ein Van-
der-Pol-Oszillator ist ein schwingungsfihiges System, das - aufgrund seiner nichtli-
nearen Systemeigenschaft - auch ohne Anregungssignal eine stabile Dauerschwingung
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Abbildung 5.6: Zustandsschitzungen am Van-der-Pol-Oszillator im Vergleich
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ausfiihrt. In den iibrigen Bildern von Abbildung 5.6 sind die simulierten Zustands-
groRenverlaufe z(t) sowie die Schétzergebnisse mit dem Unscented Kalman-Filter
Iy rep(t) und mit dem erweiterten Kalman-Filter (EKF) &5 () dargestellt. Dabei
wird iiber einen Zeitraum von 30 Sekunden simuliert. Zum Zeitpunkt ¢t = 15s ver-
andert sich der Parameter €(t), der als dritte ZustandsgroRe x3(t) mitgeschétzt wird
sprungartig von € = 5 auf € = 3. Beide Schétzer - UKF und EKF - werden mit dem
gleichen Anfangszustand
20)=[0 0 1]"

initialisiert und verwenden die auch zur Simulation verwendeten Rauschkovarianzen
@ und R.

Die Schétzung der ersten Zustandsgrofe xq(k) gelingt beiden Schétzern mit einer
sehr hohen Genauigkeit. Dieses Resultat {iberrascht nicht, denn die erste Zustands-
grofe wird als y(k) gemessen. Interessanter ist die Schitzung der zweiten Zustands-
groke xo(k), denn hier erkennt man, dass das mit dem UKF erzielte Schétzergebnis
ndher am wirklichen Systemzustand liegt als das mit dem EKF geschéitzte. Die
zweite Zustandsgrofe war die Ableitung der Messgrofe y(k); somit bestand ein en-
ger Zusammenhang zwischen Messgrofie und Zustandsgrofe. Schwieriger wird die
Schétzung des Modellparameters e(k) = z3(k), denn er beeinflusst die Messgrofie
weniger stark als die anderen beiden Zustandsgréfsen. Bei der Schiatzung dieses Pa-
rameters zeigt sich am deutlichsten die Uberlegenheit des UKF, denn es konvergiert
nach wenigen Sekunden gegen den wirklichen Parameterwert. Sogar der Parameter-
sprung bei ¢ = 15s wird - etwas verzogert - erkannt. Diese Verzogerung kann mit
der nichtlinearen Systemdynamik erkldrt werden, denn bei ¢t = 15s sind die iibrigen
beiden Zustandsgréfien und damit auch die Messgrofse nahezu konstant und damit
hat die sprungartige Verdnderung von € nahezu keinen Einfluss auf die Schétzung.
Erst ab ungefdhr ¢ = 17s tritt wieder eine stirkere Veréinderung der Zustandsgrofen
auf und das UKF erkennt eine Verdnderung des Parameters.

Das Schétzergebnis des EKF fiir den Parameterverlauf e(k) ist dagegen nicht ak-
zeptabel. Bei bekannten und konstanten Parameterwerten e liefert das EKF jedoch
dhnlich genaue Schitzwerte, wie das UKF.

Schon an diesem einfachen Beispiel ldsst sich verdeutlichen, dass das UKF zur gleich-
zeitigen Zustands- und Parameterschitzung besser geeignet ist als das klassische
EKF. Der Grund hierfiir ist die hohere Approximationsgenauigkeit fiir die ersten
beiden Momente, die durch die Verwendung der Unscented Transformation moglich
wird.

Darum soll im Kapitel 6 das UKF dazu verwendet werden, um die Parameterverlédu-
fe eines fraktionalen Impedanzmodells einer SOFC-Hochtemperaturbrennstoffzelle
wéahrend des Betriebs zu schéitzen.



Kapitel 6

Online-Identifikation
fraktionaler
Impedanzmodelle

Mit der im Kapitel 4 entwickelten direkten Approximation fraktionaler Impedanz-
modelle der Form

=R
O+Zl+ jwmn

gelingt die Entwicklung nicht-fraktionaler, konventioneller linearer Zustandsraum-
modelle, die in ein Unscented Kalman-Filter integriert werden kénnen, um eine Im-
pedanzschitzung im Zeitbereich zu ermoglichen.

In den Abschnitten 6.2 und 6.3 wird die Einsetzbarkeit des in dieser Arbeit entwi-
ckelten Verfahrens demonstriert. Hierzu werden Simulationsdaten verwendet, da zur
Durchfiihrung von prézisen Zeitbereichs-Messungen an realen Zellen eine umfang-
reiche Erfahrung und ein erheblicher zeitlicher Aufwand nétig sind. Zudem wére
bei der Verwendung von Messdaten die Bewertung der Schitzergebnisse schwierig.
Schlielich gibt es bei zeitvarianten Impedanzen keine Vergleichsmoglichkeit, um
festzustellen wie gut die Parameterschitzergebnisse wirklich sind. Eine Simulation
erlaubt also eine detailliertere Analyse der Schitzergebnisse.
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6.1 Das nichtlineare Modell zur Impedanzschéit-
zung

Bevor die Impedanzschétzung mit dem Unscented Kalman-Filter durchgefiihrt wer-
den kann, muss das fiir die Schitzung notwendige zeitdiskrete Gesamtmodell - mit
den zeitvarianten Modellparametern - entwickelt werden.

Im Kapitel 5 wurde davon ausgegangen, dass ein unendlich grofer, unbegrenzter
Zustandsraum vorliegt. Da die gesuchten Modellparameter

T
0=[ R Ry -+ Ry 701 To2 -+ ToN @1 a» - an Ry ]

den physikalischen Begrenzungen

0<R,, ne{l,2,...,N} (6.2)
0 < 1o, ne{l,2,...,N} (6.3)
0<a, <1, ne{l,2,...,N} (6.4)
0 < Ry (6.5)

unterliegen, miissen Parametertransformationen durchgefiithrt werden, um neue un-
begrenzte Parameter zu erhalten, die vom UKF ohne Schwierigkeiten verwendet
werden konnen. Dabei muss zusétzlich gefordert werden, dass diese Transformati-
onsvorschriften eindeutig umkehrbar sind. Ohne diese Bedingung wéren die neuen
geschitzten Parameter nutzlos, denn sie liefen sich nicht eindeutig in die urspriing-
lichen Parameter § umrechnen.

Eine alternative Losung des vorgestellten Begrenzungsproblems beim Einsatz von
Unscented Kalman-Filtern wurde in [WHO06] vorgestellt. Die dufseren Sigma-Punkte,
die nicht mehr im erlaubten Zustandsraum liegen, wurden durch eine individuelle
Skalierung naher an den mittleren Sigma-Punkt herangezogen. Bei der Berechnung
der Momente muss diese zusétzliche Skalierung durch verédnderte Gewichtungsfak-
toren beriicksichtigt werden. Besonders fiir hoherdimensionale Schitzprobleme ist
diese alternative Methode in der Implementierung aufwéndiger als die - hier durch-
gefiihrte - Einfiilhrung neuer transformierter Zustdnde. Aufferdem kann dennoch das
Problem auftreten, dass schon der mittlere Sigma-Punkt in den nicht erlaubten Be-
reich abgebildet wird. Dann ist auch eine Skalierung der &ufseren Sigma-Punkte
erfolglos.

Die im Kapitel 4 eingefiihrten logarithmischen Zeitkonstanten Tp ,, = In(wo7o,,,) sind
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unbegrenzt, und es existiert mit

To,n = —elom

wo
eine eindeutige Umkehrung der Transformation. Die beiden geforderten Bedingun-
gen sind also erfiillt. Dennoch ist es giinstiger eine andere Transformationsvorschrift
zu wihlen, da die Verwendung der Exponentialfunktion bei der Unscented Trans-
formation zu grofen Fehlern fiihren kann. Vor allem bei sehr grofsen Varianzen tritt
dieses Problem auf.

Ein nahezu lineares Verhalten der gesuchten Transformation, das nur fiir negative
Parameterwerte - wegen der notwendigen Begrenzung - einen nichtlinearen Verlauf
aufweist, ist wiinschenswert. Eine mogliche Abbildungsvorschrift, die dieses Wunsch-
verhalten besitzt, wird durch die Gleichung

oy In (e™m %0 — 1)

’n_

mit der eindeutigen Riicktransformation
To,n = In (1 + eTg'TL) /wo

definiert. Die transformierten Zeitkonstanten 77 ,, werden schlieblich zur Schétzung
mit dem UKF im Zustandsraummodell verwendet.

Fiir die Widerstédnde der Cole-Cole-Glieder gelten die gleichen Bedingungen, wie fiir
die Zeitkonstanten. Daher werden auch hier neue transformierte Parameter

R =In (eR"/Rnorm - 1) nef{l,2,... N} (6.6)

eingefiihrt, die vom UKF geschétzt werden sollen. Der frei wihlbare Normierungs-
faktor Ryorm wird dabei zu 12 gewahlt.

Die fiir Ry giiltige Begrenzung (6.5) konnte ebenfalls durch eine Variablentransfor-
mation der Form (6.6) umgangen werden. Das wiirde aber zu einer nichtlinearen
Ausgangsgleichung fithren und damit miisste auch beim Filterschritt die Unscen-
ted Transformation durchgefiithrt werden. Zwar wére dies theoretisch durchfithrbar,
aber der Rechenaufwand wiirde unverhéltnisméfig ansteigen. Zudem kann durch
einen negativen Schitzwerte fiir Ry kein instabiles Systemverhalten entstehen, das
zur Divergenz der Schitzung fiihren kann. Negative Schétzwerte sind nach der Mo-
dellvorstellung zwar physikalisch nicht sinnvoll, dennoch stellen sie keine wesentli-
che Schwierigkeit fiir das verwendete Impedanzmodell dar. Der Vorteil der linearen
Ausgangsgleichung ist somit stirker zu bewerten als mogliche Interpretationsschwie-
rigkeiten des Schétzergebnisses.
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Abbildung 6.1: Transformation der Modellparameter des fraktionalen Impedanzmo-
dells

Die Exponenten «,, der Cole-Cole-Glieder liegen zwischen 0 und 1. Aus diesem
Grund muss fiir sie eine andere Transformationsvorschrift gefunden werden. Durch
seine Begrenzungen ist die Arkustangens-Funktion hierfiir geeignet. Daher wird die

Transformation
of = tan|7|a, — =
" 2

_ 1+1 fan(a’)
oy = 5 ﬂarcanan

fiir die Exponenten eingefiihrt.

In Abbildung 6.1 sind alle verwendeten Parametertransformationen fiir wg = 1rad/s
und Ryom = 18 grafisch dargestellt. Man erkennt, dass alle neuen Parameter
(R;,,75 ., und a;;) unbegrenzt sind, aber die Begrenzungsbedingungen (6.2)-(6.4) der
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urspriinglichen Modellparameter 6 durch die eingefiihrten Transformationen immer
erfiillt sind.

Als néchster Schritt sollen die eigentlichen Zustandsgréfsen des fiir die Schitzung
verwendeten Modells untersucht werden. In Abschnitt 4.2.4 wurden die zeitdiskreten
Differenzengleichungen

tpmk+1)=e A/ gpn (k) + r, (1 - e*TA/Tm) i(k), me{l,...,M}
(6.7)

der Zustandsgrofen des linearen Approximationsmodells hergeleitet. Zur gemeinsa-
men Zustands- und Parameterschidtzung muss die Annahme gemacht werden, dass
die Modellparameter 7,, und 7,, in Gleichung (6.7) zeitvariant sind. Uber die so-
eben eingefiihrten Parametertransformationen und iiber die direkte Approximation
existiert ein nichtlinearer funktionaler Zusammenhang mit den interessierenden Mo-
dellparametern 6, der fraktionalen Impedanz. Daher werden die Modellparameter
0(k) zur Impedanzschétzung als zeitvariante Zustandsgrofen interpretiert. Fiir diese
neuen, zusitzlichen Zustandsgréfien liegen keinerlei Informationen iiber deren Dy-
namik vor; das heifst, es lassen sich keine Differenzengleichungen angeben, die deren
zeitliche Entwicklung beschreiben. Man nimmt daher bei der Parameterschétzung
mit nichtlinearen Filtern an, dass der zeitliche Verlauf von (k) durch einen soge-
nannten Brownschen Bewegungsprozess nachgebildet werden kann [Kre80|. Dabei
handelt es sich um einen stochastischen Prozess, der in dieser Arbeit zeitdiskret
behandelt wird und durch die folgende Differenzengleichung

Bk +1) = B(k) + w, (k) (6.8)

fiir die Modellparameter definiert ist. Dabei ist (k) ein Teil des geschitzten Zu-
standsvektors und wy (k) ist ein vektorieller stochastischer Prozess, der zu jedem
Zeitpunkt t = kT4 einen anderen Zahlenwert besitzt. Die genauen auftretenden
Zahlenwerte wy(k — 1) sind zwar unbekannt, jedoch kennt man die ersten beiden
Momente -

dieses Zufallsprozesses. Ferner wird angenommen, dass es sich bei w,(k) um einen
weiflen Gauflschen Zufallsprozess handelt, dass also die zusétzlichen Bedingungen

E{wp,i(k)wo;(k)} = 6;;Qe,i;(k),
& {uwgh) wy(a)™} = G, 12y ()
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erfiillt sind. Die Kovarianzmatrix @, (k) ist also wegen der Unkorreliertheit der ein-

zelnen Komponenten von w,(k — 1) eine positiv definite Diagonalmatrix. Uber die
Kovarianzmatrix ¢ 0(1@) kann eingestellt werden, wie stark sich die Modellparame-
ter verdndern kénnen. Je grofer die entsprechende Komponente Qo.ii(k) der Ko-
varianzmatrix gewahlt wird, desto betragsméfig grofer ist auch der unbekannte
Wert wg ;(k), der in jedem Simulationsschritt zum Modellparameter hinzuaddiert
wird. Daher wird die Kovarianz vor allem fiir Modellparameter grofs gewéhlt, de-
ren zeitlicher Verlauf als sehr unsicher gilt. Das Unscented Kalman-Filter wird bei
einem solchen Parameter eine grofere Schétzfehlerkovarianz ermitteln, woraus ein
grofter Wert fiir die Komponente der Kalman-Verstarkung fiir diesen Modellparame-
ter resultiert. Daraus folgt, dass fiir eine fehlerhafte Messwertpradiktion vor allem
die Unsicherheit in diesem Modellparameter verantwortlich gemacht wird. Darum
wird der Schitzwert eines Modellparameters schneller verédndert, wenn seine Pro-
zessrauschkomponente verhédltnisméfbig grofe Werte annimmt. Umgekehrt wird ein
Modellparameter bei der Schétzung nur geringfiigig veréndert, wenn die entspre-
chende Prozessrauschkomponente klein gewéhlt wird.

Insgesamt liegen also M nichtlineare Differenzengleichungen

xD,m(k +1) = e~ Ta/Tm(8(K)) a?D,m(k) + rm (B(K)) (1 _ e*TA/Tm(Q(k))) i(k),
me{l,...,M}

fiir die Zustandsgréfen zp ,, vor, zu denen noch die stochastische Parameterdif-
ferenzengleichung (6.8) hinzu kommt, die Informationen iiber die Verinderungsge-
schwindigkeit der einzelnen Komponenten von (k) enthélt.

Zur gemeinsamen Zustands- und Parameterschitzung, die mit dem Unscented Kal-
man-Filter (UKF) ausgefiihrt werden soll, muss ein erweiterter Zustandsvektor x (k)
definiert werden, der sich aus den Zustandsgréfen zp (k) und dem zeitvarianten
Modellparametervektor 6% (k) zusammensetzt. Dabei besteht 8 (k) neben Ry (k) aus
den zeitvarianten, transformierten Parametern R} (k), 75, (k) und «; (k). Der auf
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diese Weise gebildete Zustandsvektor lautet also in ausfiihrlicher Darstellung

:L’DJ(]C)
.TD’Q(k)

) = | 220 | = Rt (6.9)

und besteht aus n, = M + 3N + 1 einzelnen Zustandsgrofen. Die vom UKF aus-
gefithrte nichtlineare Schétzung wird also in einem n,-dimensionalen Zustandsraum
durchgefiihrt.

Die Zustandsgrofsen xp ., des durch die direkte Approximation gebildeten Modells
beschreiben dynamische Prozesse erster Ordnung mit der zeitverénderlichen Zeit-
konstanten 7,,(k). Die Werte dieser Zeitkonstanten werden durch die Zeitkonstan-
ten 7o, und die Exponenten a,, der entsprechenden Cole-Cole-Glieder beeinflusst,
die ebenfalls zeitvariant sind und durch die stochastische Differenzengleichung (6.8)
mathematisch beschrieben werden. Hier tritt eine Schwierigkeit auf: Wie sollen die
Zustandsgrofen «p p, verschiedener direkter Approximationen ineinander umgerech-
net werden?

Jedes der Approximationsmodelle besteht aus M einzelnen Prozessen erster Ord-
nung mit bestimmten Zeitkonstanten 7,,. Die in diesen Prozessen gespeicherten M
Zustandsgrofsen zp ., miissen bei einem zeitvarianten Impedanzmodell im néchsten
Simulationsschritt dem neuen Approximationsmodell iibergeben werden. Leider be-
sitzt das neue Modell aufgrund der Zeitvarianz andere Parameter r,, und 7,,. Wie
sollten die Zustandsgrofen des neuen Modells initialisiert werden? Dieses Problem
wird durch die Zeitvarianz des Vektors 9* (k) verursacht und wiirde bei zeitinva-
rianten Modellen nicht auftreten. Die Losung dieses Problems ist verhdltnisméfig
einfach, hat aber dennoch fiir die Schiatzung weitreichende Konsequenzen.
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Bei der im Kapitel 4 vorgestellten direkten Approximation wurden die M Zeitkon-
stanten

[71 T o Tvm-o1 T |

und die entsprechenden Widerstandswerte

[ ro o Tmor T

aus den Modellparametern 6 der fraktionalen Gesamtimpedanz berechnet. Da sich
im Relaxationsspektrum teilweise Uberlappungen der einzelnen Cole-Cole-Prozesse
zeigen, konnten einige der Teilmodelle

T?’ﬂ

14 jwrm

mehrere dieser fraktionalen Prozesse beschreiben. Somit war es mdglich, die not-
wendige Anzahl M an Zustandsgrofen klein zu halten. Bei der Impedanz-Schétzung
muss auf diesen Vorteil verzichtet werden, damit die Zustandsgréfen xp ,, wéhrend
der Schitzung eindeutig einem Cole-Cole-Prozess zugeordnet werden kénnen. Je-
der Cole-Cole-Prozess wird durch eine konstante Anzahl Mcc ,, an Prozessen erster
Ordnung approximiert. Somit ergibt sich die konstante Anzahl dieser Prozesse zu

N
M=) Mcon.

n=1

Dies hat den entscheidenden Vorteil, dass dadurch auch die Dimension n, des nicht-
linearen Gesamtmodells konstant bleibt. Wére die Modellordnung und damit auch
die Dimension des Zustandsraums iiber die Zeit verdnderlich, so wére nicht klar, wie
die Zustandsgrofsen innerhalb eines einzelnen Simulations- beziehungsweise Schétz-
schritts in die neuen Zustandsgrofsen umgerechnet werden miissen. Ein derartiges
Modell ware somit nicht konstruierbar. Daraus ergibt sich jedoch auch ein Nachteil,
denn man muss bei der Wahl von M so vorgehen, dass auch im ungiinstigsten Fall
eine hohe Genauigkeit der direkten Approximation vorliegt. Dieser Fall liegt sicher
dann vor, wenn die Exponenten «,, sehr klein werden. Daher muss eine verhéltnis-
méfig grofse Modellordnung M gewahlt werden, um das fraktionale Verhalten der
Impedanz fiir die gesamte Schitzung gut approximieren zu kénnen.

Gerade zur Beschreibung von zeitvarianten Parametern §(k) ist die in dieser Arbeit
entwickelte direkte Approximation sehr gut geeignet, denn durch die Interpretation
des Approximationsmodells als ein diskretisiertes Relaxationsdichtespektrum kann
man auch bei sich verdndernden Parametern, die zu einer zeitvarianten Relaxati-
onsdichte fiihren, ein Zustandsraummodell fiir den Zeitbereich formulieren. Bei den
bekannten Approximationsverfahren fiir fraktionale Systeme, die im Abschnitt 4.1
vorgestellt wurden, ist dies nicht moglich.
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Das gesamte nichtlineare Zustandsraummodell fiir die Impedanzschétzung ist durch

die vektorielle Differenzengleichung

_ .%‘D,l(k+1) - I e Ta/u(k) ID,l(k’)“l‘rl(k) (1_e—TA/'r1(k)> Z(k‘) -
l‘D,M(.k +1) e~ Talma(®) g (k) + TM(k:) (1 — e Ta/ma(R)) (k)
Ri(k+1) Ry (k)
R+ 1) Ry ()
To1(k+1) 7'5,1(k’)
k1) (k)
af(k+1) i (k)
(k4 1) s (k)
| Ro(k+1) L Ry (k) J
=z(k+1) = f(z(k),i(k))
w, (k)
+ | — (6.10)
Wo= (k)
| —
=w(k)

gegeben. Die lineare Ausgangsgleichung lautet fiir das Impedanzmodell:

M
u(k) =Y xpm(k) + Ro(k)i(k) +v(k) = " (i(k)z(k) + v(k). (6.11)

Die Linearitdt von (6.11) beziiglich des erweiterten Zustandsvektors z(k) erlaubt
die Verwendung der Gleichungen (5.7) und (5.8) des klassischen Kalman-Filters zur
Durchfiihrung des Filterschritts. Die deutlich rechenintensivere Anwendung der Un-
scented Transformation ist daher nicht notwendig, wenn das Modell (6.10)-(6.11)

zur Schitzung verwendet wird.

Durch die Gestalt der Differenzengleichung

0" (k +1) = 0" (k) + wy- (k)

(6.12)
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fiir die Modellparameter in (6.10) folgt fiir die Bildung des Pradiktionswerts
0 (k + 1]k),

bei dem der Erwartungswert von (6.12) fiir den Zeitschritt k|k — 1 gebildet wird, der
Ausdruck

0" (klk—1) = E{Q*(k— 1k — 1) + w,- (k — 1)} -
=0 (k- 1k —1) +€{@9*(k7 1)} =0 (k— 1k —1),
_7_6_/

(6.13)

wenn die Mittelwertfreiheit des Rauschsignals wg- (k) beriicksichtigt wird. Die in
Gleichung (6.13) durchgefiihrte Rechnung zeigt, dass beim Pridiktionsschritt keine
Verénderung des Parameterschitzwerts erfolgt. Nur im Filterschritt sind Verédnde-
rungen des Schitzwerts Q*(k|k) moglich. Aus diesem Grund ist der mit den Glei-
chungen (5.7) und (5.8) durchgefiihrte Filterschritt fiir das wesentliche Ziel dieser
Arbeit, die Schitzung des Parametervektors 6*(k), von grofier Bedeutung.

Die beiden im Modell auftretenden weifsen Gaufischen Rauschprozesse w(k) und v(k)
sind mittelwertfrei und unkorreliert [Kre80]. Mit dem Prozessrauschen w(k) wird die
Modellunsicherheit der Zustandsgrofen z (k) sowie die Verinderung der Modellpa-
rameter 9(k) - beziehungsweise 8*(k) in transformierter Form - berticksichtigt. Zur
Beschreibung der zeitverdnderlichen Modellparameter wirkt das Prozessrauschen in
Gleichung (6.10) additiv auf die Zustandsgleichungen der transformierten Parame-
ter 8% (k). Durch diesen additiven Ansatz vereinfacht sich der Pradiktionsschritt des
UKF, denn es muss keine zusétzliche Erweiterung des Zustandsvektors um nicht-
additives Prozessrauschen vorgenommen werden. Somit kann auch hierbei der Re-
chenaufwand eingeschrankt werden.

Die Konsequenz dieser Mafnahme ist, dass in der Nihe der Begrenzungen (6.2)-(6.4)
der nicht transformierten Parameter 6(k) im Modell eine zu geringe Driftgeschwin-
digkeit der Parameter angenommen wird. Dieser Effekt entsteht durch die geringe
Steigung der in Abbildung 6.1 dargestellten nichtlinearen Transformationsfunktionen
in der Ndhe der Begrenzungen. Um ihn zu kompensieren, miissten die entsprechenden
Komponenten der Kovarianzmatrix des Prozessrauschens vergréfert werden, wenn
sich ein entsprechende Parameterwert seiner Begrenzung nahert. Es hat sich aber
bei Simulationen gezeigt, dass diese Mafinahme héufig zu einer divergierenden Schét-
zung fiihrte. Aus diesem Grund wird auf die Anpassung der Prozessrauschkovarianz
verzichtet.

Der skalare Rauschprozess v(k), beschreibt den Messfehler, der Auftritt, wenn die
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an der Zelle abfallende Verlustspannung gemessen wird.
Zur Implementierung des UKF miissen die Kovarianzmatrix

Q k) 0 1

E{uklu®) ) =@M =1 =55 o o

und die Messfehlerkovarianz

E{v(k)o(k)} = r(k)

geeignet gewihlt werden. Mit den Elementen von Q(k) kann eingestellt werden, wie
schnell sich die einzelnen Komponenten der erweiterten Zustandsgrofe z(k) dndern.
Vor allem fiir die Bestimmung der Modellparameter ist dies entscheidend. So fiihrt
beispielsweise eine zu grof gewihlte Rauschkovarianz fiir den Parameter Ry (k) zu
sehr schlechten Schétzergebnissen, da fiir Abweichungen der pradizierten Ausgangs-
grofe 4(k|k — 1) vom gemessenen Wert u(k) der als unsicher angenommene Schétz-
wert Ro(k|k) verantwortlich gemacht wird. Dies hat zur Folge, dass der Schitzwert
Ro(k|k) vom UKF sehr schnell verindert wird, die iibrigen Modellparameter aber
fast konstant bleiben. Die Schétzung der Zustandsgrofen ist dann erfolglos, obwohl
nur kleine Abweichungen

a(klk — 1) = u(k) — a(klk — 1)

am Ausgangssignal erkennbar sind. Diese Schwierigkeiten werden durch die vorlie-
gende Modellstruktur verursacht und lassen sich nur durch eine geschickte Wahl von
Q(k) vermeiden.

Ferner miissen die Parameter AT (Streifenbreite) und M (Modellordnung) der di-
rekten Approximation so vorgegeben werden, dass eine hinreichend genaue Nach-
bildung der fraktionalen Impedanz méglich ist. Hierfiir kann die im Abschnitt 4.2.2
vorgestellte Strategie angewendet werden.

6.2 Simulationsergebnis zur Konvergenz der Impe-
danz-Schatzung

In diesem Abschnitt wird das Ergebnis einer Rechnersimulation vorgestellt und be-
sprochen. Dabei soll vor allem gezeigt werden, dass der vorgestellte nichtlineare
Schétzer auch dann noch gegen die Parameterverldufe der Impedanz konvergiert,
wenn er mit einem beliebigen Anfangszustand initialisiert wird. Zur Schétzung wer-
den Daten verwendet, die von einem Modell der Form (6.10)-(6.11) generiert wur-
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den. Das Ziel dieses Beispiels ist die Schitzung der fraktionalen Impedanz (in SI-
Einheiten)

0,023 0,011

Z(jw) = 0,04 6.14
(o) W8+ o1 T it Geoooorrose (644
=R
0 _ Ry _ R
1+ (ijoJ)al 1+ (.].607'0,2)0‘2

deren Parameter vorerst konstant sind. Die Parameter von Gleichung (6.14) stammen
von den beiden dominanten Prozessen der Impedanz (2.3), die iiber eine klassische
EIS bestimmt wurde. Das Unscented Kalman-Filter (UKF') soll die sieben konstanten
Modellparameter schitzen, die im Vektor

0=[Ri Ry 701 T2 a1 a» Ry "

(6.15)

zusammengefasst werden. Fir das Simulationsmodell wird Mo = 22 gewéhlt. Da
der kleinste fraktionale Exponent as = 0,54 betrégt, ist nach Abbildung 4.8 eine
Integrationsweite von L = 12 ausreichend um einen Fléchenanteil von nahezu

q(a,L) =¢q(0,54 , 12) = 1

zu erreichen. Daher liegt die Streifenbreite

2L
AT = —— =1,09
Mecc
innerhalb des erlaubten Bereichs der direkten Approximation. Die Gleichung (4.33),
mit der im Abschnitt 4.2.2 die optimalen Zeitkonstanten 7, des Approximations-
modells gew#hlt wurden, war ndmlich fir 0 < AT < 2 giiltig.

Als Anregungssignal muss ein Stromverlauf gewéhlt werden, der eine kleine Ampli-
tude besitzt und moglichst alle Prozesse der Impedanz anregt. Ideal wére hierfiir ein
Pseudo-Rausch-Signal, dessen Leistungsdichtespektrum fast den gesamten relevan-
ten Frequenzbereich umfasst und somit alle Dynamiken anregt [Lju87]. Da aber eine
Schaltsequenz mit einer Stromsenke einfacher zu realisieren ist, wird ein Anregungs-
signal verwendet, wie es in Abbildung 6.2 dargestellt ist. Eine wirkliche Stromsenke
kann keine beliebig schnellen Schaltvorginge im Stromsignal durchfiihren, da sie -
wie alle realen Systeme - ein Tiefpassverhalten mit einer bestimmten Grenzfrequenz
besitzt. Dynamische Prozesse, die hoherfrequent sind, konnen nicht angeregt werden.
Fiir dieses Beispiel wird aber eine ideale Stromsenke angesetzt, die den in Abbildung
6.2 dargestellten Verlauf des Stroms i(t) exakt erzeugen kann. Der maximale Betrag
des von der Senke erzeugten Stromsignals betrdgt 100mA. Dieser Wert wird auch



6.2 Simulationsergebnis zur Konvergenz der Impedanz-Schétzung 149
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t/s

Abbildung 6.2: Verwendetes Anregungssignal i(¢) und simulierter Spannungsverlauf
u(t), die zur Impedanzschétzung verwendet werden

haufig bei der klassischen elektrochemischen Impedanzspektroskopie (EIS) als Wert
fiir die Amplitude des sinusférmigen Stroms verwendet.

Zur Schitzung wird das ebenfalls in Abbildung 6.2 dargestellte Spannungssignal ()
verwendet, in dem ein weiffes Messrauschen der konstanten Varianz

r(k) =€ {v*(k)} = 4T3

enthalten ist. Als konstante Abtastzeit wird mit 74 = 40us ein verhéltnismébig
kleiner Wert gewéhlt, da die Dynamik mit der Zeitkonstanten 792 = 170us sehr
schnell ist. Bei einer hoheren Abtastzeit konnte man die Parameter dieser schnellen
Dynamik praktisch nicht mehr schéitzen. Um die Abtastzeit des Impedanzschéitzers
wahlen zu kénnen ben6tigt man also bereits a priori-Wissen tiber die in der Impedanz
vorkommenden Zeitkonstanten.

Um die Einsetzbarkeit dieses neuen Verfahrens bewerten zu kénnen, soll ein Schétz-
modell verwendet werden, das die fraktionale Impedanz weniger genau approximiert
als das Simulationsmodell. Schlieflich ist bei einer Messung an einer realen Zelle
die wirkliche Zellimpedanz ein fraktionales System und nur das Modell im Schét-
zer ist ein konventionelles (Approximations-)Modell. Daher wird fiir das Modell im
Schétzer eine kleinere Ordnung als bei der Simulation verwendet. Besonders beim
Schétzen der fraktionalen Impedanz mit dem UKF ist darauf zu achten, dass die
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Modellordnung n, des Schétzmodells nicht zu grof wird, um den Rechenaufwand
der Unscented Transformation, die beim Prédiktionsschritt 2n, + 1 Sigma-Punkte
abbilden muss, moglichst gering zu halten. Daher wird fiir das Modell im Schéatzer
nur Moo = 11 gewdhlt, woraus bei L = 11 eine maximal mogliche Streifenbreite
von AT = 2 folgt, wenn keiner der Exponenten kleiner als a,, = 0,5 wird. Das nicht-
lineare Gesamtmodell, das der Schitzer verwendet, besitzt somit wegen N = 2 eine
Modellordnung von
Ny =N Mcc+3N+1=29.

Wie bereits im Abschnitt 3.3 erwéhnt, beschreibt das durch die direkte Approxi-
mation erzeugte Modell nur das Ubertragungsverhalten des Stroms auf die Span-
nung, nicht aber das Einschwingverhalten. Obwohl der Schétzer und das simulierte
Impedanzmodell verschiedene Anfangswerte besitzen, sollten bei einer erfolgreichen
Schitzung die beiden Parametervektoren von Modell und Schétzer nach einer end-
lichen Zeitspanne moglichst identische Werte annehmen. Die Zustandsgrofen z p, (k)
und Zj, (k|k) der RC-Glieder kénnen nicht miteinander konvergieren, da sie Zustands-
grofsen unterschiedlich genauer Approximationsmodelle der gleichen Impedanz sind
und damit eine unterschiedliche Dimension besitzen. Nur wenn der Entwurfspara-
meter M beim Simulations- und beim Schétzmodell identisch ist, kann ein Vergleich
dieser Zustandsgrofen durchgefiithrt werden. Die Zustandsgrofen x (k) besitzen im
Gegensatz zum Parametervektor 8(k) ohnehin keine Aussagekraft, sondern sind nur
notwendig, um die fraktionale Impedanz durch ein dynamisches Zustandsraummo-
dell mathematisch zu beschreiben.

Zur Impedanzschitzung wird der im Abschnitt 5.3.6 vorgestellte Algorithmus des
Unscented Kalman-Filters (UKF) verwendet. Das zur Schitzung verwendete Modell
- das Schétzmodell - liegt durch die additiven Rauscheinfliisse von w(k) und v(k) in
der Form

z(k+1) =
u(k) =

(@(k),i(k))
T (i(k)) z(k)

w(k)
v(k)

[~

_|_
+

1o

vor. Damit muss keine weitere Erweiterung des Zustandsraums erfolgen, wie sie nach
Abschnitt 5.3.6 bei nicht-additivem Rauschen notwendig ist.

Wegen der hohen Modellordnung wird die Skalierte Unscented Transformation aus
Abschnitt 5.3.5 verwendet. Hierfiir werden die Entwurfsparameter

77: \/nl‘a

3

X =1\
Ny
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und
Y =2

gewéhlt, um sicherzustellen, dass die positive Definitheit der Kovarianzmatrizen wah-
rend der Schitzung immer erhalten bleibt. Mit den nun festgelegten Parametern der
Skalierten Unscented Transformation kénnen die Gewichtungsfaktoren (37,587,859
und (5 nach den im Abschnitt 5.3.5 angegebenen Formeln berechnet werden. Ferner
miissen die skalierten Sigma-Punkte £”(k — 1) zur Durchfithrung der Schétzung mit
dem UKF verwendet werden. Bei der gewédhlten Modellordnung n, = 29 werden
insgesamt 2n, + 1 = 59 Sigma-Punkte

Sk = 1), &0 (k= 1), (k= 1), -+, £ (k= 1), (k= 1)

bei jedem Pradiktionsschritt mit der Nichtlinearitat

! . * _ oo
&'tk =1) = £ (& k—1),ik—1)
abgebildet. Mit der gewichteten Summe

2N,

B(klk —1) = Blo&y (k= 1) + 57 Y € (k—1)
j=1

wird der Pradiktionswert berechnet. Die Schatzfehlerkovarianz des Pradiktionsschritts
wird ebenfalls mit der Unscented Transformation durch die Formel

P(klk—1) = B30 (€0~ 1)~ 2(klk — 1)) (&~ 1)~ &kl ~ 1)
52 22 (€0 = 1) — 2klk — 1)) (&0 — 1) — a(klk ~ 1)

+Q(k —1)

bestimmt. Die Rauschkovarianzmatrix (k) kann also einfach zu dem durch die
Skalierte Unscented Transformation entstandenen Term hinzuaddiert werden, um
P(k|k — 1) zu berechnen.

Wie bereits bei der Vorstellung des nichtlinearen Schitzmodells im Abschnitt 6.1 er-
wéhnt, kann der Filterschritt wegen der linearen Form der Ausgangsgleichung (6.11)
ohne die Unscented Transformation durchgefiihrt werden. Die hierfiir verwendeten
Filtergleichungen lauten

9(k) = P(klk — Ve () (<7 (k) P(klE — e (k) +r(R))
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und

a(klk) = 2(klk — 1) + g(k) (u(k) — " (i(k)) z(k)) -

Da nur eine einzige skalare Ausgangsgrofie gemessen wird, entartet die Kalman-
Verstérkungsmatrix zu einem Vektor, der mit g(k) bezeichnet wird. Zur Berechnung
der Schéatzfehlerkovarianz, die im néchsten Pradiktionsschritt bendtigt wird, kann
die Gleichung

P(k|k) = P(klk — 1) — g(k)c" (i(k)) P(k|k — 1)

verwendet werden. Als Rauschvarianzmatrix wird die konstante Diagonalmatrix

QwD 0 0 0 0
0 Qp 0 0 0
Q=] 0 0 Q. 0 o (6.16)
0 0 0 Q. ©0
0 0 0 0  gr,
gewahlt, die aus den einzelnen Diagonalmatrizen
0,0002 0 e 0
0 0,0002 - -- 0
N SR
0 0 -+ 0,0002

0,036 0
Qp. = [ 0 0,036 }

Q*:[o,os 0 }

T 0 0,12
0,032 0
Qo = [ 0 0,02 ]

aufgebaut ist und die Prozessrauschvarianz qr, = 0,0012 des Parameters Ry enthélt.

Zur Erzeugung der Simulationsdaten wurde die Gleichung
0" (k) = 0" (k — 1)

verwendet. Dagegen wurden die stochastisch gestorten Parameter im Schatzmodell
durch Gleichung
07 (k) =07 (k = 1) + wy(k — 1)

beriticksichtigt.

In Abbildung 6.3 sind die konstanten transformierten Widerstandsparameter R (k)
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des Simulationsmodells und die zeitveriinderlichen Schitzwerte R* (k|k) des Unscen-
ted Kalman-Filters dargestellt. Da eine sehr kleine Abtastzeit von nur T4 = 40us
verwendet wurde, liegen alle Ergebnisse fast in zeitkontinuierlicher Form vor. Darum
werden in den Abbildungen alle Resultate aus Griinden der Interpretierbarkeit in
Abhéngigkeit der Zeit t angegeben.

Man erkennt in Abbildung 6.3, dass die Schéitzung der R} (k) bereits nach 4 Sekun-
den konvergiert ist. Diese sehr geringe Zeitspanne ist durch die Werte der Zeitkon-
stanten in der Impedanz (6.14) zu erkldren. Die grofite betragt nédmlich in diesem
Beispiel nur 791 = 1,1s. Wahren Prozesse in der untersuchten Impedanz enthalten,
deren Zeitkonstanten grofer sind, so wiirde es auch ldnger dauern bis die Schatzung
konvergiert ist.

Die auftretende leichte Welligkeit im Verlauf der Schétzwerte wird durch das periodi-
sche Anregungssignal i(t) verursacht, denn die Eingangsgrofie hat bei der Schétzung
nichtlinearer Systeme einen grofteren Einfluss als bei einer Schétzung an linearen Sys-
temen. Bei letzteren ist der Schétz- beziehungsweise Beobachtungsfehler unabhingig
vom Anregungssignal, das somit nicht in die Fehlerdifferenzialgleichung eingeht.

Ebenfalls fallt auf, dass bei der Schitzung der Widerstdnde keine erkennbaren kon-
stanten Fehler fiir grofse Zeiten auftreten. Diese Tatsache ist nicht unbedingt zu
erwarten, da die Berechnung der Momente bei der Pradiktion nur ndherungsweise
erfolgen kann und eine eingeschrinkte Schitzerstruktur - die Pradiktor-Korrektor-
Struktur - verwendet wird. Das Auftreten eines bleibenden konstanten Schétzfeh-
lers, der auch als Bias bezeichnet wird, wire durchaus zu erwarten. Es liegt aber bei
dieser Widerstandsschiatzung kein relevanter Biasfehler vor.

In Abbildung 6.3 wurden die Vertrauensbereiche der geschétzten Variablen als ge-
strichelte Linien eingezeichnet. Die Grenzen des Vertrauensbereichs wurden aus
dem Wert der entsprechenden Schétzfehlerkovarianz ermittelt. Da die Varianzen
der Schiitzfehler, die sich auf der Hauptdiagonalen der Matrix P(k|k) befinden,
bekannt sind, kénnen die Standardabweichungen der einzelnen Komponenten des
Zustandsvektors aus P(k|k) berechnet werden. Auf diese Weise kann man die Stan-
dardabweichung og: (k) des Schétzfehlers von R (k) bestimmen. Die in Abbildung
6.3 eingezeichneten Grenzen des Vertrauensbereichs ergeben sich durch die beiden
Gleichungen
Ri (k) + 30m; (k)

und

R; (k) — 30R; (k).
Waren die Schétzfehler normalverteilt, dann miissten die wirklichen Modellparame-
ter mit der Wahrscheinlichkeit von 99,73% im Vertrauensbereich liegen. Man erhélt
also bei einer Schitzung mit dem UKF neben dem Schétzwert zusétzliche Informatio-
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Abbildung 6.3: Konvergenz der Schitzung der transformierten Widerstandsparame-

ter R} und Rj
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Abbildung 6.4: Konvergenz der Schitzung der Widerstandsparameter R; und Rs

nen iiber die Genauigkeit der Schiatzung. Da im hier durchgefiihrten Experiment die
Modellparameter deterministisch und konstant sind, wird die Wahl der Kovarianz-
matrix @ dazu verwendet, um das Konvergenzverhalten des Schétzers einzustellen.
AuRerdem kann der wirkliche Schiitzfehler wegen der nichtlinearen Systemdynamik
nicht normalverteilt sein. Eine strenge stochastische Interpretation des Vertrauens-
bereichs ist daher nicht immer ratsam.

Die Widerstandsparameter in nicht transformierter Form sind in Abbildung 6.4 dar-
gestellt. Auch in dieser Form ist kein Bias im Schétzergebnis erkennbar.

Die Verldufe der transformierten Zeitkonstanten 75, und 7 5 sind in Abbildung 6.5
zu sehen. Auch diese Schitzung konvergiert bereits nach 4 Sekunden. Man erkennt
aber, dass die Konvergenzgeschwindigkeit der beiden Zeitkonstanten unterschiedlich
ist. Vor allem in Abbildung 6.6, in der die nicht transformierten Parameter darge-
stellt sind, ist deutlich zu erkennen, dass die Schitzung der kleineren Zeitkonstanten
schneller konvergiert.

Im Gegensatz zur Schitzung der Widerstandswerte tritt bei der Schitzung der Zeit-
konstanten 7 5 ein Bias von ungefihr

lim (755(k) — 755(k)) = —0,72

k—o0

auf. Die Abweichungen liegen aber im 3o-Vertrauensbereich, der ebenfalls in dieser
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Abbildung 6.6: Konvergenz der Schétzung der Zeitkonstanten 7o 1 und 792

Abbildung dargestellt ist. Bei der in dieser Arbeit entwickelten Impedanzschitzung
kann es moglich sein, dass einige Modellparameter nicht beliebig genau geschétzt
werden konnen. Hierfiir ist - wie bereits erwéhnt - das nichtlineare Verhalten des
Modells verantwortlich. In Abbildung 6.6 ist der Bias jedoch durch die Riicktrans-
formation von 7 5 nach 792 kaum erkennbar.

Mit der in dieser Arbeit vorgestellten Strategie zur Impedanzschitzung kénnen auch
die fraktionalen Ordnungen (die fraktionalen Exponenten) der einzelnen Cole-Cole-
Glieder geschétzt werden. In den Abbildungen 6.7 und 6.8 sind die konvergenten
Schétzergebnisse der Exponenten dargestellt. Zu keinem Zeitpunkt ist einer dieser
beiden Schiatzwerte kleiner als o = 0,5 und damit bleibt die Genauigkeit der direkten
Approximation wahrend der gesamten Schitzung im akzeptablen Bereich.

Auch bei der Schitzung des Exponenten o tritt ein Bias auf, denn dieser wird zu
grofs geschitzt (aj(00)—as(00) = —0,075), da eine ebenfalls fehlerhafte Zeitkonstan-
te flir diesen Prozess ermittelt wurde. Haufig fiihrt ein Biasfehler dazu, dass gleich
mehrere Parameter fehlerhaft geschitzt werden. Dennoch sind die hier vorliegenden
Fehler akzeptabel.

Im vorherigen Abschnitt 6.1 wurde bereits erwdhnt, dass die Schatzung des Wider-
standsparameters R, schwierig, aber fiir den gesamten Erfolg der Impedanzschét-
zung entscheidend ist. Wird die Kovarianz des Prozessrauschens fiir diesen Parameter
zu grof eingestellt, misslingt die Schétzung der Cole-Cole-Elemente, denn fiir alle
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Abbildung 6.8: Konvergenz der Schitzung der Exponenten «; und as

Verdnderungen des Ausgangssignals u(t) wird ein sich &nderndes und unsicheres Ry
verantwortlich gemacht. Darum muss der entsprechende Wert in @ verhéltnisméafig
klein gew#hlt werden. In Abbildung 6.9 ist das Ergebnis der Schidtzung von Ry dar-
gestellt, die schon nach 2 Sekunden eingeschwungen ist. Da Ry der einzige Parameter
ist, der direkt in die Ausgangsgleichung eingeht, konvergiert seine Schétzung meist
sehr schnell.

Zu jedem Zeitpunkt liegen geschitzte Modellparameter vor, aus denen ein Rela-
xationsdichtespektrum berechnet werden kann. In Abbildung 6.10 sind die zu den
Zeitpunkten ¢t = 0s, t = 1s, t = 2s und t = 5s vorliegenden Spektren eingezeich-
net. Die Dichte zum Zeitpunkt ¢ = Os ergibt sich dabei direkt aus den Anfangs-
werten des Unscented Kalman-Filters. Bereits nach nur 2 Sekunden sind die reale
und die geschétzte Relaxationsdichte nahezu identisch, obwohl noch nicht alle Pa-
rameter biasfrei vorliegen. Vor allem der Cole-Cole-Prozess, mit dem Exponenten
a1 = 0,9, dessen Spitze im Spektrum bei ungefdhr T ; = 0 liegt, wird vom UKF
deutlich schneller und genauer geschéitzt als der andere Prozess bei Tp 2 = —8, des-
sen Exponent as = 0,54 betrdgt. Hierbei darf nicht vergessen werden, dass im Re-
laxationsdichtespektrum die logarithmischen Zeitkonstanten 7' aufgetragen werden,
woraus eine verzerrte Zeitkonstantenachse resultiert. Ein Vergleich mit den Kurven
in Abbildung 6.6 zeigt, dass die Zeitkonstante 7o des zweiten Prozesses in nicht
transformierter Darstellung schneller konvergiert. Der Biasfehler, der bei den Schét-
zungen von 7 5 und o3 auftritt fithrt dazu, dass die Spitze im Relaxationsspektrum,
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Abbildung 6.9: Konvergenz der Schitzung des Elektrolytwiderstands Ry

die diesen Prozess représentiert, deutlich verschoben ist. Der Fehler im Exponenten
macht sich im Spektrum kaum bemerkbar, da die Breite, der zum Prozess 2 geho-
rende Spitze korrekt ermittelt wurde. Dagegen wird ein Bias in der Darstellung mit
logarithmischen Zeitkonstanten 7" vor allem bei kleinen Werten 79, < 1/wg durch
die nichtlineare Abbildungsvorschrift

TQJL = 1I1 (WO T(),n)

deutlich verstarkt.

Das hier vorgestellte Beispiel zeigt, dass die mit dem UKF durchgefiihrte Impedanz-
schiitzung konvergiert und nur ein geringer bleibender Schétzfehler (Bias) bei der
Parameterschiatzung auftritt.

6.3 Simulationsergebnis bei zeitvarianten Modell-
parametern

Der bedeutendste Vorteil, des in dieser Arbeit vorgestellten Verfahrens zur Impe-
danzschétzung war die Moglichkeit, zeitvariante Impedanzen schéitzen zu konnen.
Daher wird als néchstes in einem Simulationsexperiment eine Schétzung bei zeit-
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Abbildung 6.10: Konvergenz der Relaxationsdichte bei der Schiatzung

varianten Modellparametern durchgefiihrt. Somit werden in diesem Beispiel keine
konstanten Modellparameter im Simulationsmodell verwendet. Stattdessen werden
zeitverdnderliche Parameter von einem Brownschen Bewegungsprozess erzeugt. Bei
der Simulation der Impedanz wird daher ein Modell verwendet, das zu einer Para-
meterdrift fiihrt. Auf das Simulationsmodell wirkt das Prozessrauschen w(k), dessen
konstante Varianzmatrix Q(k) = @, wie in Gleichung (6.16) angegeben, aufgebaut
ist. Die Matrix Q wird auerdem beim Pridiktionsschritt verwendet, um P(k|k—1)
zu berechnen.

Der Zustandsvektor des Schétzers und des Simulationsmodells werden zum Anfangs-
zeitpunkt identisch gewahlt.

Das Ergebnis dieser Schétzung ist in den Abbildungen 6.11-6.14 fiir die transformier-
ten Modellparameter dargestellt. Es zeigt sich, dass die Verdnderung aller Modellpa-
rameter nach einer gewissen Zeitspanne erkannt wird. Die Schéatzung der Parameter
Ry, 75, und oy, ist dabei vergleichsweise triige. Die Schétzwerte folgen den zeitverén-
derlichen Parametern sehr langsam. Das Filter wirkt also gldttend. Bei der Schatzung
des Widerstands Ry ist der Schétzer, wie schon im vorherigen Beispiel, wesentlich
schneller. Ein zu geringer Glattungseffekt bei der Schétzung von Ry, wiirde dazu fiih-
ren, dass die Verdnderungen der iibrigen Parameter nicht erkannt werden. In diesem
Beispiel trat dieses Problem jedoch nicht auf, da die Varianz @ des mittelwertfreien
Prozessrauschens bekannt war.
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Abbildung 6.13: Schétzung der transformierten Exponenten af ; und og ,

Zur erfolgreichen Schitzung zeitvarianter Impedanzen ist die Matrix @ von grofer
Bedeutung. Sind ihre Komponenten ungiinstig gewahlt, so entstehen grofse Abwei-
chungen zwischen den wirklichen und den geschétzten Modellparametern der frak-
tionalen Impedanz. Im schlimmsten Fall fithrt eine zu groft gewdhlte Matrix @ zur
Divergenz des Filters. Bei der Schiatzung mit Kalman-Filtern an linearen Sys‘@men
kann dieses Problem nicht auftreten.

6.4 Zusammenfassung

Durch die Einbindung des mit der direkten Approximation erzeugten Zustandsraum-
Impedanzmodells in das Unscented Kalman-Filter liegt erstmals ein Verfahren vor,
das eine Schitzung zeitvarianter Impedanzen erméglicht. Die auftretenden physika-
lischen Begrenzungen der zu schitzenden Modellparameter werden durch die Ein-
fiihrung nichtlinearer Transformationsvorschriften bereits im Modell beriicksichtigt.
Da sich bei zeitverdanderlichen Modellparametern die Relaxationsdichte und auch
das durch Diskretisierung entstandene Approximationsmodell verdndert, wird ei-
ne konstante Modellordnung verwendet. Diese Mafnahme ist notwendig, da bei ei-
nem Approximationsmodell mit zeitverdnderlicher Ordnung die Umrechnung der
Zustandsgrofen nicht moglich ist. Daher muss bereits bei der Durchfiihrung der
direkten Approximation darauf geachtet werden, dass auch bei einer sehr breiten
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Relaxationsdichte eine akzeptable Genauigkeit erreicht wird. Die Exponenten der
Cole-Cole-Glieder sind hierfiir entscheidend. Der kleinste vorkommende Wert dieser
Modellparameter bestimmt die notwendige Modellordnung.

Das im Zeitbereich vorliegende nichtlineare Zustands- und Parameterschitzproblem
kann mit dem Unscented Kalman-Filter gelost werden. Beim Entwurf des Schéitzers
sind einige Parameter zu wahlen, die fiir eine erfolgreiche Schiatzung entscheidend
sind. Hierzu zdhlen die Skalierungsfaktoren der verwendeten Skalierten Unscented
Transformation, die Varianzmatrizen des Prozess- und Messrauschens, die Abtastzeit
sowie das Anregungssignal, das im Arbeitspunkt dem Laststrom der Zelle iiberlagert
wird. Da es sich um ein nichtlineares Schétzproblem handelt, kénnen auch nach einer
eingeschwungenen Schétzung Abweichungen zu den wirklichen Parametern auftre-
ten. Bei einer geeigneten Wahl der Entwurfsparameter bleiben diese Fehler jedoch
in einem akzeptablen Bereich.

Mit den beiden vorgestellten Beispielen konnte gezeigt werden, dass die von einem
UKF durchgefiihrte Impedanzschéitzung konvergiert und auch zeitverénderliche Pa-
rameter geschétzt werden kénnen.

In den vorgestellten Beispielen wurden fraktionale Impedanzen, bestehend aus N = 2
Cole-Cole-Gliedern verwendet. Die Verwendung von N > 2 ist nicht empfehlenswert,
da in diesem Fall zu viele Parameter aus nur einem einzigen gemessenen Signal ge-
schétzt werden miissen. Hierbei konnen sehr grofse Biasfehler auftreten. Doch auch
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die Bestimmung einer analytischen Impedanz aus EIS-Daten, wie im Abschnitt 2.3
durchgefiihrt, ist ebenfalls sehr schwierig, wenn viele Cole-Cole-Glieder fiir das ge-
suchte Modell angesetzt werden.






Kapitel 7

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde eine neuartige Methode entwickelt, um die Impedanz einer
Hochtemperaturbrennstoffzelle SOFC im Zeitbereich zu schéitzen. Diese Vorgehens-
weise besitzt den entscheidenden Vorteil, dass sie auch bei zeitverdnderlichen Impe-
danzen anwendbar ist. Das bis heute eingesetzte klassische Verfahren der elektroche-
mischen Impedanzspektroskopie erfordert dagegen eine zeitlich konstante Zellimpe-
danz {iber den Messzeitraum. Diese Forderung schrinkt somit die Verwendbarkeit
der Impedanzspektroskopie ein.

Um die Schétzung im Zeitbereich durchfiihren zu kénnen, musste ein Zustandsraum-
modell gefunden werden, das die im Frequenzbereich definierten Cole-Cole-Glieder
mathematisch beschreibt. Dabei trat eine Besonderheit auf, denn nur mit fraktio-
nalen (nicht-ganzzahligen) Ableitungen konnten Differenzialgleichungen im Zeitbe-
reich fiir die Zellimpedanz gefunden werden. Durch die Entwicklung einer neuartigen
Approximationsmethode fiir diese mit fraktionalen Ableitungen formulierten Syste-
me konnten konventionelle lineare Modelle entwickelt werden, die ein identisches
Ubertragungsverhalten besitzen. Im Vergleich zu bestehenden numerischen Metho-
den fiir durch fraktionale Differenzialgleichungen definierte Systeme ist die neue
Methode iiber einen sehr groffen Frequenzbereich - bei verhaltnisméakig geringer Mo-
dellordnung - genau und fiihrt aufserdem auf ein fiir die Schéitzung verwendbares
Zustandsraummodell.

Um auch die gesuchten zeitverédnderlichen Modellparameter der durch Cole-Cole-
Glieder gegebenen Zellimpedanz beschreiben zu kénnen, wurde das Zustandsraum-
modell erweitert. Alle Parameter der Impedanz wurden als zusétzliche Zustandsgro-
Ren verwendet, was auf ein nichtlineares Modell fiihrte. Daher musste ein nichtlinea-
rer Schitzer verwendet werden, um diese Aufgabe zu 16sen. Da die Drift der zeitvari-
anten Modellparameter und auftretende Messfehler mathematisch als stochastische
Prozesse beschreibbar sind, wurde ein nichtlinearer stochastischer Zustandsschétzer
verwendet: das Sigma-Punkt-Kalman-Filter, das als rekursives Schétzfilter imple-
mentiert werden kann und somit wenig Speicherplatz bedarf. Bei jedem Schétzschritt
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werden - wie auch beim klassischen Kalman-Filter fiir lineare Systeme - nur die ersten
beiden Momente des préadizierten und des gefilterten Zustands berechnet. Weitere
Informationen iiber die stochastischen Prozesse sind daher nicht erforderlich.

Das zur Impedanzschétzung eingesetzte Sigma-Punkt-Kalman-Filter verwendete die
sogenannte Unscented Transformation. Dieses Verfahren erméglicht die Approxima-
tion der ersten beiden Momente einer Zufallsvariablen, die eine nichtlineare Transfor-
mation durchlief. Dabei werden in Abhéngigkeit von der Varianz ausgewéhlte Stich-
proben - die sogenannten Sigma-Punkte - der Zufallsvariablen verwendet, um mit der
nichtlinearen Funktion zu entsprechenden Realisierungswerten der neuen Variablen
transformiert zu werden. Uber eine gewichtete Summe kénnen dann die gesuchten
ersten beiden Momente ndherungsweise bestimmt werden. Die so berechneten Ap-
proximationswerte sind genauer als die der klassischen Linearisierungsmethode, die
im erweiterten Kalman-Filter (EKF) verwendet wird. Daher ist das Sigma-Punkt-
Kalman-Filter dem EKF iiberlegen, was schon bei einfachen nichtlinearen Schétz-
aufgaben deutlich wird.

In dieser Arbeit wurde das prinzipielle Vorgehen bei der Unscented Transformati-
on im skalaren Fall anschaulich gezeigt. Danach wurde es auch fiir den beliebigen
mehrdimensionalen Fall detailliert hergeleitet.

Begrenzungen des Zustandsraums sind bedeutende Probleme fiir Zustandsschétzer,
die mit den ersten beiden Momenten der stochastischen Prozesse arbeiten, denn
die Varianz eines Schitzwerts kann so groft sein, dass auch Zustandsgrdfen, die
auferhalb der Begrenzungen liegen, als wahrscheinliche Realisierungen interpretiert
werden. Um dieses Problem, das auch bei der Impedanzschétzung auftrat, umgehen
zu koénnen, wurden transformierte Parameter in das Gesamtmodell integriert, die
keinen Begrenzungen unterliegen.

Unter Verwendung der vorgestellten Methoden gelang die Durchfithrung von Schét-
zungen im Zeitbereich, um erstmals auch zeitveranderliche Zellimpedanzen wéahrend
des Betriebs erkennen zu konnen.

Insgesamt zeigt diese Arbeit, wie fruchtbar das Zusammenwirken verschiedener wis-
senschaftlicher Disziplinen sein kann. Neue Methoden der Mathematik und der Re-
gelungstechnik konnten angewandt werden, um ein anspruchsvolles Schétzproblem
aus der Werkstoffwissenschaft zu 16sen.



Anhang A

Definitionen

Definition A.1 (Gamma-Funktion):
I(z) = / t* tetdt
t=0
Mit der Gamma-Funktion kann die Fakultit wegen Gleichung
al=T(a+1)

auch fiir reelle Zahlen definiert werden. Dieser Zusammenhang wird genutzt, um die
fraktionale Ableitung nach Riemann-Liouville zu definieren. Die Gamma-Funktion
['(x) besitzt einfache Pole an den Stellen z =0, —1,—2,..., —oc.

Definition A.2 (Mittag-Lefller-Funktion mit zwei Parametern):

Zk
Ea’ﬁ(z):§m7 Oé,ﬁER+

Die Mittag-Leffler-Funktion (mit zwei Parametern) ist eine Verallgemeinerung der
Exponentialfunktion, denn es gilt der Zusammenhang

Bua) =2 iy~ 2w =
e

=0

Es gibt auch eine Mittag-Leffler-Funktion E,(z) mit nur einem Parameter a. Diese
kann aus der zweiparametrigen Form durch den Zusammenhang E,(z) = Eq 1(2)
bestimmt werden.

Die numerische Bestimmung der Funktionswerte dieser Funktion ist Gegenstand des
Artikels [GLL02].
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Definition A.3 (Faltungsintegral):

Das Integral
t

/ ft=nygtnyir= [ f)ae—rdr

7=0

wird Faltungsintegral genannt und durch die Schreibweise f(t) * g(t) abgekirzt.

Im Bildbereich vereinfacht sich die Faltung zweier Funktionen zur Multiplikation der
jeweiligen Laplace-Transformierten [Fo193]:

f(t)*g(t) o F(s) G(s) (mit f(t) o=® F(s), g(t) o=* G(s)).

Um Formeln vereinfacht darstellen zu kénnen, wird hiufig das Kronecker-Symbol
verwendet. In Definition A.4 wird dieses Symbol eingefiihrt.

Definition A.4 (Kronecker-Symbol):

Das Symbol 0y, ks.....k, wird Kronecker-Symbol genannt und ist fir ki, ko, ..., k, €
IN folgendermafen definiert:

1’ k1:k2:...:kjn
Oky kg, kn = 0 sonst

Eine wichtige Eigenschaft von quadratischen Matrizen ist die positive Definitheit.
Bei der stochastischen Zustandsschitzung wird diese Eigenschaft aus Definition A.5
fiir Kovarianzmatrizen gefordert.

Definition A.5 (Positive (Semi-)Definitheit quadratischer Matrizen):
Eine symmetrische Matriz M wird positiv definit genannt, wenn fiir beliebige
Vektoren x # 0 die Ungleichung

2T

<

x>0

gilt.
Ist nur die schwichere Bedingung

QT

=

z>0

erfillt, so wird die Matriz M positiv semidefinit genannt [ZF92].

Es existiert nach [ZF92, F6192] ein hinreichendes und notwendiges Kriterium, um die
positive Definitheit symmetrischer Matrizen M = M T nachzuweisen. Symmetrische
Matrizen besitzen keine komplexwertigen Eigenwerte. Sind alle Eigenwerte \; € R
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einer symmetrischen Matrix grofer null, dann ist M positiv definit. Gilt aber nur
A; > 0 fir alle Eigenwerte, dann ist M positiv semidefinit.

Ein weiteres hinreichendes und notwendiges Kriterium ist das Kriterium von Sylves-
ter das ebenfalls in [F6192] angegeben ist.






Anhang B

Hilfssatze

In diesem Abschnitt werden einige Hilfssétze angegeben, die zum vollstdndigen ma-
thematischen Verstédndnis dieser Arbeit notwendig sind, aber trotzdem nur eine ge-
ringere Bedeutung besitzen.

Satz B.1 (Hilfssatz zur Ableitung der Cauchy-Formel):

Fiir m € N gilt die Gleichung

dm dm 1 K
— {7 f)}} = — < — t—7)mt dr y = f(t). B.1
o TN = o { oty [ =@ arf =50, B
Die m-fache Ableitung der Cauchy-Formel zur m-fachen Integration der Funktion
f(t) ergibt wieder die Funktion f(t).

Beweis von Satz B.1

Der Beweis wird mit der Methode der vollstandigen Induktion gefiihrt.
Induktionsanfang (m = 1)

Fir m =1 gilt die Gleichung

d t
G| sear = s,

also ist der Satz fiir m = 1 bewiesen.

Induktionsannahme und Induktionsschritt

Jetzt wird angenommen, dass der Satz B.1 fiir m erfiillt ist. Unter dieser Annahme
muss jetzt gezeigt werden, dass der Satz auch flir m + 1 giiltig ist. Darum wird
die entsprechende Formel fiir m + 1 angesetzt:

L odmtt [t
%W {/_O(t — T)mf('r) dT} .
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Dieses Integral kann jetzt partiell integriert werden; dabei wird die Stammfunk-
tion von f(t) mit F(t) bezeichnet:

nllli:ii{[F( )(t—7)" To—l-m/ — ) 1F()d7-}

1 dm+1

= T {—F(T)tm + m/:_o(t — 7)™ F(7) dT} .

Der erste Summand verschwindet nach der (m + 1)-fachen Ableitung und das
Integral vereinfacht sich damit zu

(7711_1)11::1 {/Tt_o(t — M R(r) dT} .

Nach einer weiteren Umformung erhélt man schlieflich den Ausdruck

il e Lo
R

()

Da angenommen wurde, dass der Satz B.1 fur m = 1 gilt, kann der mit (x)
bezeichnete Ausdruck durch F(¢) - der Stammfunktion von f(t) - ersetzt werden.
Nach einer weiteren Ableitung folgt schlieflich

d
SAF} = 10).

Da der Satz auch fiir m + 1 gilt, ist somit der Beweis fiir alle m € IN erbracht.
O

Satz B.2 (Laplace-Transformierte von f’j_—;lEa,a(—t"‘/Ta)):
Die Laplace-Transformierte der Funktion

a—1 oY
f(t) = ! Ea,a <_t> 5 o€ ]R+

ist fir Re{s} > L durch

gegeben.
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Beweis von Satz B.2
Um Satz B.2 zu beweisen, muss das Integral

o ta 1 ta et
E{f } / . T‘X o, (7'a> e dt

berechnet werden. Dies geschieht indem die Definition der zweiparametrigen Mit-
tag-Leffler-Funktion (Definition A.2) verwendet wird, um das Integral wie folgt

darzustellen:
ok
el 8
L{f(0) = / ko R o (B.2)
—_——

=Eqo(—tY/7%)

Da vorausgesetzt wird, dass das Integral und die Reihe in Gleichung (B.2) gleich-
méhig konvergieren, kénnen Integration und Summation vertauscht werden. So-
mit erhélt man

oo

LU0y =3 ¢ | (L) e (B.3)
ak+a t=0 T TN ' '

k=0

=Ji(s)
Die uneigentlichen Integrale Ji(s) in (B.3) fiir k& € INy konvergieren wenn
Re{s} >0

gilt, denn eine geddmpfte Exponentialfunktion unterdriickt jedes Polynom fir
t — oo. Die unter dieser Bedingung konvergenten Integrale kénnen wie folgt
berechnet werden:

o= [ <t> e =Tk o) o <<_§> |

Die nun berechneten uneigentlichen Integrale Ji(s) kénnen in Gleichung (B.3)

eingesetzt werden, was die gesuchte Laplace-Transformierte in Form einer Po-
tenzreihe darstellt:

oo

1 -1 \"
o= > (o ) - (B.1)

k=0

Da die Potenzreihe in Gleichung (B.4) eine geometrische Reihe ist, kann die
Laplace-Transformierte in einer geschlossenen Form angegeben werden. Dazu
muss die gleichméfige Konvergenz der Potenzreihe gesichert sein. Die dafiir not-
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wendige Bedingung lautet

80&7—()(

beziehungsweise
1
|5| >,
-
da fiir die Zeitkonstante immer 7 > 0 gilt. Somit kann jetzt mit

1 1 1

F(s)=L{f(t)} = TR I e ~ T4 (re)e (B.5)

die Laplace-Transformierte der Funktion f(t) angegeben werden. Fiir die Herlei-
tung von Gleichung (B.5) wurde die Giiltigkeit der beiden Bedingungen

1
|s| > — und Re{s} >0
T

gefordert. Dies hat zur Konsequenz, dass die Laplace-Transformierte (B.5) dann
existiert, wenn die Bedingung

1
R :
e{s} > m

die aus den oben angegebenen Bedingungen folgt, erfiillt ist. Diese Bedingung ist
auch in Satz B.2 als Voraussetzung angegeben. O



Anhang C

Beweise

Beweis von Satz 3.1

Der Beweis wird mit der Methode der vollstandigen Induktion gefiihrt.
Induktionsanfang (n = 1)

Fiir n = 1 - die kleinste Zahl aus IN - gilt

t

THIO) = [ Fito)dto

to=a

was mit Gleichung (3.11) aus Satz 3.1 identisch ist.
Induktionsannahme und Induktionsschritt
Jetzt muss gezeigt werden, dass der Satz fiir n + 1 wahr ist, wenn er fiir n
wahr ist. Darum wird nun eine (n+ 1)-fache Integration unter der Voraussetzung
durchgefiihrt, dass die Formel fiir eine n-fache Integration angewendet werden
kann. Dies fiihrt auf das Integral

IO = /7(1/7 (=)' () dr i,

Um eine Vertauschung der beiden Integrale durchfiihren zu kénnen, werden vor-
her die Integrationsgrenzen verdndert. Die neue innere Integration soll iiber die
Variable t,, von 7 bis ¢ erfolgen. Dagegen wird die &ufiere Integration iiber die Va-
riable 7 von a bis t durchgefiihrt. Diese Umwandlung ermoglicht es, das gesuchte
Integral wie folgt umzuformen:

t"L
n—l /t"—a/ “f(r)dr dt,

(n_l)./mf(r)/tl#(tn — Lt dr.

m
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Das innere Integral mit der Integrationsvariablen ¢,, kann gelost werden, was auf
die Gleichung

1t

n!

(t—71)"f(r)dr

T=a
fithrt, die mit der Cauchy-Formel (3.11) identisch ist, wenn eine (n+1)-fache In-
tegration ausgefiihrt wird. Damit ist der Beweis abgeschlossen und die Giiltigkeit
des Satzes 3.1 wurde fiir alle n bewiesen. m|

Beweis von Satz 3.2
In diesem Beweis wird die Laplace-Transformierte

LTI} = /t:If‘{f(t)}e“dt (1)

berechnet. Darum wird als néchster Schritt die Definition der fraktionalen Inte-
gration aus Gleichung (3.13) in die obige Gleichung (C.1) eingesetzt:

LITA{F(D)}) = /:; ﬁ/zo(t—f)a—lf(f) dre*tdt. (C.2)

=Ip{r®)}

Diese Gleichung (C.2) kann durch das Doppelintegral

TN = s | f [ = e tarar

iibersichtlicher geschrieben werden. Um die Integrationsreihenfolge zu vertau-
schen - was durchfiihrbar ist, wenn alle Integrale existieren -, miissen die Grenzen
der beiden Integrationsvariablen ¢ und 7 veréndert werden. Da nach einer Ver-
tauschung zuerst iiber die Variable ¢ integriert wird, lauft diese innere Integration
von t = 7 bis t = co. Die duftere Integration soll mit der Integrationsvariablen 7
von 7 = 0 bis 7 = oo erfolgen. So entsteht das neue Doppelintegral

LEHION = 5oy /°_° /:O(t—r)a_le_“dt fdr. (C3)

:Il (T)

Das innere, mit I (7) bezeichnete, Integral kann nach der Variablensubstitution

v=t—T
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auf die Darstellung

Li(r)=e""T / v e dv (C4)
v=0

| —

a-1y _ (@)

= L{v* 1} = s
gebracht werden, was durch die Verwendung der Laplace-Transformation auf das

Zwischenergebnis
o 1

LB = (C.5)

—STd

e /T B f(m)e™*Tdr
—_— —
= L{f(7)} = F(s)

fiihrt. Die gesuchte Laplace-Transformierte kann jetzt als

F(s)

Sa

LD} =

angegeben werden. O






Anhang D

Herleitungen

D.1 Berechnung der Stammfunktion von (7'

Im Kapitel 4 wird die Stammfunktion T'(7T") von

R sin ((1 — a)m)
27 cosh (a(T —Tp)) — cos (1 — a)m)’

Yoo (T) (D.1)
zur Berechnung der direkten Approximation benétigt. Mit Hilfe der Stammfunktion
kann der Informationsverlust bei der Begrenzung der Relaxationsdichte bewertet
werden. AuRerdem konnen die Parameter r,, des Approximationsmodells mit der
Stammfunktion berechnet werden.

Zur Vereinfachung der Schreibweise dienen die folgenden Abkiirzungen:

A = %sin((lfa)ﬂ),
B = cos((1—-a)m).

Somit vereinfacht sich die Funktion (D.1) zu

A
cosh (a(T — Ty)) — B’

Joc(T) =

Da

% (e* 4+ e~ ") = cosh(x)

gilt, kann mit der Substitution s = e*(T=70) das zu lésende unbestimmte Integral
folgendermafen vereinfacht werden:

/ A (D.2)

a2 o
58 Bas+2
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Zur Losung eines unbestimmten Integrals der Form (D.2) findet man in Tabellen
[BSMM95] die entsprechende Stammfunktion

2s — 2B
2A arctanh ( 5 )

2v B2 —1
avB?2 -1

Eine Riicksubstitution und das Einsetzen der Konstanten A und B ergibt schliefslich
die gesuchte Stammfunktion

Rsin (w(a — 1)) arctan (Coswa 1) - ewm)

V/1—cos?(m(a — 1))

HI) = ray/1 — cos?(m(a — 1)) (D-3)
D.2 Lo6sung der Integralgleichung (4.16)
Die fiir die direkte Approximation bendtigte Integralgleichung
2(Q) = 1 /Oo A(T)sech(Q+ T) dT (D.4)
2 T=—o0

soll nach der Relaxationsdichte 7(T') gelost werden. Hierzu wird die Methode der
Fourier-Transformation verwendet, denn Gleichung (D.4) kann auf Grund der Achsen-
Symmetrie des Sekans-Hyperbolikus zu einem Faltungsintegral

1

A=) =—3 /oo 3(T) sech(Q — T) dT (D.5)

T=—o00

umgeformt werden. Die Faltung kann im Frequenzbereich durch eine Multiplikati-
on der Fourier-Transformierten von 4(€2) und sech(£2) durchgefiihrt werden. Hierzu
miissen die Fourier-Transformationen

29(9) = / h 2(Q)e 140,

Q=—o00

@) = [ @,

Q=—c0
und -
Sy(¥9) = msech (gﬁ) - / sech(Q)e 77240

Q=—00
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berechnet werden. Im Frequenzbereich - mit der Variablen ¢ - lautet die Integral-
gleichung (D.5) auf Grund der Faltungseigenschaft

20(=9) = ~330(9) Sa(9).

Jetzt kann nach der Fourier-Transformierten 4, (¢) der gesuchten Relaxationsdichte
A(T) aufgelost werden:

5 2 1 2 T
%9(79) = —;zﬁ(—ﬁ)m = _;Zﬂ(_ﬂ) cosh (519)
v _1 ™9 )
:cosh(%ﬂ) —2(92 te 2 )
1 x x
= —;Zﬁ(_ﬂ) (ez? +e2Y) (D.6)

Als néchster Schritt muss nur noch die Riicktransformation von (D.6) in den Zeit-
bereich - mit den logarithmischen Variablen 2 und T - durchgefiihrt werden. Dabei
tritt ein Problem im Umgang mit der Fourier-Transformation auf: Das fiir die Riick-
transformation des Kosinus-Hyperbolikus notwendige Integral

1 [ x .
— (e 19+e*5’9) 77 g9
2 Y=00

z
ist nicht konvergent. Eine Riicktransformation ist dennoch méglich, wenn die Dis-
tributionentheorie aus der Mathematik verwendet wird [SS67, Doe58]. Mit dieser
Theorie, auf die nicht weiter eingegangen werden soll, kann die inverse Fourier-

79

Transformation der Frequenzbereichsfunktionen ez? und e~ 2V angegeben werden,

obwohl die dafiir notwendigen Integrale nicht im klassischen Sinne existieren. Fiir
die beiden Exponentialfunktionen im Frequenzbereich gelten daher die Korrespon-
denzen
§(0 . o—e o—aV
Q2+ ja) o= e
und
§(0 — 4 o—e o0V
(2 ja) o e,

die als Faltung

(T = —lz(—T);kr (5 (T—jg) +5(T+ﬂ)) (D.7)



184 Herleitungen

im Zeitbereich zur Berechnung von 4(T") verwendet werden. Fiir die Faltung mit der
Dirac-Distribution ¢ gilt die Ausblendeigenschaft

f(t);é(t—to):f(t—to) to € C
auch fiir komplexwertige to [SS67]. Daher kann jetzt die reellwertige Losung der
Integralgleichung (D.4) als

3) = =~ [ @145 + @l rys]

s

in Abhéngigkeit des Imaginérteils z(2) der Impedanz angegeben werden.

D.3 Berechnung des Varianz-Schatzwerts }ABZI/_Z;_ mit
der Unscented Transformation

Zur Bestimmung der Gewichtungsfaktoren (359 und (s fiir die Approximation der
Kovarianzmatrix P,,,, wird im folgenden Abschnitt der Varianz-Schitzwert

2n
Rerzr = B20Cl 0G0+ B2 D Galin (D8)
k=1

bestimmt. Dabei ist z; der durch die nichtlinearen Funktion (5.41) gegebene i-te
Komponente des Zustandsvektors 2’ = f(z), dessen Eingangsvektor durch

éz[?«’l 22 "t Zn—1 Zn ]T

gegeben ist. Es wird zudem angenommen, dass die Funktion f(z) als mehrdimensio-
nale Taylor-Reihe entwickelt werden kann. Die jeweiligen 2n+1 Sigma-Punkte ¢ 0 bis
¢,,, werden wieder entsprechend des Schemas (5.52) gewéhlt, damit die Gleichun-
gen (5.54) bis (5.57) zur Vereinfachung der Gleichung fiir RZ% verwendet werden
konnen.

Das Produkt zweier Komponenten, des durch die Funktion f(¢) abgebildeten Sigma-
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Punkts ¢, kann durch die Taylorreihenentwicklung

n n n
Cocly = <+ S ot 33 s s

ki=1 k1=1ko=1

n n n
+ Z Z Z @i oy kg Cler kGl ke Cheg

k1=1ko=1ks=1

n n n n
+ Z Z Z Z Qi k1 kokska k1 kCho kb Chs kCha ke + - ) .

k1=1ko=1k3=1ky=1

<aj0+ Z a] m1Cm1,k+ Z Z a’j m1m2Cm1,ka2,

ml_ m1—1m2 1

n

+ Z Z Z a/j,ml’HLQmBle,kag,ka?”k

1= mg:l mg:l

Z Z Z Z a]m1m2m3m4le,kaz,kag,k§m4,k+ >

: mo= 1m3 1’!714 1

angegeben werden. Bei der Kovarianz-Schétzung der Unscented Transformation wird
iber die Sigma-Punkte k = 1,--- ,2n aufsummiert, was auf den Ausdruck in Glei-
chung (D.12) fiihrt.

Mit den in den Unterklammern angegebenen Vereinfachungen kann Gleichung (D.12)
wie folgt geschrieben werden:

2n
i
Ci,k j.k
k=1

n

2nazoajo+alo§ aj ep2n’o’ +alo§ a; prkk2no’
k=1 k=1

n n

2 2 4 4

+ E Qi k@ k20" 0" + E Qi k05 kkE2N O
k=1 k=1

n n
2 2 4 4
+aj,OZai,kk277 o”+ Zai’kka‘j’k}czn o
k=1 k=1

n n
+ Z ai,kkkaj,k2774(f4 + ajo0 Z ai7kkkk2n4a4, (D,g)
k=1 k=1

Eine Umsortierung sowie ein Ausklammern der Terme n?c2 und n*c? ergibt schliek-
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lich den Ausdruck:

2n n

/ /
E GuiCik = 2na;oajo+ ai,OE aj,kk
k=1

k=1

n n
2 2
+ E ai a4k + ajo E ai,kk) 2n°o
=1 k=1

n n n

+ (ai,o E Qj kkkk + E Qi kQj kkk + E Q4 kk O kk

k=1 k=1 k=1

n n
+ Z Qi kkk@j.k + @j0 Z ai,kkkk) 277404 +ee (D.10)
k=1 k=1

Der approximierte Schiatzwert ]A%zgzj_ flir R 2 kann jetzt durch die Hinzunahme des
zentralen Sigma-Punkts go = 0, dessen Abbildung auf g = f(0) = a;0a;, fiihrt, wie
folgt angegeben werden:

Rz = [Paaioajo+ fa

n
2na; pajo + (aw E aj kk

k=1
n n
s . ) g2
+ A kG k + ;.0 Qi kk no
k=1 k=1
n n n
+ | aio E Qj kkkk + E Qi kO, kkk + 5 Q4 kk G kk
k=1 k=1 k=1

n n
4 4
+ E Qi kkk 5k + G0 E ai,kkkk) ot + -
=1 =1

. (D.11)

Werden die Terme in (D.11) nach den Potenzen von ¢ sortiert, erhélt man schlieflich
als gesuchtes Ergebnis

n
Ry = (B20ai,0a5,0 + B22na; 0a5,0) + (ai,o E aj ik
k=1
n n
2 2
+ E Qi k5 % + G0 E ai ki | B22n70
k=1 k=1
n n n
+ | a0 E aj kkkk + E Qi kGj kkk + E Qi kkQj kk
k=1 k=1 k=1

n n
4 4
+ E @ kkk Ok + 05,0 g aukkkk) Bo2n 0™ + -+,
=1 k=1
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das fiir die Bestimmung der Gewichtungskoeffizienten (o9 und B2 im Abschnitt
5.3.4.2 verwendet wird.

2n n n
/ / 2 2

E Gurlik = 2naipajo+aio E E Ajmams 210 Oy msy

k=1 mi1=1ma=1

_Nn
*Z he10j,kk2N0%02

+a10 aj, m1m2m3m4277 o 6m1,m2,m3,m4

mi=1mao=1m3z=1my=1

= ko1 ajkkkk2nto?

+Z Z ik, @, m1277 g §k1,m1

klfl mip=1

=2 }3:1 aikajK2n’o?

E E E E 4
+ Qi kA, n11m2md277 g 5k1,m1 ma,ms

k1=1mi1=1mg=1m3z=1

=2 %o1 Gi,kaj,kkk2nt 0t

n n
2 2
+ajo E E Qi kyky 210 Oky ke

ki1=1ko=1

=Z)’$=1 ai,kp2n?0?

+ E § E § Qi ki ko O, mlmz27’ g (;kl,kz,ml,mg

=1ko=1m1=1mo=1

=31 Gikk@jeE2n 0t

+Z Z Z Z Q4 ker koks @, m1277 o 6k1 ko,ks,m1

k1=1ko=1kz=1m;=1

=2 h_1 @i kkkaj k2010t

0500 DD D Gikakakska 20 040k s ks ks (D.12)

k1=1ko=1ks=1ky=1

=3 k=1 @i kkkk2n 0t
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