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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Modellbildung und Aufgabenstellung

Die Vielfalt von verschiedenen in der Praxis auftretenden Pack- und Zuschnittproble-
men soll zuerst an ausgewihlten Beispielen dargestellt werden:

e Wieviele identische zylindrische Dosen konnen auf eine gegebene rechteckige
Palette gepackt werden?

e Wie sind zehn gleiche Kreise iiberlappungsfrei in ein moglichst kleines Quadrat
zu plazieren?

e Wie konnen unter Einhaltung bestimmter Mindestabstdnde moglichst viele vor-
gegebene, nichtkonvexe Gegenstédnde aus Ton zum Brennen auf eine vorgegebene
Platte gepackt werden?

e Um Schrénke herzustellen, sind fiir die Seiten, die Tiiren, den Boden usw. Holz-
bretter unter Beachtung der Faserrichtung aus grofleren Platten zuzuschneiden.
Mit der Sageanlage konnen nur durchgéngige Schnitte, sogenannte Guillotine-
Schnitte, realisiert werden. Wie kann maximale Materialausnutzung erreicht
werden? Hierbei sind mitunter Muster, Fehlerstellen und &hnliche zusétzliche
Bedingungen zu beriicksichtigen.

e Wie grofl miissen die zu zerschneidenden Platten sein, damit der Verschnitt
moglichst gering wird? Die Abmessungen der Platten konnen nur innerhalb
bestimmter Intervalle variiert werden. Es ist auch damit zu rechnen, dafl der
Plattenpreis progressiv mit der Grofle steigt.

e Beim Zuschneiden eines Groflauftrages sollen erst alle Teile einer Sorte geschnit-
ten worden sein, bevor sie abtransportiert werden. Fiir die notwendige Zwischen-
lagerung neben der Schnittanlage gibt es nur Platz fiir ¢ € IN \ {0} Teilesor-
ten. Gesucht werden Schnittpldne und Reihenfolgen mit minimalem Material-
verbrauch, die diese Einschriankung beriicksichtigen. Ein Zugang fiir derartige
Probleme ist in [13] angegeben.



e Puzzles als Testbeispiele: Man packe alle vorgegebenen Teile in einen vorgege-
benen Container, so dafi dieser vollstdndig ausgefiillt ist. Beispiel: Fiinf Ein-
heitswiirfel und je sechs beliebig drehbare Quader der Abmessungen 1 x 2 x 4
und 2 X 2 x 3 sind in einen Wiirfel der Kantenlénge 5 zu packen.

e Bestimmung der optimalen Anzahl vorgegebener Container, um alle Teile ein-
packen zu konnen. Nicht immer ist genau bekannt, wieviele Teile welcher Grofie
zu packen sind. Dazu gehoren das fiinfte und sechste Beispiel aus Abschnitt 1.2.

e Parkettierungsprobleme, Mosaiken und unregelméflige Fléachenaufteilungen: Mit
vorgegebenen Figuren ist die komplette Ebene auszulegen. Eine derartige Auf-
gabe ist diese [22]:

,Eine Ebene E sei durch vertikale und horizontale Ge-
raden in Quadrate der Seitenldnge 1 cm zerlegt. Diese
Ebene soll mit Rechtecken der Seitenldngen 1 cm, 2 cm
so ausgefiillt werden, dafl folgende Bedingungen erfiillt
sind: Kein Punkt der Ebene soll frei bleiben, aber die
Rechtecke diirfen sich auch nicht gegenseitig iiberlap-
pen. Jede der obengenannten vertikalen und horizonta-
len ... Geraden zerlegt nur endlich viele der Rechtecke in
kleinere Flachenstiicke. Man untersuche, ob es moglich
ist, diese Bedingungen zu erfiillen.“ [ ]

Sehr schone Parkettierungen wurden auch von M. C. ESCHER (1898-1972)
angegeben. Umfangreiche weiterfithrende Informationen bietet [11].

o Es gilt 12 4+ 22 + ... + 242 = 70%. Wie kénnen Quadrate mit Seitenléingen
1,2,...,24 so in ein Quadrat () der Seitenldnge 70 gelegt werden, dafl jedes
Teil hochstens einmal verwendet wurde, kein Teil ein anderes iiberlappt oder
aus () herausragt, die Seiten der kleinen Quadrate parallel zu denen von ) sind
und die groftmogliche Fliche von @ bedeckt wird [39]7

Eine Einfiihrung in die Pack- und Zuschnittprobleme sowie typische Losungsmetho-
den sind in [39] gegeben. Viele weiterfithrende Literaturquellen sind in [7] zu finden.
Allen obengenannten Problemstellungen ist gemeinsam, daf} eine vorgegebene Grund-
menge nach bestimmten Regeln in gewisse Teilmengen zerlegt werden soll, so daf3
eine vorgegebene Zielfunktion ein Maximum oder Minimum annimmt. Das gilt auch
fiir das (mehrdimensionale) Vektorpackproblem, das aus Planungsaufgaben entstehen
kann.

Im folgenden werden Modelle aufgestellt und miteinander verglichen, danach die ei-
gentliche Aufgabe formuliert. In der gesamten Arbeit bezeichnet IV jeweils die natiirli-
chen Zahlen einschliefilich 0. Seien d,m € IN \ {0}. Sei

D:={1,2,....dy, I:={1,2,....m}. (1.1)



Das d-dimensionale Vektorpackproblem (d-VPP) ist dies: Ge-
geben sind identische d-dimensionale quaderférmige Contai-
ner vom Format wy X wy X . .. X wy, in welche m quaderférmige (73]
(nicht drehbare) Teile der Abmessungen £;; X lio X ... X ;g D2
mit den Bedarfszahlen b; € IV so hineingepackt werden sollen, s
daB fiir jede Richtung » € D die Summe der Léngen ¢;. der
gepackten Teile w, nicht iiberschreitet. Fiir d = 2 sieht eine D1
graphische Veranschaulichung wie nebenstehend aus.

Der von einer Packvariante jeweils nicht genutzte Teil des Containers kann nicht mit
Resten der anderen Container kombiniert werden; er verfillt wertlos (,, Verschnitt“).
Mit den so erlaubten Packvarianten kénnen verschiedene Optimierungsaufgaben auf-
gestellt werden:

1. Jedes Teil ¢ € I soll unter Benutzung mdoglichst weniger Container genau b;-mal
gepackt werden.

2. Jedes Teil 7 € I soll unter Benutzung moglichst weniger Container mindestens
b;-mal gepackt werden.

3. Jedes Teil i € I soll mindestens b;-mal gepackt werden, wobei Uberproduktion
Abfall ist und der iiber alle Richtungen r € D und alle benutzten Container
summierte Verschnitt insgesamt minimal sein soll.

Die Containergrofe ist im Vektor w € IR?, w > o gegeben (d. h. w, > 0Vr € D); die
Grofen der Teile werden in der Matrix L € IR™ 4 L > O (also ¢;, > 0Vi € I,r € D)
und die Bedarfszahlen in b € IN™ zusammengefafit. Fiir alle ¢ € I und alle r € D
wird £;, < w, gefordert. Da das Packen nur eines Teils in je einen Container eine
zuldssige Losung liefert und die untere Schranke 0 fiir den Zielfunktionswert existiert,
ist das gegebene ganzzahlige lineare Optimierungsproblem (fiir alle drei Modelle) stets
losbar.

Eine Packvariante (kurz Variante) ist ein Vektor a € IN™, der angibt, wie oft jedes
Teil gepackt wurde, z. B. wurden in der obenstehenden graphischen Veranschaulichung
zwei Teile je einmal, ein Teil genau zweimal und andere Teile je nullmal gepackt. Die
Reihenfolge, in der die Teile gepackt wurden, ist — im Gegensatz zum gewchnlichen
Packungsproblem — einerlei. Damit die Variante zuldssig wird, mufl

Zai xl <w,VreD bzw. LTa<w (1.2)
i=1
gelten. Sei J die Indexmenge aller zuléssigen Varianten, |J| =: n. Das d-VPP verlangt
nun die Bestimmung, wie oft jede der n Varianten a’ (j € J) zu packen ist. Die drei
obigen Modelle ergeben folgende ganzzahligen linearen Optimierungsprobleme:

z = Y xz; —min! bei Y z;a’ =b, x € N (1.3)
j=1 Jj=1

zp = Y x; —»min! bei » z;a’ >b, x€ N (1.4)
j=1 j=1

zz = > Y xj*x(w,— Y a;*Lly) —minl bei > wx;a’ =b, x € N, (1.5)
reD jeJ i€l jeJ



denn zu oft gepackte Teile zdhlen (im dritten Modell) als Abfall und kénnen wegge-
lassen werden. Die Nebenbedingungen in (1.3) und (1.5) sind die gleichen. Fiir den
Zielfunktionswert ergibt sich

z3:ij>kar—ZZEir*ij*aij:zl*ZwT—Zz&r*bi,

jeJ reD reD iel jeJ reD reD i€l

so daB jede Optimallosung von (1.3) auch eine von (1.5) ist und umgekehrt. Jede Op-
timallosung von (1.3) ist fiir (1.4) zuléssig. Ist eine Optimallosung von (1.4) gegeben,
so konnen ggf. einzelne Teile aus Varianten weggelassen werden, um Uberproduktio-
nen abzubauen. Damit kann immer eine zulédssige Losung von (1.3) mit dem gleichen
Zielfunktionswert erreicht werden. Die Modelle (1.3)—(1.5) sind also gleichwertig, so
da nur (1.3) untersucht werden braucht.

Beispiel: d =1, m =2, w=9,1= (5, 1)7, b = (5,7)T, d. h. aus eindimensionalem
Material der Lange 9 sind zwei Teile (Langen 5 und 1) in den Anzahlen 5 und 7 zuzu-
schneiden. Eine verschnittfreie Optimallosung von (1.4) enthélt fiinfmal die Variante
(1,4)T, so daB das kleine Teil 20-mal statt 7-mal gepackt wird. Eine Optimallosung
von (1.3) ist diese: Einmal die Variante (1,4)7, einmal (1,3)7, dreimal (1,0)7 packen.
Eine andere Optimallssung ist: Viermal (1,1)” und einmal (1, 3)7 packen. <

Fiir d = 1 geht das d-VPP in das eindimensionale Zuschnittproblem (1CSP) iiber.
Dieses enthélt als Spezialfall wiederum das eindimensionale Bin-Pack-Problem, wo
jedes Teil genau einmal gefordert wird. Im Abschnitt 1.5 wird dargelegt, daf§ dies
jedoch keine Beschriankung der Allgemeinheit ergibt.

Sowohl das 1CSP als auch das d-VPP sind NP-schwer, z. B. kann gefragt werden,
ob einige vorgegebene Teile in zwei Containern untergebracht werden kénnen. Um
diese Frage (bei d = 1) zu beantworten, ist ein Rucksackproblem zu losen. Dieses
und auch die Problemstellung, ob eine gegebene Menge ganzer Zahlen in zwei Teil-
mengen G und H mit > i = Y i zerlegbar ist, ist N'P-vollstandig, vgl. [33], S. 724.

i€G icH
Ohne Ganzzahligkeitsforderung an x erhilt man die wesentlich leichter zu lésende
stetige Relaxation

z=>» x; —»min! bei » z;a’=b, x€ R, (1.6)
=1

J=1

vgl. Abschnitt 1.6. Die optimalen Zielfunktionswerte von (1.3) und (1.6) werden in
der gesamten Arbeit mit zp bzw. z¢o bezeichnet. Welche Auswirkungen hat die Er-
setzung der Nebenbedingung x € IN" durch x € IR}? Gegenstand der vorliegenden
Arbeit ist die (teilweise) Klarung dieser Frage. Die dafiir notwendigen Grundlagen
einschlieflich effizienter Verfahren zur exakten Losung von (1.3) fiir nicht zu grofie
m werden im ersten Kapitel bereitgestellt, aber auch vorhandene Fallstricke gezeigt.
Einfache Abschétzungen der Differenz A := zp — z¢ enthélt das zweite Kapitel fiir das
1CSP. Ein wichtiger Spezialfall des 1CSPs wird in Kapitel 3 ausfiihrlich untersucht
und eine Folgerung fiir das allgemeine 1CSP zur Abschitzung von A abgeleitet. In
Kapitel 4 werden systematisch Beispiele des 1CSPs mit besonders grofier Differenz A
aufgebaut, aber auch Ansétze angedeutet, die zwar nicht zum Erfolg fiihrten, den-
noch Ideen fiir weitere Uberlegungen liefern. Im fiinften Kapitel werden wesentliche

6



Unterschiede und Gemeinsamkeiten des d-VPPs mit dem 1CSP angegeben. Fiir wei-
tere Forschungen bleibt geniigend Raum — einige der ungeklérten Fragen bilden den
Abschlu$.

Wird ein konkreter Vertreter der Problemklasse d-VPP betrachtet, dann ist von ei-
ner Instanz die Rede, wihrend mit ,,Problem® immer die Problemklasse gemeint ist.
Ebenso wie in der Programmiersprache C++ zwischen Klassen und den Instanzen
einer Klasse streng unterschieden wird, soll es auch hier mit den Begriffen ,,Problem*
und ,Instanz® sein. Die Parameter m, w, L und b werden fiir konkrete Instanzen
immer als Quadrupel (m;w;L;b) angegeben.

Beispiel: Sei d = 1. Dann bedeutet E = (4;18;(10,9,6,4)7;(1,1,2,1)T), dal genau
vier verschiedene (eindimensionale) Teile, ndmlich mit den Léngen 10, 9, 6 und 4, in
moglichst wenig Container der Linge 18 gepackt werden sollen, wobei das Teil der
Léange 6 zweimal, die {ibrigen Teile je einmal unterzubringen sind. Gleichbedeutend da-
mit wére die Forderung, diese Teile aus moglichst wenig Ausgangsmaterial der Linge
18 zu schneiden, wobei Restlangen nicht miteinander verbunden werden konnen; sie

sind Abfall.

w =18

0, =10, b, =1 (5 =06, by =2

62:9,b2:1 £4:4,b4:1

Eine Optimallosung der Relaxation (1.6) mit Zielfunktionswert zo = 2 fiir diese In-
stanz ist folgende: xy = x9 = x5 = x4 = 1/2, z; = 0 fiir j > 4 mit den Varianten
al = (1,0,1,0)7, a2 = (1,0,0,2)7, a® = (0,2,0,0)T, a* = (0,0,3,0)T. Nur die erste
Variante nutzt den Container nicht vollstdndig aus.

1 3 71 = 0,5
1 4 4 25 =05

2 2 25 = 0,5

3 3 3 24 =05

Fiir dieses Beispiel gilt jedoch zp = 3, d. h. es werden drei Container benétigt, und
nicht zwei, wie es geméfl zo moglich sein konnte. N

Falls beim Zuschneiden eine bestimmte Schnittbreite s > 0, z. B. wegen eines Trenn-
schleifers, zu beriicksichtigen ist, kann das 1CSP (und auch das d-VPP) auf den zuvor
geschilderten Fall ohne Schnittbreite zuriickgefithrt werden, ndmlich mit w, := w, + s
und ¢4, ;= ¥¢;, +sfiraller € Dund ¢ € I.



Eine zuldssige Variante a heifit maximal, wenn kein weiteres Teil in den Container
gepackt werden kann, also die Menge {c € IN™ : L’(a+ c) < w} nur aus dem
Nullvektor besteht, vgl. die Zuldssigkeitsbedingung (1.2). Bei d = 1 heifit das, dafl
das kleinste Teil grofer ist als w — 17a. Die Annahme, bei der Losung der stetigen
Relaxation (1.6) brauchte man nur maximale Varianten betrachten, erweist sich als
falsch.

Beispiel: d =1, E = (2;5; (3,1)T; (1,1)7) besitzt nur a! = (1,2)” und a? = (0,5)7 als
maximale Varianten. Damit ist der zuléssige Bereich von (1.6) leer, denn um Teil 1
nur mit maximalen Varianten zu packen, ist (verbotene) Uberproduktion des zweiten
Teils unvermeidbar. Ebenso wéren (1.3) und (1.5) unlosbar. 4

Eine zuléssige Variante a heifit eigentlich, wenn a < b gilt. Da Uberproduktion in
(1.3) verboten ist, reichen zur Losung der ganzzahligen Aufgabe eigentliche Varianten
aus. Werden in der stetigen Relaxation (1.6) nur eigentliche Varianten erlaubt, dann
ist das eine Einschrinkung, und fiir den optimalen Zielfunktionswert zg von
z=) z; — min! bei ijaj =b, xeR}; z;,=0, fallsa’ £ b (1.7)
j=1

j=1
gilt 2o < zp < zp. Darauf wird im Abschnitt 1.5 nochmals eingegangen.

Eine zuldssige Variante a heifit elementar, wenn sie in der Form a = a;e’ mit a; €
IV \ {0} darstellbar ist, wobei €’ den i-ten Basis-Einheitsvektor des IR™ bezeichnet.
Mit elementaren Varianten wird also genau ein Teiletyp gepackt.

Eine zuléssige Variante a heifit p-Teile- Variante, wenn ) a; = p gilt, d. h. mit der
i€l

Variante a werden genau p (nicht notwendig paarweise voneinander verschiedene)
Teile gepackt.

1.2 Beispiele aus der Praxis

Beispiel 1: Eine Firma fiir Gas-, Wasser-, Abwasser- und Heizungsinstallation soll
in einem Haus eine neue Fernheizung einbauen. Dafiir sind teure Kupferrohre nach
DIN (Deutsche Industrienorm) zu verwenden. Zerschnittene Reste konnen zwar elek-
trisch gelotet werden, jedoch kostet das anderes Material (Lotpaste, Lotzinn, Verbin-
dungsstiicke, Kohlestifte am Schweifl-Transformator wegen des starken Abbrandes)
und viel Zeit, denn die Lotstellen miissen zuletzt auch auf Dichtigkeit gepriift wer-
den. Da Arbeitszeit besonders teuer ist, sollen folglich moglichst wenig Lotstellen
angebracht werden. Verbliebene Materialreste kann der Meister nur zum Schrottpreis
verkaufen, der deutlich unter dem Einkaufspreis fiir die Rohre liegt. Das Unternehmen
mufB also versuchen, moglichst wenig Verschnitt zu produzieren, wobei Uberproduk-
tion Abfall wiare. Damit liegt ein gewhnliches 1CSP vor. <

Das zweite und dritte Beispiel mogen etwas altmodisch aussehen, jedoch dndert sich
am Sachverhalt nicht viel, wenn Musik auf CDs oder Filme auf Videobédndern oder
DVDs aufgenommen werden.

Beispiel 2: Jemand hat viele GIF-Bilder (GIF: graphic interchange format) auf der
Festplatte seines Rechners und méochte diese schon stark komprimierten Bilder auf
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moglichst wenig Disketten sichern. Eine weitere Komprimierung lohnt sich nicht, und
die Bilder sollen auch nicht geteilt werden. Die Disketten wurden auf 720 KByte Brut-
tokapazitat formatiert. Die Grofle jeder Zuordnungseinheit (Cluster) betriigt 1 KByte
(=1024 Byte). Fiir das Hauptverzeichnis sind nur 16 Eintrige vorgesehen, damit fiir
Startsektor, zwei Dateizuordnungstabellen & 3 Sektoren und Hauptverzeichnis insge-
samt nur 8 Sektoren zu je 512 Byte bendttigt werden und 716 KByte Nettokapazitit
fiir die Bilder verbleiben. Da jede angefangene Zuordnungseinheit als (voll) belegt gilt,
ist die Grofe jedes Bildes auf volle KByte aufzurunden. Angenommen, jedes Bild hat
eine Grofle im Bereich 150-220 KByte. Dann liegt ein 1CSP vor, in dem jedes Teil
3-4mal in den Container pafit. <

Beispiel 3: Ein Liebhaber alter Hardware hat seine 5,25”-DD-Disketten (DD: double
density, doppelte Schreibdichte) auf 820 KByte Bruttokapazitéit (2 Seiten mit je 82
Spuren zu je 10 Sektoren & 512 Byte) formatiert und als ClustergroBe 1 KByte und
fiir das Hauptverzeichnis maximal 16 Eintréige festgelegt, so dafi 816 KByte netto zur
Verfiigung stehen. Auf moglichst wenigen dieser Disketten sollen viele kleine Dateien
abgespeichert werden, und zwar unkomprimiert und ungeteilt. Anders als im zweiten
Beispiel mufl ein Unterverzeichnis angelegt werden, welches ebenfalls Platz belegt,
namlich fiir je 32 Eintrdge 1 KByte. Zwei Eintrége, ndmlich fiir das aktuelle und fiir das
iibergeordnete Verzeichnis, sind standardméfig schon enthalten. Im Hauptverzeichnis
sind noch 15 Eintrége frei. Um die Verteilung der Dateien auf die Disketten zu planen,
ist das Anwachsen der Unterverzeichnis-Datei zu beriicksichtigen. Sei ¢; die Groe der
i-ten Datei in Byte. Anstelle mit ¢; ist folglich mit 1024 * [¢;/1024] + 32 zu rechnen,
wobei die Netto-Diskettenkapazitéit (in Byte) mit

e 815 % 1024 4 30 % 32 anzusetzen ist, wenn keine weiteren Dateien ins Hauptver-
zeichnis sollen;

e 815%1024+45%32 gesetzt werden darf, wenn in jedem Fall 15 weitere Dateien im
Hauptverzeichnis abgelegt werden. Sollten auf einer Diskette weniger als 15 Da-
teien sein, dann ist der Ansatz auch in Ordnung, wenn auf das Unterverzeichnis
verzichtet wird. <

Beispiel 4: Im Rechenzentrum eines Instituts ist regelméflig der Inhalt der Festplatten
aller angeschlossenen Rechner automatisch auf Magnetbénder zu sichern. Leider kann
nicht vollig ausgeschlossen werden, dafl Viren, Wiirmer, trojanische Pferde, logische
Bomben oder andere schadenstiftende Programme die Daten oder Software mani-
pulieren und erst spét entdeckt werden. Deshalb diirfen fiir jeden Sicherungsgang die
zuletzt benutzten Bénder nicht sogleich wieder verwendet werden, sondern nur in sehr
langen Intervallen. Die Festplatten sind im allgemeinen unterschiedlich stark gefiillt.
Niemals soll der Inhalt einer Festplatte auf mehrere Béander verteilt werden. Zuerst
sind hier die abzuspeichernden Datenmengen zu ermitteln, dann kann die Berechnung
einer optimalen Zuordnung zu den Béndern erfolgen. Im Rahmen einer Modernisie-
rung wurden einige neue Bénder mit noch groflerer Kapazitiat gekauft. Der Preis der
neuen und alten Bénder ist unterschiedlich. Die Ermittlung, wie mit minimalem Ko-
stenaufwand die Daten auf die Béander kopiert werden konnen, bedeutet die Losung
eines 1CSPs mit mehreren unterschiedlichen Containern. Eine derartige Erweiterung
des 1CSPs wird im Abschnitt 1.6 besprochen. <
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Beispiel 5: Ein Institut fithrt jeden Freitag eine Komplett-Sicherung seiner Daten in
komprimierter Form auf Magnetbénder einheitlicher Kapazitit durch. Auf der Fest-
platte des fiir die Sicherung vorgesehenen Rechners ist nur Platz fiir jeweils ein Band.
Sobald die Daten geschrieben wurden, wird der Platz fiir die Komprimierung des
néchsten Datenblocks gebraucht. Die Datenblocke diirfen nicht zerteilt werden. Soweit
ist die Planung der Datensicherung noch ein gewohnliches 1CSP. Da aber die Kom-
pressionsrate fiir jeden Datenblock nur nach den Erfahrungen der letzten Sicherung
geschitzt werden kann und ein teilweise bereits bespieltes Band nicht noch einmal
benutzt werden darf, weil die Gefahr besteht, dafi ein Teil der Daten {iberschrieben
wird, handelt es sich um eine Online-Optimierungsaufgabe, bei der die Gréflen der
Teile nicht von vornherein bekannt sind. Ein eventueller Sicherheitszuschlag fiir die
GroBe der komprimierten Datensétze kann zu klein sein, so dafl die gemachte Planung
fehlschlégt. Andererseits soll der Sicherheitszuschlag nicht zu grof§ sein, um nicht zu
viel zu ,,verschenken. N

Beispiel 6: ,Jm Uberseehafen Rostock wird eine Stiickgutsendung erwartet. Uber sie
ist nur bekannt, dafi die beiden folgenden Bedingungen (1), (2) eingehalten sind:

(1) Die Gesamtmasse aller Stiicke der Sendung betriagt 10 t.

(2) Die Masse jedes einzelnen Stiicks ist nicht grofier als 1 t.

Zum Transport stehen Lastkraftwagen (LKW) mit einer Tragféhigkeit von je 3 t zur
Verfiigung. Man untersuche, ob fiir jede Stiickgutsendung, die die Bedingungen (1),
(2) einhélt, eine einmalige Fahrt von

a) 5 LKW, b) 4 LKW, ¢) 3 LKW

zum Abtransport der Sendung ausreicht. Dabei sei angenommen, daf} sich Stiickgiiter
von insgesamt 3 t jeweils auch auf einem LKW unterbringen lassen. <

Wenn die Grofen aller Teile in dieser Aufgabe [22] bekannt wéren, handelte es sich um
eine Instanz des 1CSPs. Derartige Problemstellungen mit unbekannten Parametern
sind nicht Gegenstand dieser Arbeit.

Beispiel 7: In Zeithain bei Riesa wurden nahtlose Stahlrohre hergestellt. Dabei wurde
jeweils ein etwa 1 m langer, orangeglithender Block aus dem Ofen genommen. In den
Block wurde in Langsrichtung mit einem Stempel ein fast durchgéngiges Loch geprefit,
danach wurde der Block gewalzt. Wenn er dunkelrot auf der Ablage zum Abkiihlen
ankam, besaf} er eine Lange von 92 Metern. Das eine Ende war verschlossen, weil der
Stempel nicht vollstdndig durchkam, das andere Ende war in der Regel etwas ein-
gerissen. Um Exportqualitédt zu sichern, mufiten deshalb von beiden Enden je 1,5 m
abgetrennt werden. Da 89 m lange Rohre schlecht transportiert werden kénnen, wur-
den sie in die von Abnehmern benétigten kiirzeren Teile zerschnitten. Angenommen,
die Schnittbreite sei vernachlissigbar, und die Trennvorrichtung kann bis zu s € IV,
s > 2 Schnitte gleichzeitig fithren. Wenn aus Griinden der Zeiteffektivitiat jedes der
92 m langen Stiicke in hochstens ¢ Trenngéngen zerschnitten werden sollte, dann durf-
ten folglich nicht mehr als s x ¢t — 1 Teile in der Nutzlange von 89 m untergebracht
werden. Damit liegt kein 1CSP mehr, sondern ein 2-VPP vor. <

Mehrdimensionale Vektorpackprobleme entstehen auch, wenn mehrere unabhéngige
Kapazitédts-Bedingungen einzuhalten sind, wie geometrische Linge, Gewicht, Zeit.

10



1.3 Gap, IRUP, MIRUP; aus der Geschichte der
MIRUP-Theorie

Zuldssige Losungen von (1.3) erhélt man leicht; eine besonders einfache ist die, daf§
in jeden Container genau ein Teil gepackt wird. Wenn eine zuléssige Losung von (1.3)
mit dem Zielfunktionswert z gegeben ist, interessiert die Frage, ob die Losung optimal,
also z = zp ist. Das ist gewif} der Fall, wenn eine untere Schranke u € IR mit [u] = z
bekannt ist. Eine besonders einfache untere Schranke fiir zp ist die Materialschranke

1 m
I rrneag{w—r * ;bi * Ui (1.8)

speziell zpr = 17b/w im 1CSP.
Aussage 1: Stets gilt z); < z¢ < zp.

Beweis: z¢ < zp ist klar, da der zuldssige Bereich fiir die Minimierungsaufgabe
erweitert wurde. Um z); < 2o zu zeigen, werden alle zuldssigen Varianten in der
Zuschnittmatriz A zusammengefafit. Ist X € IR} eine Optimallosung der Relaxation
(1.6), dann gilt wegen (1.6) zuniichst Ax = b. Multiplikation von links mit L liefert
L™ = LTAx < w % ZJ z; wegen der Zuldssigkeitsbedingung (1.2). Da z¢ der opti-
je
male Zielfunktionswert von (1.6) ist, gilt ZJ T; = zc, also LTb < 2 * w bzw. nach
Je

komponentenweiser Betrachtung z;; < z¢. 0

Leider ist i. allg. zp; als Schranke viel zu ungenau, z. B. bei d = 1, E = (1;99; 50; )
fiir grofie b, denn z; = b % 50/99, aber da jedes Teil nur einmal in den Container
paBlt, ist zc = zp = b, also zp — 2y = bx49/99, was fiir b — oo jede feste Schranke
iibersteigt. Andere, ebenfalls sehr einfache Schranken werden in [4] und [37] fiir das 2-
VPP diskutiert, z. B. Schranken, die sich aus der Unvertréglichkeit von Teilen ergeben,
etwa weil zwei oder drei relativ grofle Teile nicht gemeinsam im Container Platz finden.
Jedoch sind diese Schranken auch nur im Intervall [0, z¢], so dal z¢ als untere Schranke
fiir zp trotz deutlich komplizierterer Berechnung oft wesentlich besser geeignet ist.

Im 1CSP wurden Zehntausende ,,zuféllig” erzeugter Testbeispiele gerechnet, und die
Differenz A = zp — z¢ war immer sehr klein. Das gab zu der Vermutung Anlaf}; dafl
im 1CSP stets A < 1 sein miisse.

Gegeben sei ein beliebiges Minimierungsproblem P der ganzzahligen linearen Opti-
mierung. Dieses kann immer in der Form

c’x — min! bei Ax=b, x> o, x ganzzahlig (1.9)

dargestellt werden. Es wird vorausgesetzt, dal A, b, ¢ immer ganzzahlig sind. Mit
konkreten Daten A, b, c ist eine Instanz E von P festgelegt. Diese ergebe den op-
timalen Zielfunktionswert zp(E), und z¢(E) sei der optimale Zielfunktionswert zur
zugehorigen stetigen Relaxation, also der Aufgabe (1.9) ohne Ganzzahligkeitsbedin-
gungen fiir x. Die Differenz A(E) = zp(E) — z¢(F) wird als Gap ({engl.) Rif}, Spalte,
Loch, Schlucht, Aussparung, Liicke — hier also Liicke) bezeichnet. F hat stets ganz-
zahlige zp(F), sofern zp(F) existiert, und P besitzt die

11



e Ganzzahl-Eigenschaft (integer property, IP), falls zp(F) = z¢(E)

e Ganzzahl-Aufrundungseigenschaft (integer round-up property, IRUP), falls
z2p(E) = [zc(E)] bzw. A(F) < 1

e modifizierte Ganzzahl-Aufrundungseigenschaft (modified integer round-up pro-
perty, MIRUP), falls zp(F) < [zc(E)] + 1 bzw. A(E) < 2
fiir alle £ € P gilt. Die Eigenschaft IRUP wurde von BAUM und TROTTER [1] ein-
gefithrt. Die Verallgemeinerung MIRUP wurde in [29] definiert.

Trotz der Existenz von z¢(E) und zp(F) fir alle Instanzen E einer Problemklasse
P kann A(E) groer sein als jede fest vorgegebene Zahl, d. h. Vo € IR gibt es eine
Instanz E € P mit A(E) > 0. Das allgemeine ganzzahlige lineare Optimierungspro-
blem (1.9) kann einen leeren zuldssigen Bereich haben, wihrend die zugehorige stetige
Relaxation 16sbar ist. Bei nicht ganzzahligen Daten kénnte (1.9) eine Optimallosung
besitzen, wiahrend z in der stetigen Relaxation nach unten unbeschréankt ist, was auch
Unlosbarkeit bedeutet.

Beispiel: —xo — min! bei mxy —x9 = 0, x1, x5 € IN hat wegen der Irrationalitidt von m
nur die Losung x; = x5 = 0. In der stetigen Relaxation dagegen kann x; > 0 beliebig
grofl werden und damit auch zo = 7. N

Das Transportproblem hat IP, denn wenn man die ihm zugeordnete stetige Relaxati-
on mit der Simplexmethode 16sen wollte, wére der Betrag der Pivotelemente immer
1, so dafl wegen der vorausgesetzten Ganzzahligkeit aller Ausgangsdaten stets ganz-
zahlige Ergebnisse entstehen. Die Simplexmethode fiihrte folglich, ohne daf es in den
Nebenbedingungen der Relaxation gefordert worden wére, auf eine ganzzahlige Opti-
mallésung. Das Zuordnungsproblem kann als spezielles Transportproblem formuliert
werden, also hat es auch IP.

Allgemein gilt gemé8 [18]: Das Problem (1.9) hat (mit ganzzahligen A, b, c) genau
dann TP, wenn die Koeffizientenmatrix A total (bzw. vollstindig) unimodular ist, d. h.
jede Unterdeterminante von A nimmt einen der Werte +1, 0, —1 an.

Im 1CSP gilt das offensichtlich nicht, da die Zuschnittmatrix A keine Eintrige grofer
als 1 haben diirfte. Somit ist ein Gap nahe 1 sehr leicht zu konstruieren, ndmlich mit
E = (1;w;1;1) und w — oo. Fiir w € IN \ {0} wére ndmlich zp = 1 und z¢ = 1/w,
also A — 1.

1985 fand Frau MARCOTTE [15], dal das Gap im 1CSP nicht immer unter 1 blei-
ben muf. 1986 konnte sie ein Beispiel mit A = 1 angeben [16]. Da in ihrer Instanz
(natiirliche) Zahlen zwischen 10° und 107 verwendet wurden, hief3 es, so etwas kéime
praktisch nicht vor [6]. 1990 fand FIELDHOUSE [8] die wesentlich iiberschaubarere In-
stanz Ep = (3;30;(15,10,6)T; (1,2,4)T) mit zc = 59/30 und zp = 3. So eine Instanz
kann in der Praxis tatséchlich vorkommen, doch die bis dahin angegebenen Beispiele
seien singuldre Einzelfille, wurde noch immer diskutiert. 1994 konnte N1CA [19] ein
allgemeines Gegenbeispiel zur IRUP-Hypothese angeben. Mit der Angabe von Fami-
lien mit unendlich vielen paarweise nichtdquivalenten Nicht-IRUP-Instanzen [26] fiel
die IRUP-Hypothese endgiiltig.

In allen bisher angegebenen Instanzen des 1CSPs war A deutlich kleiner als 2, und
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Instanzen mit A > 1,2 zu finden, ist aulerordentlich schwierig. So entstand die Hy-
pothese, das 1CSP besitze zwar nicht IRUP, aber MIRUP [29]. Bisher konnte sie nur
fiir bestimmte Teilklassen des 1CSPs bewiesen werden [14, 21, 27, 28].

1.4 Agquivalente Instanzen im Vektorpackproblem

Zwei Instanzen E = (m;w;L;b) und E = (m; w; L; b) des d-VPPs heifien dquivalent,
wenn ihre zugehorigen Zuschnittmatrizen sich durch Spaltenpermutation ineinander
iiberfithren lassen. Das setzt voraus, dafl die Anzahlen n bzw. n der zuléssigen Vari-
anten iibereinstimmen. Aquivalenz der Instanzen E und E ist genau dann gegeben,
wenn jede fiir F zulissige Variante a auch fiir F zulissig ist und jede fiir £ zulissige
Variante ebenfalls die Bedingung (1.2) erfiillt. Offensichtlich sind £ und E dann und
nur dann #quivalent, wenn jede fiir £ maximale Variante auch fiir E zuliissig ist und
jede fiir £ maximale Variante auch fir £ zuldssig ist. Aquivalente Instanzen erhilt
man z. B. durch Multiplikation von w, und der r-ten Spalte von L mit der gleichen
positiven Konstanten.

Beispiel: Fiir d = 1 gaben T. GAU und G. WASCHER [40] folgende Instanz des 1CSPs
mit Gap 16/15 an:

E¢ = (5;10000; (5000, 3750, 3250, 3001, 2000)7; (1,1, 1,1, 2)7)

Alle Léngen aufler 3001 sind durch 250 teilbar. Wird 3001 durch 3125 ersetzt, dann
konnen keine weiteren Varianten hinzukommen, es gehen aber auch keine verloren,
denn erst wenn Teil 4 mindestens dreimal gepackt wird, iiberspringt die bendétigte
Linge eine durch 250 teilbare Zahl, doch (0,0, 0,3,0)7 ist maximale Variante. Folglich
ist

(5;10000; (5000, 3750, 3250, 3125, 2000)7; (1,1,1,1,2)7)

eine zu Fg dquivalente Instanz. Werden alle Langen durch 125 geteilt, entsteht offen-
sichtlich eine weitere dquivalente Instanz

(5;80; (40, 30, 26,25,16)7; (1,1,1,1,2)7).

Werden nun alle Langen mit 3/4 multipliziert und geeignet gerundet, dann entsteht
eine weitere dquivalente Instanz

El, = (5;60; (30,22,20,19,12)7; (1,1,1,1,2)"), (1.10)

wie leicht bestétigt werden kann. Dafl es keine zu Ef, dquivalente Instanz mit noch
kleinerer Containergréfie und ausschlieilich ganzen Zahlen fiir die Langen w und 1
gibt, kann man mit méaBiger Miithe, Modulrechnung (Rechnen mit Kongruenzen) und
einigen Ungleichungen zeigen, vgl. auch Abschnitt 2.1. <

Gegeben sei eine beliebige Instanz F des d-VPPs mit positiven reellen Léngen. Dann
gibt es ein € > 0, so daf fiir alle »r € D und ¢ € [ gilt: Ersetzt man w, durch
eine Zahl aus dem halboffenen Intervall [w,,w, 4+ €) und ¢;. durch eine Zahl aus
(0 — €,0;], dann erhilt man eine zu E &quivalente Instanz mit positiven reellen
Langen. Fiir hinreichend kleines € > 0 kommen also keine weiteren Varianten hinzu,
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und L > O bleibt gewéhrleistet. Folglich kann immer eine dquivalente Instanz mit
ausschliellich rationalen Langen angegeben werden. Multiplikation aller Langen mit
einer geeigneten positiven ganzen Zahl liefert dann ganzzahlige Léngen. Es ist damit
keine Einschrinkung, wenn nur Instanzen mit L € (IV'\ {0})™*¢ und w € (IN \ {0} )¢
betrachtet werden.

1.5 Eine andere Formulierung von Instanzen im
Vektorpackproblem

Seie:= (1,...,1)T € IN™ der nur aus Einsen bestehenden Vektor. Diese Bezeichnung
wird in der gesamten Arbeit verwendet werden, wihrend mit e’,7 € I der i-te Basis-
Einheitsvektor des IR™ gemeint ist.

In [20] wird gezeigt, daf3 jede Instanz E = (m,w,1,b) des 1CSPs als eine Instanz £ =
(m,w,1,e) formuliert werden kann, indem mehrfach zu packende Teile als mehrere
verschiedene aufgefafit werden. z¢ und zp dndern sich nicht. Ebenso kann die Instanz
E in eine Instanz £ mit paarweise voneinander verschiedenen Teilen zuriick iiberfiihrt
werden, ohne z¢ oder zp zu beeinflussen. Die in [20] gemachten Uberlegungen gelten
analog fiir das d-VPP. Darauf wird spéter nicht noch einmal eingegangen.

Wenn sehr kleine Bedarfszahlen b; vorkommen, ist die Relaxation (1.7) oft stérker als
die stetige Relaxation (1.6), d. h. z¢ < zg (vgl. S. 8), nicht selten sogar zp > [z¢].
Um auch fiir deutlich groflere b eine Verschiarfung der unteren Schranke fiir zp zu
erhalten, kann in (1.6) die Bedingung aufgenommen werden, dafl eine Variante a
hochstens ¢ € IN mal gepackt werden darf, wenn ca < b, aber (¢ + 1)a £ b wird.
Sei zp der optimale Zielfunktionswert der so mit zusétzlichen oberen Schranken fiir
alle Varianten verschéirften Relaxation. Das folgende Beispiel zeigt jedoch, wie aus
Instanzen mit A = zp — z¢ > 1 welche mit zp — zp = A konstruiert werden konnen.

Beispiel: Die Instanz E = (5;16;(10,8,7,3,2)7; (1,1,1,1,2)7) des 1CSPs ergibt 2o =
2 und zp = 3, also Gap 1. Wegen zp = 13/6 > 2 ist (bei Kenntnis von z¢, aber nicht
von zp) schnell zu erkennen, daf§ IRUP fiir £ nicht zutrifft, denn zp > [z¢]. In der
Optimallosung der stetigen Relaxation (1.6) gilt z; € {0;1/2} fiir alle j € J. Wiirde
b verdoppelt werden, dann wire die Optimallésung von (1.6) ganzzahlig. Verdreifacht
man jedoch b, dann entsteht wieder eine Nicht-IRUP-Instanz mit [zp] = zp. Wird
von ihr einmal die Variante (1,0,0,0,3)7 abgetrennt, dann bleibt die Instanz E’ =
(5;16;(10,8,7,3,2)7;(2,3,3,3,3)7) mit 20(E") = 25(E') =5 < 20(E'); 2p(E') = 6
iibrig. £’ entspricht die Instanz £’ = (14;16;(10,10,8,8,8,7,7,7,3,3,3,2,2,2)T; e).
Verzehnfachung aller Langen ergibt eine dquivalente Instanz. Damit die Riickiiberfiih-
rung unmoglich gemacht wird, werden einige Teile noch etwas verkiirzt, wobei wieder
eine dquivalente Instanz aufgestellt wird, ndmlich

E" = (14:160; (100, 99, 80, 79, 78, 70, 69, 68, 30, 29, 28, 20, 19, 18); e).

Fiir diese Instanz gilt zo = 2z = 20 = 5 und zp = 6. <

Besitzt die Relaxation (1.6) einer Nicht-IRUP-Instanz E = (m;w;L;b) des d-VPPs
eine Optimalldsung x € @, dann sei NV der Hauptnenner der Komponenten in x. Ob
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die Instanz (m;w;L; (N 4 1)b) immer das selbe Gap wie E aufweist, ist leider noch
unklar. Deshalb kann auch nicht behauptet werden, dafl obige Konstruktion immer
Erfolg hat.

1.6 Die revidierte Simplexmethode mit Spaltenge-
nerierung

Um die stetige Relaxation (1.6) des d-VPPs zu l6sen, konnte man theoretisch alle
zuléssigen Varianten aufschreiben und die Simplexmethode anwenden. GILMORE und
GOMORY zeigten jedoch an einer nur mittelgroflen Instanz des 1CSPs mit m = 20,
in welcher jedes Teil 20-40mal in den Container pafit, daf} Milliarden von zuléssigen
Varianten existieren. Von diesen kénnen selbstverstindlich viele als unbrauchbar aus-
gesondert werden, aber selbst dann bleiben noch sehr viele Varianten tibrig. In [39]
wurde gezeigt, daf es falsch ist, im 1CSP nur Varianten mit mindestens 80% Material-
ausnutzungsgrad zu betrachten. Aus dieser Not machten GILMORE und GOMORY [9]
eine Tugend, indem sie die revidierte Simplezmethode (siche z. B. [34]) benutzen, dabei
mit den einfachsten Varianten beginnen und die besseren je nach Bedarf konstruieren.

In der revidierten Simplexmethode wird nur mit der Inversen der Basismatriz B, wel-
che jeweils genau m linear unabhéngige Varianten der Zuschnittmatrix A enthélt,
gerechnet. Die iibrigen Spalten von A werden in der Matrix N (Nichtbasis) zusam-
mengefait. Entsprechend wird der Vektor ¢ im Problem (1.9) in Basis- und Nichtbasis-
Anteil cg bzw. cy aufgeteilt. Damit geht die Aufgabe (1.9) in

z=chxp +chxy — min!l bei Bxp+ Nxy=b, xec N"

iiber. Auflésung nach xp ergibt xg = B™'b — B7"'Nxy und damit z = ¢cEB™'b +
(ck — cEB™!N)xy. Wegen xy > o ist eine Reduktion von z nur dann méglich,
wenn der Zeilenvektor in der Klammer eine negative Komponente enthélt. Der Vektor
g = (cEB™1)T gibt an, wie wertvoll jedes Teil fiir eine eventuelle Verbesserung von
z ist. Im Vektorpackproblem (1.3) gilt cxy = (1,1,...,1)T € R"™ und cg = e =
(1,...,1)T € IR™. Es ist folglich zu priifen, ob N eine Spalte a mit g’a > 1 enthilt.
Wenn nicht, dann ist kein weiterer Abstieg moglich. Die Uberpriifung dieser Bedingung
bedeutet wegen a € IN™ und der Zuléssigkeitsbedingung (1.2) die nédherungsweise
oder exakte Losung eines ganzzahligen linearen Optimierungsproblems, im Fall d =1
eines Rucksackproblems. Bei d > 1 wird aufgrund der Struktur, die sich wegen L > O
ergibt, auch vom mehrdimensionalen Rucksackproblem gesprochen. Die Konstruktion
geeigneter Vektoren a heifit Spaltengenerierung.

Fiir mehrdimensionale bindre Rucksackprobleme, in denen also jede Variable nur 0
oder 1 sein darf, gibt es sehr effiziente Algorithmen [23], die zuerst ermitteln, welche
Variablen offensichtlich 0 oder 1 sein miissen, um optimal zu sein. Die verbleibende
Restinstanz ist dann wesentlich kleiner und kann exakt gelost werden. Nichtbeschrank-
te Variablen konnte man zwar durch viele binére ersetzen, die Effizienz der Verfahren
ginge aber verloren.

Obwohl ein- und mehrdimensionale Rucksackprobleme mittels dynamischer Optimie-
rung (siehe z. B. [2, 12]) pseudopolynomial lésbar sind, ist der Aufwand bei d > 1
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im allgemeinen zu hoch, und eine Uberfithrung in den eindimensionalen Fall mit-
tels Aggregation (vgl. [25]) verkomplizierte das Problem nur noch wesentlich. Von
Néherungsverfahren ist abzuraten, weil dann oft wesentlich mehr Simplexschritte er-
forderlich werden. Es bleibt noch die direkte Behandlung als allgemeines ganzzahliges
lineares Optimierungsproblem als Losungsmoglichkeit.

Bei Anwendung der (revidierten oder auch der gewohnlichen) Simplexmethode kann
es vorkommen, dafl Entartung eintritt, nach mehreren Austauschschritten wieder die
selbe Variante generiert wird, nach ihrem Eintauschen die selbe Basis wie einige Schrit-
te zuvor entsteht und zyklisch immer wieder die selben zu einer entarteten Ecke
gehorenden Basislosungen durchlaufen werden. Entgegen [3] passiert dies im mehr-
dimensionalen Vektorpackproblem oft, wenn keine Gegenmafinahme getroffen wird.
In der primalen Simplexmethode gibt es prinzipiell diese Moglichkeiten der Zyklen-
vermeidung;:

1. Es werden zusétzliche Spalten zum Simplexschema hinzugenommen, und im
Entartungsfall werden die Auswahlregeln der Simplexmethode im Sinne der Le-
xikographie erweitert, siehe z. B. [3].

2. Unter den moglichen zu tauschenden Zeilen wird ,,zuféllig® gewéhlt. Damit wer-
den Zyklen sehr unwahrscheinlich.

3. Man wéahlt geméfl R. G. BLAND eine Spalte mit minimalem Formkoeffizienten,
in der revidierten Simplexmethode also eine zuldssige Variante a mit maxima-
lem Wert g¥a, und unter den dann wihlbaren Zeilen immer diejenige, die die
Variable mit minimalem Index enthélt [33]. Der Beweis, dafl dann keine Basis
wiederholt wird, ist z. B. in [24] zu finden.

Entsprechend wird in der dualen Simplexmethode verfahren. Die erste Methode wird
in Schnittebenenverfahren nach GOMORY [10] bevorzugt eingesetzt, ist jedoch wegen
der zusétzlichen Spalten und des lexikographischen Vergleichs von Vektoren ziemlich
aufwendig. Soll gleichzeitig die Technik der oberen Schranken benutzt werden, dann
kann wegen der Komplementbildung die Lexikographie nicht streng durchgehalten
werden, so dafl die Endlichkeit des Verfahrens nicht mehr gewéhrleistet ist. Die zweite
Methode scheint sicher zu sein, aber ein zufélliges Ereignis mit Wahrscheinlichkeit 0
braucht trotzdem nicht unmoglich sein. Die Regel von BLAND ist einfach zu imple-
mentieren und erfordert héchstens einen zusétzlichen Vektor fiir die Indizes der Basis-
und Nichtbasisvariablen. Da bei Verwendung dieser Methode niemals eine Basis wie-
der benutzt wird und der zulédssige Bereich der linearen Optimierungsaufgabe nur
endlich viele Ecken hat, ist die Simplexmethode mit Zyklenvermeidung nach BLAND
endlich.

Um diese Regel in der revidierten Simplexmethode nutzen zu konnen, sind folglich
alle generierten Spalten abzuspeichern und mit einem Index zu versehen, als wievielte
Spalte diese Variante generiert wurde. Mit den abgespeicherten Varianten kann zu-
letzt auch die vollstéindige Losung der Relaxation (1.6) angegeben werden. Bevor eine
neue Spalte generiert wird, ist zunéchst zu priifen, ob eine der bereits abgespeicher-
ten Spalten die Bedingung g’a > 1 befriedigt. Nur wenn das nicht der Fall ist, ist
eine neue Spalte zu generieren. Aufgrund der Regel von BLAND bedeutet das, dafl
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zuerst immer eine im Rahmen der zuvor ermittelten Varianten ,optimale” Losung
von (1.6) bestimmt worden ist. Die Spaltengenerierung ergibt dann eine neue Varian-
te mit negativem transformierten Zielfunktionskoeffizienten, so daf§ im Rahmen der
dann vorhandenen Spalten wieder genau die Forderungen von BLAND befolgt werden.
Folglich ist das Gesamtverfahren garantiert endlich.

Beispiel: Von eindimensionalem Ausgangsmaterial der Lénge 11 sind in besonders
hoher Stiickzahl Teile der Langen 6, 4 und 1 zu schneiden, und zwar im Verhéltnis
2 : 2 : 1. Die Materialausnutzung ist zu maximieren. Das bedeutet, hier ist eine Op-
timallosung der stetigen Relaxation (1.6) von der Instanz (3;11;(6,4,1);(2,2,1)7)
gesucht. Fiir die erste Basis werden maximale elementare Varianten gewéhlt, das sind
al = (1,0,0)7, a> = (0,2,0)T und a® = (0,0,11)7, so daf8 B anfangs eine Diago-
nalmatrix ist. Es ergeben sich die nachfolgenden revidierten Simplexschemata, unter
denen die neue Variante angegeben ist. Die Pivotelemente sind jeweils eingerahmt.
Aus Griinden der einfacheren Programmierung werden die ,,rechten Seiten® und der
Vektor g = B~'e in der ersten Spalte bzw. Zeile untergebracht. (Ublicherweise wer-
den diese Grofien in die vorletzte Spalte und letzte Zeile geschrieben.) Ganz rechts
steht jeweils die transformierte neue Spalte.

So | 1 S| Sy |1
34 1 1 13 5 1 1 1 1 1
2l g g = |22l 2 2] 2 ||#|2]3 3 0
x| 2|1 —1 |z |11 =1 |[=1[as|1] 1 ~1
1 1 1 1 1 1 1 1
T2 | 1 3 —3 ||%2|2| 2 3| 22|03 3
T3 | 1 il EAR 1| 0 |ogfl 1
at=(1,1,1)7 a’ = (1,1,0)" optimal

Die Varianten a* und a® sind folglich im Verhiltnis 1 : 1 zu schneiden. Beim letzten
Austausch war x; (und nicht x9) aus der Basis zu tauschen, um der Regel von BLAND
zu gehorchen. Obwohl dieses Beispiel akademisch aussehen mag, zeigt es, dafl auch
negative Werte ¢; (¢ € I) im Laufe der Rechnung auftreten konnen, wenn die Be-
darfszahlen geeignet vorgegeben waren. Soll die Relaxation (1.7) gelost werden, dann
kann dieser Effekt noch wesentlich stirker auftreten. Im Spaltengenerierungsproblem
ist die Verwendung jener Teile dann verboten, so daf sich die Aufgabe vereinfacht. <

Wird die revidierte Simplexmethode im 1CSP benutzt, dann ist zu beobachten, dafl
die spezifischen Werte der Teile, also g;/¢;, i € I, sich jeweils einem Wert annéhern,
der um so grofler ist, je schwieriger das Teil passend verwendet werden kann. Im
d-VPP ist das analog, so dal die Methode ,branch and bound“ (b & b) fiir die

Spaltengenerierungsprobleme immer schwieriger werden kann.

Nach jedem Austauschschritt kann iiberpriift werden, ob die Basisinverse noch hin-
reichend genau ist. Gegebenenfalls mufl vollig neu invertiert werden. Ein einfacherer
Test ist die Priifung von 2¢ = e (B7'b) = gTb, d. h. es werden nur die 1-Spalte und
die Zeile g der Teilebewertungen gepriift. Auflerdem kénnen infolge Rundungsfehlern
in der 1-Spalte negative Eintrdge (nahe null) entstehen. Deren Betrdge konnen nach
mehreren Multiplikationen und anderen Umformungen des Simplexschemas sehr grof3
werden. Die Ergebnisse sind dann unbrauchbar, z. B. kénnte z¢ < 23, im Widerspruch
zu Aussage 1, S. 11, ermittelt werden, wenn eine verschnittbehaftete Variante —6000-
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mal gefertigt werden sollte. Um diesen Effekt zu verhindern, sind negative Eintrage
in der 1-Spalte spétestens vor dem néchsten Austauschschritt durch 0 zu ersetzen.

Ist ein Vektorpackproblem mit unterschiedlich grofien Containern und unterschied-
lichen Preisen fiir die Container zu bearbeiten, dann kann fiir die erste Basis an-
genommen werden, daf} jedes Teil gesondert in einen fiktiven Container mit extrem
hohem Preis gepackt wird. Die Spaltengenerierung mufl dann fiir jeden vorhandenen
Containertyp berechnen, ob eine Verbesserung moglich ist. Anstelle gfa > 1 muf
dann g’a > p gelten, wenn p der Preis des jeweiligen Containers ist. Wenn die Auf-
gabe trotz Vorratsbeschrinkungen fiir die Container losbar ist, werden alle fiktiven
Container durch tatséchlich vorhandene ersetzt. Diese Idee kann auch auf Plattenzu-
schnittprobleme und andere angewandt werden, vgl. [39)].

1.7 Abspaltung des ganzzahligen Teils der Opti-
mallésung der stetigen Relaxation

Fiir theoretische Uberlegungen ist es oft niitzlich, eine vorgegebene Instanz zu ver-
einfachen, indem einzelne eigentliche Varianten abgetrennt werden. Die damit zusam-
menhéngenden Effekte sind Thema dieses Abschnitts.

Eine Instanz heiit irreduzibel, wenn keine eigentliche Variante a abgetrennt (bzw. b
durch b — a ersetzt) werden kann, so dafl [ zo| abnimmt. Andernfalls heifit die Instanz
reduzierbar.

Wenn z¢ € IV ist und infolge der Reduktion zp sinkt, dann dndert sich das Gap nicht,
weil sowohl z¢ als auch zp um je 1 abnehmen. Jede IRUP-Instanz (mit zo > 0) ist re-
duzierbar; viele Nicht-IRUP-Instanzen sind es auch, z. B. wenn es eine Optimallésung
von (1.6) mit einer Haufigkeit x; > 1 gibt.

Die revidierte Simplexmethode habe eine Losung xp € IR, Xy = o der stetigen Re-
laxation (1.6) ergeben. |xp]| bezeichne den ganzzahligen Teil des Vektors x, d. h. in
allen nicht ganzzahligen Komponenten wurde auf die néchste ganze Zahl abgerundet.
Die Instanz

E" = (m;w;L;b — A|xp]) (1.11)

heift residuale Instanz. Wenn eine ganzzahlige Losung von E() bekannt ist, kann

sofort eine ganzzahlige, nicht notwendig optimale, Losung der Instanz E bestimmt

werden. Es gilt zo(E) — 20(E™) = ¥ |z;] € IN und fiir das Gap A(E) < A(E™).
j€J

Der fiir das 1CSP erbrachte Beweis [21] kann ohne Anderungen auf das d-VPP iiber-

tragen werden. Es gibt Instanzen E, bei denen A(E(T)) von der gewéhlten Basislosung

abhingt und solche, wo keine Wahl besteht und A(E™) = 1 + A(E) gilt.

Beispiel 1: Sei d = 1. Fiir By := (4;924; (308, 231,132, 84)7; (2,3,7,6)7) ist die Op-
timallosung von (1.6) eindeutig. Die Varianten a' = (3,0,0,0)7 = 3e!, a? = 4e?,
a® = 7e3 und a' = 1le! werden z; = 2/3, x5 = 3/4, 3 = 1 und x4 = 6/11 mal in
(1.6) gefertigt. Es gilt zo(E1) = zpm(E1) = 3 — 5/132. Eine Optimallosung von (1.3)
ergibt sich mit a® = (2,0, 1,2)7 mit Verschnitt 8, a% = (0,3, 1,1)T mit Verschnitt 15
und a” = (0,0, 5,3)” mit Verschnitt 12, indem diese Varianten je einmal gepackt wer-
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den. Damit gilt zp(E;) = 3 und A(E;) = 5/132. Wird jedoch einmal die Variante a®
abgetrennt, dann bleibt eine residuale Instanz (4; 924; (308,231, 132,84)T; (2,3,0,6)7)
mit Gap 137/132 iibrig, die gleichwertig zu Esp = (3;132; (44, 33,12)7; (2, 3,6)7) ist,
vel. [27, 28] 4

Beispiel 2: Sei d = 1. Die Instanz E, := (4;396; (132,99,44,36)7;(2,3,9,6)T) besitzt
eine Optimallésung von (1.6) analog zum ersten Beispiel, ndmlich z¢(E2) = zp(E) =
3—5/132, w1 = 2/3, 19 = 3/4, x3 = 1, x4 = 6/11 bei Wahl der Varianten a' = 3e',
a? = 4e? a® = 9¢® und a* = 1le*. Wird einmal die Variante a® von der Instanz
abgetrennt, dann bleibt eine residuale Instanz mit Gap 137/132 analog zum ersten
Beispiel iibrig, vgl. [30]. Jedoch gibt es eine andere optimale Basislosung der stetigen
Relaxation (1.6), nimlich a® = (2,0,3,0)7, a?> = 4e? a® = 9e¢® und a* = 1le! in
den Héaufigkeiten x5 = 1, 29 = 3/4, x3 = 2/3 und x4 = 6/11 mal in (1.6) zu packen.
Fiir die verbleibende residuale Instanz bleibt das Gap bei 5/132, denn die Varianten
a® = (0,2,2,3)" mit Verschnitt 2 und a” = (0, 1,4,3)” mit Verschnitt 13 kénnen je
einmal gefertigt werden, um den Auftrag zu erfiillen. <

In diesen Beispielen hitte die Relaxation (1.7) nicht zu einer residualen Instanz mit
grofferem Gap gegeniiber der Ausgangsinstanz gefithrt. Im allgemeinen darf man das
aber nicht erwarten. Das folgende Lemma {iber residuale Instanzen wird in den fol-
genden Kapiteln wiederholt verwendet werden.

Lemma 1: Seien p,q € IR, p > 1 beliebig. Dann gilt fiir residuale Instanzen (1.11)
des d-VPPs die Implikation

-1 1
P *m—i-g:m*(l—f)—i-g.

2p(EM) < prza(EM) + ¢ = A(EM) <
P P p ' p

Beweis: Die stetige Relaxation (1.6) kann mit der revidierten Simplexmethode gelost
werden. Dann sind nur m Varianten in der Basis. Nach Voraussetzung gibt es eine
optimale Basislosung, in der jede Variante a’ eine Hiufigkeit z; < 1 hat. Einen ganz-
zahligen Zuschnittplan mit Uberproduktionen erhélt man aus der Optimallésung der
Relaxation (1.6) durch einfaches Aufrunden. Das ergibt zp(E®™) < m und somit

AEM) <m — zo(E™). (1.12)

Nach Voraussetzung gilt A(E™) < (p — 1) * zo(E™) + q. Addition des (p — 1)-fachen
der Ungleichung (1.12) ergibt p * A(E™) < (p — 1) * m + ¢. Division durch p liefert
die Behauptung. 0

Die folgende Abschatzung des Gaps ist zwar sehr schwach, wird aber spéter zur Her-
leitung besserer Schranken gebraucht werden.

Aussage 2: Fiir jede Instanz E = (m; w; L; b) des d-VPPs gilt A(E) < max{1,m—1}.

Beweis: Sei E) residuale Instanz zu E. Gilt zo(E™) > 1, dann folgt sofort aus
A(E) < A(E™) und Abschitzung (1.12) die Behauptung. Andernfalls ist zy,(E™) <
20(E™) < 1, so daB8 in E(") alle geforderten Teile in einen Container passen, d. h.
zp(EM) € {0;1}. Bei zp(EM) = 1 ist auch z¢(E™) > 0, so daB das Gap kleiner als
1 wird. 0

Da die exakte Losung einer Instanz des d-VPPs mitunter sehr schwierig ist, kommen
Heuristiken in Betracht. Eine relativ erfolgreiche, zuerst die Relaxation (1.7) zu lésen,
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den ganzzahligen Teil von x abzuspalten und danach die residuale Instanz weiter zu
bearbeiten, ist im Abschnitt 5.3 fiir einen Spezialfall des d-VPPs angegeben.

Eine andere Heuristik, ausschliefllich mit den Basisvarianten der Relaxation (1.6) oder
(1.7) alle Teile mindestens in den geforderten Anzahlen zu packen, wobei Uberpro-
duktion erlaubt werden muf, liefert ziemlich schlechte Ergebnisse. Selbst wenn fiir die
Bestimmung der ,optimalen® ganzzahligen Haufigkeiten z; dieser Varianten exakte
Verfahren eingesetzt werden, wird der erreichte Zielfunktionswert z trotz des groflen
Aufwandes meist deutlich grofler sein als z¢, zg und zp. Diese Heuristik sollte nur
dann in Erwagung gezogen werden, wenn mit moglichst wenigen verschiedenen Vari-
anten der Auftrag, ggf. mit Uberproduktion, erfiillt werden soll, weil die Umstellung
der Fertigungsanlage auf eine andere Variante lange dauert und deshalb besonders
kostspielig ist.

1.8 Schnittebenenverfahren

Es werde das ganzzahlige lineare Optimierungsproblem (1.9) mit A € Z™*" b € IN™,
m,n € IN \ {0} betrachtet. Sei

P:={xe€ N": Ax = b}, Q := conv(P), R :={xe€ R} : Ax = b}.

Fiir die Losung von (1.9) hat GOMORY Verfahren entwickelt, die durch Hinzufiigen
weiterer Nebenbedingungen in Ungleichungsform nach und nach nicht ganzzahlige
Ecken von der konvexen polyedrischen Menge R abschneiden, bis die Unlosbarkeit
feststeht oder eine Optimallosung des ganzzahligen Problems (1.9) gefunden wurde
[10]. Bei Beachtung bestimmter Verfahrensvorschriften ist die Endlichkeit seiner Algo-
rithmen erwiesen. Die Schnitte, die eine nicht ganzzahlige Losung der stetigen Relaxa-
tion zu (1.9) von @ trennen, kénnen oft noch verschérft werden [25]. Ein Schnitt, der
von R keine Facette, sondern nur eine Randfliche niedrigerer Dimension abschneidet,
kann stets verschérft werden. Diese Uberlegung kann auch auf Zuschnittprobleme an-
gewandt werden [31], jedoch besteht die Hauptschwierigkeit der Schnittkonstruktion
darin, dal von der gesamten Matrix A meist nur wenige Spalten bekannt sind. Deren
Indizes mogen die Menge J' bilden.

Zuerst wird ¢/x — min! bei x € R gelost. Ist die Losung x nicht ganzzahlig, dann
werden Schnittbedingungen, die sich nur auf die Spalten j € J’ von A beziehen, hin-
zugefiigt. Diejenigen x € R, die diese Schnittbedingungen erfiillen, bilden ein Polyeder
R mit @ C R’. Die Schnittbedingungen sind so gew#hlt, dafl eine ganzzahlige Losung
X von

c'x - min! bei x€R, z;=0Vj¢.J (1.13)

gefunden werden kann. Ist ¢”x = [zg], dann ist x offensichtlich optimal fiir (1.9).
Andernfalls wird nach weiteren geeigneten Spalten von A gesucht, deren Indizes auch
in J" aufgenommen werden, und die Aufgabe (1.13) wird wieder gelost. Kann nachge-
wiesen werden, dafl auch fiir J' = J, wenn also alle Spalten von A fiir die Minimierung
in (1.13) verwendet werden diirfen, der optimale Zielfunktionswert von (1.13) grofer
als [cTx] ist, dann ist

u = [c'X]
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eine untere Schranke fiir den optimalen Zielfunktionswert von (1.9), und die Optimie-
rung kann beendet werden, sobald ein x € P mit ¢x = u bekannt ist.

Wenn nach der Spaltengenerierung unter Beriicksichtigung der Schnittbedingungen
die Losung von (1.13) ein nicht ganzzahliges x € R’ mit ¢’x < u ergab, dann werden
weitere Schnitte hinzugefiigt, bis eine ganzzahlige Losung von (1.13) bei entsprechend
eingeschranktem R’ gefunden wurde. Dann wird wieder gepriift, ob Optimalitit vor-
liegt. Wenn nicht, werden weitere Spalten generiert usw. usf. Oft kénnen Schnitt-
bedingungen wieder verworfen werden, weil sie aufgrund anderer hinzugenommener
Schnitte iiberfliissig wurden.

Dieses Verfahren wurde von A. MULLER unter Anleitung von G. SCHEITHAUER und
J. TERNO erarbeitet [17] und unter Mitarbeit von G. BELOV verbessert [32]. Damit
steht nun ein wirkungsvolles Verfahren zur exakten Losung des 1CSPs als Alternative
zu b & b zur Verfiigung.

In der Spaltengenerierung zum d-VPP sind d-dimensionale Rucksackprobleme zu
16sen, vgl. Abschnitt 1.6. Das sind ganzzahlige lineare Optimierungsprobleme, in de-
nen die gesamte Koeffizientenmatrix von Anfang an bekannt ist. Folglich konnten die
Schnittebenenverfahren von GOMORY eingesetzt werden. Dabei besteht jedoch immer
die Schwierigkeit, zu entscheiden, ob eine Variable als ganzzahlig anzusehen ist oder
nicht. Bei b & b sind die Auswirkungen dieser Problematik nicht immer so kraf.

Ist L ganzzahlig, dann ist es einfach, ein lexikographisch positives, dual zuléssiges,
erweitertes Simplexschema aufzustellen, welches aufler in der ersten Zeile, der z-Zeile,
die die Formkoeffizienten fiir die Zielfunktion des Generierungsproblems enthélt, nur
ganzzahlige Eintriage besitzt. Da das Pivotelement niemals aus der z-Zeile genommen
wird, kann der dritte Algorithmus von GOMORY, der nur mit ganzen Zahlen rechnet
(Prozedur ALLINTEGER aus [38], S. 92f) zwar entsprechend angepafit werden, je-
doch ist die Entscheidung, ob ein Element der z-Zeile null ist oder nicht, sehr schwer
zu treffen, weil durch Linearkombinationen der Spalten positive Elemente entstehen
konnen, die sehr nah an 0 sind. Rundungsfehler in der z-Zeile fithrten dann trotz
mehrerer Abhilfe-Versuche regelmifiig zu Endlosschleifen in der praktischen Rech-
nung. Solche Schwierigkeiten traten bei b & b nicht auf.

Es wire auch moglich, anstelle g’a > 1 bei a € IN™, LTa < w gemif der Zuléssig-
keitsbedingung (1.2) das Problem (Ag)Ta > A unter den selben Nebenbedingungen
auf Losbarkeit zu untersuchen, wobei A > 0 so gewihlt sei, dal A\g ganzzahlig ist.
Das wire bei A\ = |det B| (mit der Basismatrix B, vgl. Abschnitt 1.6) gewif§ der
Fall, jedoch ist | det B| meist sehr grof, z. B. ergibt das Fiinffache der Einheitsmatrix
die Determinante 5. Es reicht aber in diesem Beispiel vollig aus, A = 5 zu setzen.
Geeignete, moglichst kleine A konnen aus der Gleichung BY'g = e bestimmt werden,
indem der Satz iiber die HERMITE-Normalform und die Losbarkeit diophantischer
Gleichungssysteme nebst Losungsdarstellung benutzt wird. Trotzdem ist nicht auszu-
schlielen, dafl A sehr grofl gewahlt werden muf3, weil viele verschiedene Primfaktoren
auftreten. In so einem Fall ist mit dem Uberlaufen des Zahlenbereichs der Rechenanla-
ge zu rechnen, so dafl das Verfahren versagt. Alternativ konnten Bibliotheken fiir sehr
grofle ganze Zahlen benutzt werden, doch der Aufwand erscheint nicht gerechtfertigt,
da b & b sich gegeniiber Gomorys drittem Schnittebenenverfahren bewéahrt hat.
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Kapitel 2

Das eindimensionale Problem

In diesem Kapitel werden weitere theoretische Grundlagen zur Untersuchung des Gaps
im 1CSP gelegt, die nicht oder nur bedingt auf das d-VPP mit d > 2 {ibertragen
werden konnen. Mit Ausnahme des Abschnitts 2.3 und der Schrankenverschéarfungen
in den Abschnitten 2.2 und 2.4 sowie den daraus abgeleiteten Folgerungen sind die
hier vorgestellten Ideen bereits in [26] und [27] zu finden. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit kann angenommen werden, daf alle Teile nach fallenden Léangen sortiert
sind, d. h.

by >0ly>...>/0,>0 (2.1)

2.1 Dominanz von Varianten

Die Aussagen dieses Abschnitts und deren hier nicht angefithrte Beweise finden sich
in dhnlicher Form in [26] und dienen als Ergénzung zu Abschnitt 1.4. J sei wie in
Kapitel 1 die Indexmenge aller zuléssigen Varianten.

Aussage 3: Die zu einer Instanz E = (m;w;1;b) des 1CSPs mit beliebigen reellen
Langen ¢; € (0,w] dquivalenten Instanzen bilden einen Kegel K(E) in folgendem
Sinn: E,E' € K(E),A € R,A\ > 0= \E := (m; \w;A\;b) € K(F) und (F + F') :=
(m;w+ w';141;b) € K(FE). Diese Aussage ist im 2-VPP nicht mehr giiltig.

Beweis: a sei eine beliebige zuldssige Variante von E, wéhrend fiir u € IN™ das
nicht gelte, d. h. 17u > w. Fiir alle zu E #quivalenten Instanzen E’ ist dann auch
1"a < w' < I'Mu laut Definition der Aquivalenz. Offensichtlich gilt ANl7a < Aw < A1Tu
fir alle A > 0, d. h. A\E € K(F). Entsprechend folgt aus £, E' € K(F) im 1CSP
stets (1+1)7a < w +w' < (1+1')Tu. Im 2-VPP ist eine dazu analoge Aussage aber
falsch, z. B. seien mit m = 1 nur die Nullvariante und die Variante e zuléssig. Zwei
derartige Instanzen sind £ = (1;(3,3)7;(2,1);1) und E' = (1;(3,3)7;(1,2);1). Fiir
(E+ E') := (1;(6,6)T;(3,3); 1) wire jedoch auch die Variante 2e zuléssig. 0
Aussage 4: Seien a',...,a" alle maximalen Varianten der Instanz E = (m;w;1;b),
wobei alle Teile nach fallenden Léngen sortiert seien, so dafl eine zu (2.1) analoge

Aussage gilt. Dann ist die Instanz £ = (m;w;1; b) genau dann dquivalent zu £, wenn
w > {1 sowie die Ungleichungskette (2.1) und fiir j = 1,...,n auch die folgende
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Ungleichung wahr sind:

1"al <w < 1" (al +e™)
Viele dieser Ungleichungen werden wegen (2.1) automatisch erfiillt, denn wenn in einer
zuléssigen Variante a einige Teile durch kiirzere ersetzt oder weggelassen werden, dann
entsteht offensichtlich wieder eine zulédssige Variante a. Das kommt in den folgenden
Definitionen zum Ausdruck, vgl. [26].

Eine Variante a dominiert die Variante a, in Zeichen a >, a, wenn fiir alle 1 € IR,
die die Ungleichungskette (2.1) erfiillen, 17 (a — a) > 0 gilt. Eine zulissige Variante a
heit dominant, wenn es keine zuléssige Variante a mit a >, a gibt. Eine maximale
Variante a heifit nichtdominant, wenn es keine maximale Variante a mit a >, a gibt.

Aussage 5: Seien zuldssige Varianten a und a gegeben. Mit der Bezeichnung I geméfl
(1.1) gilt a >4 a genau dann, wenn folgende Aussage wahr ist:

(VieIgilt Y (aj—a;)>0) A (Fielmit» (a;—a;)>0)
J=1 j=1
Aussage 6: Bei vorgegebenen w und 1 ist die zuléssige Variante a genau dann domi-
nant, wenn gilt:

w—1"a <min{l,,, (i1 —€;:a; >0,i €I\ {1}} (2.2)

Beweisidee: Falls (2.2) nicht gilt, kann eine dominierende Variante konstruiert wer-
den, indem noch ein Teil m eingefiigt oder ein Teil durch ein gréferes ersetzt wird.
Entsprechende Ersetzungen kénnen in einer nicht dominanten Variante solange vor-
genommen werden, bis die Ungleichung (2.2) gilt. Der vollsténdige Beweis ist in [26]
angegeben. 0

Aussage 7: Seien ¢1 < w und die Ungleichungskette (2.1) erfiillt. 1 und w gentigen
der Bedingung 17a’ < w fiir alle 5 € J dann und nur dann, wenn 17a < w fiir jede
dominante Variante a gilt. 17(a’ + ™) > w gilt fiir alle j € J genau dann, wenn
1”(a + e™) > w fiir jede nichtdominante Variante a gilt.

Wenn (2.1) erfiillt ist, kann folglich die Zuschnittmatrix fiir eine bestimmte Instanz
des 1CSPs bis auf Spaltenpermutationen alleine aus der Kenntnis aller dominan-
ten und nichtdominanten Varianten abgeleitet werden. So gibt es z. B. in der von
T. GAU/G. WASCHER angegebenen Instanz Eg genau 41 zuldssige Varianten, da-
von 20 maximale, 7 dominante und 5 nichtdominante, so daf alle zulédssigen Varian-
ten alleine durch die Ungleichungskette (2.1) und die folgenden zwolf Ungleichungen
vollstiandig charakterisiert sind. Da sowohl Eg als auch die Instanz (1.10) das System
erfiillen, sind beide Instanzen dquivalent. Bei der Losung von (1.3), (1.6) oder (1.7)
miissen dennoch alle zuldssigen bzw. eigentlichen Varianten betrachtet werden.

2€1 S w
12 + 2€5 < w f + 54 + 55 > w
262 + €5 < w 61 + 365 > w
0y + 244 < w, 20, + 205 > w
ly + 365 < w ly + 465 > w
363 < w 665 > w

565 S w

[\)
w



2.2 Der Teilbarkeitsfall

Der Teilbarkeitsfall ist dadurch definiert, da§ w/¢; € IN fiir alle i € I gilt. In die-
sem Fall konnte MIRUP bewiesen werden. Der Beweis von O. MARCOTTE [14] war
deutlich komplizierter als der von G. SCHEITHAUER und J. TERNO [28], welcher hier
in dhnlicher Form wiedergegeben wird, um die angegebene Schranke zu verschirfen.
Fiir ¢+ € I bezeichnet k; := |w/{;] den Typ des Teils i. Jedes Teil kann also allei-
ne so oft in den Container gepackt werden, wie sein Typ angibt. Fiir jede Instanz

E = (m;w;1;b) des Teilbarkeitsfalls gilt somit zc = zp; = 3 b;/k; sowie die Aquiva-
i€l

lenz 1Ta <w <= X a;/k; <1 wegen {; = w/k; Vi € I.

iel
Aussage 8: Sei eine Instanz E = (m;w;1;b) des Teilbarkeitsfalls mit w/¢; = k; € IN
und 0 < b; < k; fiir e = 1,...,m gegeben. Dann gibt es [2¢] + 1 Vektoren a’ € IN™

mit
[zo]+1

j=1
Beweis mittels vollstédndiger Induktion, vgl. [28]: Fiir m = 1 ist die Behauptung (2.3)
mit ay; = by und a9 = 0 erfiillt. Fiir festes m = u € IN \ {0} sei

= | 22 (2.4)
i=1 i
so dal mit hochstens v, +1 Varianten die Teile 1 bis v in den geforderten Bedarfszahlen
geschnitten werden konnen. Zu zeigen ist, dafl bei Hinzunahme des Teils Nr. u + 1
mit der Bedarfszahl b, < k,1 die Behauptung analog (2.3) gilt.

Fall a): Es gibt ein 7 € {1,...,u} mit k,; = k,. Dann wird b{") := b, +b,,, festgelegt.

Gilt bf}) < k,, dann ist die Induktionsvoraussetzung anwendbar, andernfalls wird
b < 2k,, und mit 6P = bV — k. < k, folgt

D

i=1,i#r

Wegen b; < k; fiir alle i # r sowie b?) < k, gibt es 7,41 geeignete Vektoren a/ € IN¥,
und mit @, ,+1 = k. und @; ., ,+1 := 0 fiir ¢ # r ist die Behauptung erfiillt. Diese
Argumentation stimmt auch fiir v, = 7,41, denn die Induktionsvoraussetzung galt fiir
jede Instanz des Teilbarkeitsfalls mit m = v und 0 < b; < k; Vi € I.

Fall b): kyy1 > ky > ... > k; > 1 darf wegen der Betrachtungen im Fall a) angenom-
men werden. Somit wird k,1 > u+1. Wegen 7, < 7,41 gibt es 7,41+ 1 nichtnegative
u-dimensionale ganzzahlige Vektoren a’ mit

'Yu+1+1

Z az’j:bi7 z:l,,u
J=1

Diese Vektoren werden nun als (u + 1)-dimensional angesehen, indem

Ayr1j = {km (1= ‘;J)J >0 (2.5)

i=1 "
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gesetzt wird. Das ergibt
1 u+1 s
<) <1 (2.6)

1—
kqul i=1 kz

fir j =1,..., 741+ 1. Aus der Festlegung (2.4) folgt

u
b;
bupr < Fugr * (Yupr — Y E)
=1
Yut1+1 1 Yu+1+1 U}
(2
buy1 — Z Auity < Kupr * (Yutr — * Z Qu+1,5 — Z 2 )
; u+1 i=1 "
1 “/u+1+1 1 Yut+1+1
= Kyt x (’Yu+1 e Z Qut1,j — Z(]? * 2 a"j))
u+1 j i=1 ™ j=1
'Yu-&-l"l‘]- u+1

= ku-}—l* Yu+1 — Z Z

1= ’L

1
< huprx (s = (uar + 1) % (1= kw))

u 1
’Y+1_|_ )

= ky -1
nx (-1 Eut1 Ky

< 1L

'Yu+1+1
Aufgrund der Ganzzahligkeit von b,41 und der a,11; ist > ayy1; > byt1, so da
j=1

'Yu+1+1
. s / : / / _
firj=1,...,741+1 passende a,, ; € IN mit a4 ; < ayy41; und '21 W1 = butr
j=

gewihlt werden konnen. Damit ist der Beweis fertig. 0

Dieser Beweis aus [28] liefert nur die Schranke A < 2 fiir alle residualen Instanzen des
Teilbarkeitsfalls. Es féllt auf, daf fiir grofle k,,; in der Abschétzung von b,,; sogar
negative Werte fiir —1+,41/kyy1+1/k,11 entstehen konnen. Im folgenden wird eine
noch schérfere Schranke fiir das Gap nachgewiesen.

Lemma 2: Im Teilbarkeitsfall gilt bei £; > w/19 Vi € I stets A < 5/4.

Beweis: Es reicht aus, residuale Instanzen zu betrachten. Fiir Teil ¢ sei p; der klein-
ste Primteiler von k; = w/{;. Bei b; > p; konnen p; dieser Teile zu einem grofieren
zusammengefat werden, ohne zo = z; zu dndern, da der Teilbarkeitsfall weiterhin
vorliegt. Es kommen keine Kombinationsmoglichkeiten oder weitere Varianten hinzu,
jedoch konnen einige verloren gehen. Deshalb bleibt zp unveréndert oder zp wéchst.
Wenn fiir die abgednderte Instanz A < 5/4 gilt, dann erst recht fiir die Ausgangs-
instanz. Folglich darf angenommen werden, dafl derartige Zusammenfassungen nicht
mehr moglich sind. Analoges gilt fiir Zusammenfassungen mehrerer Briiche zu einem
Stammbruch, z. B. 1/5+2/15=1/3,1/3+1/6 =2/5+1/10 =3/7+1/14 = 1/2.
Werden zwei Teile der Langen w/15 und ein Teil der Lange w/5 zu einem Teil der
Lénge w/3 zusammengefafit, dann entsteht eine neue Instanz des Teilbarkeitsfalls mit
mindestens dem Gap der Ausgangsinstanz.

Verschnittfreie eigentliche Varianten konnen ebenfalls abgetrennt werden, wobei z¢ =
zyr jeweils um 1 féllt, zp jedoch um hochstens 1. Wenn eine einfache Heuristik (hier
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etwa die Greedy-Heuristik) eine Losung des ganzzahligen Problems (1.3) mit dem
Zielfunktionswert zy < zc + 5/4 liefert, gilt erst recht A < 5/4. Im 1CSP gilt bei
zy < 7/4 stets IRUP, wie schon in [27] bewiesen wurde. Es bleiben nur endlich viele
Instanzen zu untersuchen. Das kann mit dem nachfolgendem C-Programm, welches
im néchsten Absatz beschrieben wird und durchaus verbesserungsfiahig ist, erfolgen.

Um mit ganzen Zahlen arbeiten zu konnen, wurde jeweils mit dem w := 12252 240-
fachen von z,; und zy gerechnet. Der Vektor bmax gibt die grofiten vorzugebenden
Bedarfszahlen an, ndmlich bmax [i-2] mit i € {2, ..., 18} fiir Teile des Typs i. Es ist
bmax [i-2] jeweils der Vorgénger des kleinsten Primfaktors von 4, damit nicht mehrere
gleiche Teile zu einem grofleren zusammengefafit werden kénnen. Der Bedarfsvektor
fiir eine konkrete Instanz wird in b untergebracht, wobei mit bmax beginnend lexiko-
graphisch streng monoton fallende b bis hin zum Nullvektor untersucht werden. Wegen
1/4+41/12 = 1/3 kann gefordert werden, dal niemals ein Teil der Lénge w/4 und ein
Teil der Linge w/12 jeweils (mindestens) einmal zuzuschneiden sind, andernfalls ist
die Instanz auf eine mit nicht kleinerem Gap riickfiihrbar. Nachdem b festgelegt wurde
(Schleife mit der Marke _1), werden einige dieser Tests durchgefiihrt, und ggf. wird b
entsprechend angepafit. Sei etwa Teil ¢ auszuschliefen. Dann fithrt b; := 0 auf das sel-
be Ergebnis wie b; := 1 und b; := 0 fiir alle j € I, j > ¢ mit anschlieendem Ubergang
zum lexikographisch néchst kleineren Vektor b unter Beriicksichtigung von bmax. Ein
Priifen aller Vereinfachungsmoglichkeiten wére zu aufwendig. Danach wird die Mate-
rialschranke z); berechnet (Zeilen i=zM=zH=0 und folgende). Bei 2z, < 7/4 gilt stets
IRUP, so dafl in diesem Fall die heuristische Bestimmung einer zuldssigen Losung der
ganzzahligen Aufgabe (1.3) entfallen kann. Andernfalls wird der Bedarfsvektor b in
den Vektor a kopiert, bevor irgendwelche Manipulationen stattfinden. Mit Hilfe der
jeweils aktuell verbleibenden Bedarfszahlen (Vektor a) wird eine zuléssige Losung von
(1.3) geméafl Greedy-Heuristik konstruiert. Sollte dabei eine verschnittfreie Variante
gefunden werden, dann war die Instanz reduzierbar, so dal die heuristische Losung
abgebrochen werden kann, und es wird mit verdndertem b entsprechend den oben
genannten Tests bei der Marke _1 fortgefahren, d. h. b wird wieder lexikographisch
kleiner. Ist keine verschnittfreie Variante gefunden worden, dann werden méglichst
viele der grofiten Teile (unter Beriicksichtigung der aktuellen Bedarfszahlen in a) in
die Variante gepackt, bis auch kein kleineres noch zu packendes Teil hineinpafit. Dabei
wird a um die gepackten Teile reduziert. Das Packen ist beendet, sobald a zum Null-
vektor wurde. Danach wird zy — z); ausgewertet und die gréfite erreichte Differenz
gespeichert. Hat sie zugenommen, dann wird sie zusammen mit b ausgegeben. Am
Ende wird das kleinste ¢ mit b; > 0 ermittelt (falls es existierte) und b; := b; — 1
gesetzt. Die im Programm auftretende Nebenwirkung b; := —1 fiir j > 4 ist ohne Be-
deutung, weil anschliefend b in jenen Komponenten wieder mit bmax iiberschrieben
wird. Sollte kein entsprechendes 7 gefunden worden sein, dann war b der Nullvektor,
und das Programm endet.

/*Ziel: Pruefung des groesstmoeglichen Gaps im Teilbarkeitsfall

bei k_i<=kmax*/

#include<stdio.h>

#define kmax 18

#define w 12252240L /*kgV(2,3,...,kmax)*/

#define str_w "12252240"

void main(void){

static const char bmax[kmax-1]={1,2,1,4,1,6,1,2,1,10,1,12,1,2,1,16,1%};
unsigned long Delta = w, Verschnitt, zH, zM;
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int i = 0; /*Indextyp int fuer Compiler besserx*/
char j, blkmax-1], alkmax-1];
for(;;){ /*Endlosschleife, wird unten mit return verlassenx/
while (i < kmax-1){
b[i] = bmax[i];

if (b[2])
b[10] = 0; /*1/4+1/12=1/3, 2/5+1/10=1/2 usw.*/
if (b[8] || bl1] && b[3]1>2)
b[13] = 0; /*1/10+1/15=1/6, 1/3+3/5+1/15=1%/
if (b[3] && b[13]==2)
b[13]--;
i=1;
do
if (2%b[i] > 1)
b[2%(i+1)] = 0;
while ((i+=2) <= kmax/2-2);
i=2zM=2zH = 0;
do
zM += b[i]l * (w/(i+2));
while (i++ < kmax-2);
if (zM > (w/4)*7){
do
i-—, alil=bl[i];
while (i);
doA{
j = alil;
zH += (Verschnitt=w); /*Varianten nach Greedy bestimmenx*/
do{
if (5 > alil)
j = alil;
alil -= j;
if ((Verschnitt -= j*(w/(i+2))) == 0){
b[i] = j-1;
goto _1;
}
do
i++;
while (i<kmax-1 && (al[il==0 || (j = Verschnitt/(w/(i+2))) == 0));
}while (i < kmax-1);
i=0;
do
i++;
while (i < kmax-1 && al[i] == 0);
}while (i < kmax-1);
if (zH-zM > Delta){
i=0;
printf ("z_H-z_M-1 = %lu/"str_w", b = (%u",
(Delta = zH-zM) - w, b[0]);
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do

printf (",%u", bl[++il);
while (i < kmax-2);
printf(")\n");

}
}/*Materialschranke>7/4%/
i = kmax-1;
while (b[i-1]-- == 0)

if (i-- == 1)

return;
Y/ *for(;;)*/

}/*mainx/

Folgende Ausgaben erzeugte das Programm, wobei nur die ersten und letzten Zeilen
angegeben werden:

z_H-z_M-1 = 456293/12252240, b = (1,2,1,4,0,6,1,2,0,10,0,12,0,0,1,11,0)
z_H-z_M-1 = 496333/12252240, b (1,2,1,4,0,6,1,2,0,10,0,12,0,0,1,10,1)

z_H-z_M-1 = 1177013/12252240, b = (1,2,1,4,0,6,1,2,0,10,0,12,0,0,1,10,0)
z_H-z_M-1 = 1217053/12252240, b = (1,2,1,4,0,6,1,2,0,10,0,12,0,0,1,9,1)
z_H-z_M-1 = 1222058/12252240, b = (1,2,1,4,0,6,1,2,0,10,0,12,0,0,0,11,0)
z_H-z_M-1 = 1262098/12252240, b = (1,2,1,4,0,6,1,2,0,10,0,12,0,0,0,10,1)
z_H-z_M-1 = 1398773/12252240, b = (1,2,1,4,0,6,1,2,0,10,0,11,0,0,1,11,0)
z_H-z_M-1 = 2119213/12252240, b = (1,2,1,4,0,6,1,2,0,7,0,10,0,0,1,15,1)
z_H-z_M-1 = 2238293/12252240, b = (1,2,1,4,0,4,1,2,0,10,0,10,0,0,1,16,0)
z_H-z_M-1 = 2278333/12252240, b = (1,2,1,4,0,4,1,2,0,10,0,10,0,0,1,15,1)
z_H-z_M-1 = 2310028/12252240, b = (1,2,0,4,0,0,0,1,0,8,1,12,0,0,0,0,0)

z_H-z_M-1 = 2386188/12252240, b = (1,2,0,4,0,0,0,0,0,10,1,11,0,0,0,0,0)
z_H-z_M-1 = 2464728/12252240, b = (1,2,0,4,0,0,0,0,0,10,0,12,0,0,0,0,0)
z_H-z_M-1 = 2557548/12252240, b = (1,2,0,4,0,0,0,0,0,9,1,12,0,0,0,0,0)

Die grofite Differenz war zy — 2z = 1 4+ 2557548/12252240 = 1 4 597/2860 <
5/4 beim Bedarfsvektor (1,2,0,4,0,0,0,0,0,9,1,12,0,0,0,0,0). Dem entspricht die
Instanz £ = (6;w; (w/2, w/3, w/5, w/11, w/12, w/13)T;(1,2,4,9,1,12)T) mit w =
12252 240. Eigentlich miifite die Korrektheit des Programms noch mit dem HOARE-
Kalkiil nachgewiesen werden, aber das wiirde den Rahmen bei weitem sprengen.

Theoretisch wére es auch moglich, auf diese Weise alle Fille fiir ¢; > w/23 zu unter-
suchen, ggf. auch mit einer verbesserten Version des Programms. Das Problem ist die
mindestens exponentielle Komplexitéit der im obigen Programm gefiihrten Rechnung.
Selbstverstéandlich wird aus einer IRUP-Instanz E wieder eine IRUP-Instanz erhal-
ten, wenn einzelne Teile von F in geringeren Bedarfszahlen gefordert werden, sofern
[zc| gleich bleibt. Damit konnte in obigem Programm eine erhebliche Reduktion des
Aufwandes erreicht werden, aber wenn die betrachteten Bedarfsvektoren b lexikogra-
phisch streng monoton fallen sollen, kann die Reduktion nur bei den kleinsten Teilen
durchgefiihrt werden. Warum sollte z. B. nach der Ersetzung von drei Teilen der Léange
w/13 durch zwei Teile der Lange w/15 und je ein Teil der Lingen w/14 und w/16
wieder IRUP gelten?
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Um den Teilbarkeitsfall im 1CSP allgemein zu untersuchen, sei G € IR geeignet
gewihlt — die Forderungen werden weiter unten erarbeitet. Zum Beispiel wird G := 2
alle Bedingungen erfiillen; es wird aber ein moglichst kleines G' gesucht. Fiir u €
IN \ {0} wird anstelle (2.4) definiert:

5y = [G+§Z] 1 (2.7)

SATZ 1: Fiir jede Instanz E des Teilbarkeitsfalls gilt A(E) < 7/5.

Beweis: Wegen A(E) < A(E") reicht der Nachweis fiir residuale Instanzen aus,
ebenso darf k; > 1 Vi € I angenommen werden. Es wird G := 7/5 gesetzt und gezeigt,
daB fiir jede Instanz F = (m;w;1;b) mit w/l; = k; € IN und b; < k; firi =1,...,m
immer J,, Vektoren a’ € IN™ existieren, so daf} gilt:

om
Zaij:bz-, izl,...,m (28)
j=1

Induktionsanfang: Fiir m < 3 gilt IRUP, so daf} die Behauptung wegen G > 1 zutrifft.

Induktionsschritt: Fiir festes m = u > 2 gelte (2.8). Gezeigt werden muf}; daf§ nach
Hinzunahme des (u + 1)-ten Teils (Bedarfszahl b,,7 < k,y1) eine zu (2.8) analoge
Aussage gilt. Folgende Annahmen diirfen gemacht werden:

o ki < ky <...< kyy1, ansonsten wird die Reduktion wie im Fall a) des Beweises
von Aussage 8 durchgefiihrt.

e Es gibt keine eigentliche, verschnittfreie Variante. Andernfalls kann sie separat
geschnitten werden, wobei z); = 2z um 1 abnimmt. Konnte A < G fiir die redu-
zierte Instanz nachgewiesen werden, dann gilt das auch fiir die Ausgangsinstanz.

Nun wird analog zum Beweis von Aussage 8, Fall b) weiter verfahren. Wegen 6,, < 0,41
kann die Induktionsvoraussetzung benutzt werden, d. h. es gibt §,,1 Vektoren a’ € IN“
mit

u+1

Za”—bz, 1=1,...,u

Es wird wieder eine (u + 1)—te Komponente gemé$ (2.5) definiert, so dafl die Unglei-
chung (2.6) fir j = 1,...,0,41 gilt. Aus der Festlegung (2.7) folgt

b
ki
b;

u—l—l
ur1+1 = [G+Z w

uM-E

bu+1 S ku—i—l * (5u+1 +1-— G — Z I?)
i=1
Sut1 1 Sut1 u_ b,
u—i—l_zau—i-l] S ku+1*(5u+1+1_G_k *Zau+1j ZE)
u+1 j=1 i=1 i
dut1 v 1 Su+t1
— ku+1*(5u+1+1—G— - *Zauﬂj Zk—*ZaU))
U =1 " gj=1
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1+1u+1
= kupr* (Oun +1 -G =
1

=1 1=

1
< kg (Bupr 1= G = Gy % (1— - +1)) (wegen (2.6))

Z

== 5u+1+ku+1*(]—_G) =1

Es mufl ¢ < 1 gesichert werden. Wegen der Ganzzahligkeit von b, und der a,; ;

Out1
wird dann Y7 ay41; > by sein, so dafl mit eventuellem Weglassen einzelner Teile

Gleichheit erreicht wird, womit der Beweis zu Ende wiére.

Die Bedingung ¢ < 1 muf} fiir alle v € IN, v > 2 und alle entsprechenden k;, b;

mit ¢ = 1,...,u + 1 erfiillt werden, wenn nicht auf andere Weise die Wahrheit der
u+1

Induktionsbehauptung bewiesen wird. Wegen (2.7) gilt d,41 < G + Z ZZ und daher

i=1 i

u+1b u+1b

111

Hinreichend fiir ¢ < 1 ist somit

1 u+1 bz
G>14 ——x ) — =t S(kut1), u=2,3,... (2.9)
kqul -1 i=1 kz

Um eine obere Schranke fiir S(k,41) zu finden, soll S(k,41) zuerst moglichst groB
gemacht werden. Aufgrund der gemachten Annahmen scheidet die Moglichkeit &k = 1
aus. Wegen 0 < b; < k; tritt fiir festes v € IN der ungiinstigste Fall ein, wenn
ki=1+1firi=1,...,u+ 1 gilt, denn dann werden besonders grofle Summanden
addiert. Groflere k.1 als u + 2 brauchen nicht betrachtet werden, denn bei einer
entsprechenden Erhchung von u wiirde dieser Fall mit erfafit, wobei noch zusétzliche
(positive) Summanden hinzukommen kénnten.

Daf keine eigentliche, verschnittfreie Variante existieren soll, heiffit insbesondere b; <
k;. Ist der Nenner eines Summanden in S(k,1) eine Primzahl p, dann darf der Zahler
hochstens p — 1 sein, sonst kénnte eine eigentliche, verschnittfreie Variante zusam-
mengestellt werden. Es ist z. B.
1214612101211618224 2 28 1
S(30) <1 —F—t—t—t—F+—F— — 29.
(30) < +(2+3+4+5 7 8+9+11+13+16+17 19 23+25+27 29+30)/

Sei ¢ € IV \ {0}. Mit den Typen p,p?,...,p? von Teilen, jeweils in der Bedarfszahl
p—1, kénnen alle Langen r*w/p? mit r € {0,1,...,p?—1} zusammengestellt werden.
Deshalb ist auch fiir Primzahlpotenzen p? im Nenner der Zahler nur p — 1 fiir den
ungiinstigsten Fall.

Enthélt ein Nenner genau zwei verschiedene Primfaktoren pq,p, in den Potenzen
q1,q2 € IN '\ {0}, dann ergeben sich mit den Teilen der Typen p;,p?,...,p!" und
P2, p3, ..., pE, jeweils in den Anzahlen p; — 1 bzw. py — 1, immer eigentliche, ver-
schnittfreie Varianten wie folgt: Fiir r = 0,1,...,p¥ — 1 werden die Produkte r * p
betrachtet. Diese durchlaufen dann alle Restklassen modulo p{* je einmal, da die Po-
tenzen pi' und p?* teilerfremd sind. Es gibt also eine durch p#* teilbare ganze Zahl
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g € 10,p¥ *pP — 1] mit g = —1 (mod pi'). Folglich ist r := (p{* xpP —1—g)/p{* € IN
und ro := g/p% € IN und ry *pI' +roxp +1 = pI' xp¥*, so daB ry Teile des Typs pf*
und 75 Teile des Typs p3* zusammen mit einem Teil des Typs p{* x pd* eine eigentliche,
verschnittfreie Variante bilden. Folglich fallen derartige Summanden in S(k,.1) weg.
Addierte man alternativ einen Summanden (p; — 1)/(p{" *p&*) oder (ps —1)/(p1* * p3*)
statt des Summanden (p; — 1)/pf* bzw. (ps —1)/p% in S(ky,41), dann ndhme S(k,11)
ab.

Enthélt ein Nenner mindestens drei verschiedene Primfaktoren, dann kann der betref-
fende Bruch, z. B. 1/30, nicht in jedem Fall vollstéindig eliminiert werden. So ist die
Aufgabe /2 + r9/3 + r3/5 = 29/30 in natiirlichen Zahlen r; unlésbar. Lautet der
Nenner pi' * p2* % ... % p? mit s > 3, ¢; € IN \ {0}, i = 1,...,s und den Primfakto-
ren p; < py < ... < ps, dann darf aber gefordert werden, dal der Zahler hochstens
p; — 1 ist, wenn die Teile der Typen p;, p?,...,p¥ je (p; — 1)-mal gefordert wurden
(i=1,...,s).

> p—1

Wegen > ]?T = 1ist eine einfache Abschitzung von S(k, 1) damit gegeben, dafl die
=1 P

Anzahl der Primzahlen bis £, ermittelt wird und hier noch zusétzliche Summanden

wie 1/30, 1/66, 1/84, 1/90, 1/102, 2/105, ... zu ergéanzen sind. Seien s € IN, s > 3

und N := pP x...xp% mit 3 < p3 < ... < ps. Die zusitzlichen Summanden sind dann

wie folgt zusammenzufassen und abzuschétzen:

0o 0 ' ' 1
e bei s = 3: ZZQ"*S_J/N:ﬁmith&

i=1j=1

e bei s = 4: 222—@*3—1/N+Z3—3*2/N:ﬁ mit N > 35;

i=1j=0 i=1
' 0o oo _i B 00 B 2p3+3
e beis>5 > >2"%«37/N+> 37%2/N+(p;—1)/N = 5N < 1/59
i=1 j=0 j=1
2p3 +3 2+ 3/ps 2,6
wegen = <

2N 2 pP hupPa . wp? T 24Tk 11

Fiir unterschiedliche s, p; oder ¢; (i = 3, ..., s) ergeben sich unterschiedliche N. Jeder
der zusétzlichen Summanden wird bei genau einem der obigen Félle fiir ein bestimmtes
N erfafit. Da jede Primzahl gréfer als 3 bei Division durch 6 den Rest 1 oder 5 laf3t,
ist die Anzahl der Primzahlen bis k, ., hochstens

Vﬂ&l + 5J

; (2.10)

und auch die zusammengesetzte Zahl N liegt in der Restklasse =1 modulo 6. Fiir
jedes solche N wurde hochstens 1/10, also weniger als 1, hinzugezéhlt. Damit ist die

u+1
Summe der Briiche Y b;/k; in S(k,41) ebenfalls mit Formel (2.10) abzuschétzen. Es
i=1

folgt
| (kus1 +5)/3)

kui1) <1
S( +1)_ * ku—i—l_l

4 2
< =
-3

+——
ku—i—l -1
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also ist fiir k,,; > 31 die Bedingung (2.9) wegen S(k,y1) < 7/5 erfiillt. Bei k41 €
ky 5)/3

(21,24, 26,27,29,30} gilt L k“+ )1/ J < 04, also S(kys1) < 1,4 Fiir kyyy €
u+1l

{20, 22,23,25,28} ist S(ky+1) < 7/5 durch direktes Ausrechnen zu bestétigen. Ist
kui1 < 18, dann gilt geméf Lemma 2 immer A < 5/4, so dal die Induktionsbe-
hauptung ebenfalls zutrifft. Sei k1 = 19. Ist b, < 17, dann ist S(19) < 7/5. Ist
bur1 = 18, dann kann wieder mit Lemma 2 argumentiert werden. Gegeniiber einer
Instanz mit k; < 18 kann wegen z¢c = 2z das Gap dann ndmlich nur um hochstens
1 —18/19 = 1/19 zugenommen haben, und 5/4 + 1/19 < 7/5. 0

Bemerkung 1: Die einzigen primen Restklassen modulo 30 sind £1,+7,+£11 und 413,
so daB hochstens (4ky, 41 +44)/15 Primzahlen bis &, 11 existieren. Es ist kein Problem,
den Primfaktor 5 in obige Fallunterscheidung einzubeziehen. Um den Beweis auch fiir
deutlich kleinere G fiithren zu konnen, miissen jedoch die Schranken fiir das grofitmogli-
che Gap fiir kleine k, 1 verbessert werden. Hilfreich kénnte die Konstruktion besserer
Schnittpliane sein.

2.3 Materialschranke und Gap

Werden fiir eine beliebige Instanz E des 1CSPs alle Léangen ¢; durch die nicht kleineren

Léangen w/k; ersetzt, dann konnen z¢ und zp nicht abnehmen. Fiir die so abgednderte

Instanz E' gilt z¢(E') = Y b;/k; und zp(E') < z¢(E') + 7/5 wegen Satz 1, da der
i€l

Teilbarkeitsfall vorliegt. Aufgrund der Materialschranke (1.8), S. 11, gilt zy(E) >
> bi/(k; + 1) und folglich
el

7 b; 7 b;
E — s d A(F) < E)— E - — (211
p(E) < L+ 0 md AW) < sp(F) —aw(B) < £+ 3 ot @)
Wenn die Sortierung (2.1), S. 22, vorausgesetzt wird, gilt &y < ... < k,, und zp(E) <
7/5+ 2y (E)* (k1 +1) /K. Dies gilt insbesondere auch fiir alle residualen Instanzen £,
Wegen A(E) < A(E™) und zy,(E) < zo(E) ergibt das im Abschnitt 1.7 angegebene
Lemma 1, S. 19, bei Wahl von p := (k; + 1)/k; und ¢ := 7/5 die Abschétzung

< m 4 7k'1
o+l 5%(kt 1)

A(E)

Sind nur zwei verschiedene Typen von Teilen in E vorhanden, dann gibt es in £’

nur zwei verschiedene Teile zu packen, so dafl wegen Aussage 2, S. 19, fiir F’ sogar

IRUP gilt. In Kapitel 3 wird diese Situation fiir die Typen k und k + 1 ausfiihrlicher

untersucht. In diesem Fall ergibt sich zunéchst zp(F) < z2p(E’) < z¢(E') + 1. Wegen

b; € IN und k; € {k,k + 1} Vi € I ist der Nenner von z¢(E’) Teiler von k * (k + 1).

Folglich ist entweder z¢(E’) € IN oder z¢(E') > |z2c(E")] + m Aus zp(F) € IN
folgt daher

b; 1

E) < —+1—-—]. 2.12

g )—{;kﬁ k*(k+1)J (2:12)

Im 1CSP kann immer dafiir gesorgt werden, daf eine zuléssige Losung des ganzzah-

ligen Problems (1.3) gefunden wird, in der in allen Varianten — mit héchstens einer
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Ausnahme — ein Materialausnutzungsgrad iiber 50% erreicht wird, indem zuerst die
grofiten Teile gepackt werden. Das ergibt die sehr grobe Abschitzung zp < 223,41, die
fiir alle Instanzen des 1CSPs gilt, insbesondere auch fiir residuale. Es folgt A < zp,+1
und wegen Lemma 1 auch A < (m+1)/2. Diese Schranken kénnen verbessert werden,
indem bessere Heuristiken eingesetzt werden, die dafiir sorgen, dafl in allen Varian-
ten, hochstens eine ausgenommen, entweder eine moglichst hohe Materialausnutzung
erreicht wird oder gezeigt werden kann, dafl auch in einer Optimallésung von (1.6)
in diesen Varianten der grofle Verschnitt vorkommen mufl. Obwohl im dritten Ka-
pitel bessere Abschétzungen fiir das Gap hergeleitet werden, soll so ein Beweis hier
demonstriert werden.

1
Algorithmus zum Nachweis von A < max{l, m;—}

1. Trenne den ganzzahligen Anteil von der Optimallgsung von (1.6) ab. Es wird also
nur die residuale Instanz (1.11) betrachtet. Diese formuliere geméfi Abschnitt
1.5 als E = (m;w;1;e), wobei {1 > ... > (s gelte. Sei [ :={1,...,m}.

2. Setze Ty :={i €l :k; =1}, Th:={icl:k=2},Ts:={icl:k >3}und
T, =Ty := (.

3. a) Bei T1 = (Z) setze T4 = T4 U TQ U T3 und T2 = T3 = (Z), halt.
b) Bei Ty = () gehe zu Schritt 4.
c) Setze i := min{i : i € Ty}, danach Ty := Ty \ {i}. Falls {; + {; > wVj € T}
gilt, dann setze Ty := T, U {i} und gehe zu Teilschritt b).
d) Setze j := min{j € Ty : {; + {; < w}, danach T5 := T5 U {i,5} und T} :=
T1\ {j}. Gehe zu Teilschritt a).

4. a) Wihle i € T} beliebig. Setze Ty := Ty \ {i} und Tj := {i}.
b) Solange es moglich ist, wéhle ein j € T3 mit ¢, + > ¢; < w und setze

i€Ts
T3 = T3 \ {]} sowie T6 = T6 U {j}
c) Bei 62% l; > 2w/3 setze Ty := T5 U Tg, sonst Ty := Ty U Tg.
1cle

d) Bei T} # 0 gehe zu Teilschritt a).

e) Setze Ty := Ty U T3 und T3 := (), halt.
Auswertung: Bei z),(E) < 1ist A(E) < A(E) < 1 klar. Sei z),(E) > 1. Simtliche
Teile von F wurden in den Mengen T, Ty und T versammelt. Tg war nur eine Hilfs-
Menge zur Formulierung von Schritt 4. Solange Schritt 3 abgearbeitet wird, werden in
T je ein Teil der Typen 1 und 2 versammelt, was zusammen eine Materialausnutzung
iiber 5/6 ergibt, wihrend nach 7, nur Teile des Typs 2 kommen, die auch in der
stetigen Relaxation (1.6) zumindest in dieser Anzahl nicht mit Teilen des Typs 1
kombinierbar waren, weil in Schritt 3¢ jeweils das grofite noch zu packende Teil des
Typs 2 ausgewéhlt wurde und dieses mit keinem der noch zu verarbeitenden Teile des
Typs 1 vertréglich war.

1. Fall: Ty # (. Dann konnte der Algorithmus nur in Schritt 4e und nicht in Schritt
3a enden, so dafl einmal in Schritt 3b gesprungen wurde. Nur im Schritt 4 ¢ wurden
wieder Teile nach Ty gebracht. Da in T3 nur Teile mit einer Linge bis w/3 waren,
kann in Schritt 4 b immer eine Materialausnutzung iiber 2/3 erreicht werden, es sei
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denn, T3 enthielt zu wenig Teile. Das mufl wegen Ty # () einmal eingetreten sein, so
dafl nur noch Teile des Typs 1 zu verarbeiten waren. (Es kann auch das allerletzte
Typ-1-Teil in Schritt 4a aus 7} entnommen worden sein.) Folglich war T3 = () schon
vor Schritt 4 e erreicht worden, und in 75 und 75 wurden nur Varianten gesammelt,
die ein Typ-1-Teil enthalten. In T, sind nur Teile des Typs 2, d. h. keine drei von
ihnen bilden eine zulédssige Variante, wohl aber je zwei beliebige Teile. In der stetigen
Relaxation (1.6) kann auch jedes Typ-2-Teil zweimal in einer uneigentlichen Variante
verwendet werden, die dann 1/2-mal benutzt wird. Bezeichne I; die Indexmenge aller
Typ-1-Teile der Instanz E. Mit den Uberlegungen zu Schritt 3¢ ergibt sich somit
nach Beendigung des Algorithmus z¢(E) als die Anzahl aller Typ-1-Teile plus die
halbe Anzahl der nach T) gebrachten Teile, also zo(E) = || 4 [T4|/2. Fiir zp(E)
ergibt sich zp(E) = |I,| + [|Ty4|/2] und damit A(E) € {0;1/2}.

2. Fall: Ty = (). Samtliche in T5 versammelten Teile ergaben mehr als 2/3 Materialaus-
nutzung, so dafl nur noch 7); zu diskutieren ist. Nach 7, kamen keine Teile des Typs
1. Zwei beliebige Teile vom Typ 2 ergeben zusammen stets mehr als 2/3 Materialaus-
nutzung. Angenommen, es bleibt genau ein Teil dieses Typs iibrig. Wenn weitere Teile
aus T erginzt werden konnen, dann ist wegen ¢; < w /3 Vi € T3 immer eine Mate-
rialausnutzung iiber 2/3 erzielbar, hochstens eine Variante ausgenommen. Nach dem
Schneiden von z € IN solcher Varianten bleibt weniger Material als 1I7b — z % w * 2/3
zuzuschneiden. Ist dies hochstens w, dann pafit dieser Rest in eine Variante. Das heifit,
bei 2y (E) — 2% 2/3 < 1 baw. z > 1,5 % (zp(E) — 1) ist zp(E) < z + 1. Folglich ist
zp(E) < [15%(2m(E)—1)]+1 < (S*zM( )4+1)/2. Lemma 1 ergibt A(E) < (m+1)/3.
Wegen A(E) < A(E) gilt die Behauptung. 0

2.4 Wert einer Variante zur Abschitzung des Gaps

Der Wert einer Variante a ist als v := Y a;/k; definiert. Fiir maximale elementare
i€l
Varianten ist stets v = 1. In jeder Optimallésung von (1.6) ist die Héufigkeit einer
Variante mit Wert v < 1 stets 0, vgl. [20]. Die Begriindung ist diese: Sei a eine
derartige Variante, die in der Héufigkeit Z in (1.6) verwendet wurde. Dann kann z
mal a durch eine Kombination elementarer Varianten ersetzt werden, ndmlich durch
die bis zu m Varianten k;e’, jeweils in der Hiufigkeit 7 * a;/k;, i« € I. Dann gilt
T * a; ; _ _ _ . .

ra = Z * ke und Y T % a;/k; = v * T, so dal der Zielfunktionswert fillt,
falls £ > 0 war. Ebenso kann jede nicht elementare Variante, deren Wert genau 1 ist,
durch elementare Varianten ersetzt werden, ohne den Zielfunktionswert in (1.6) zu
beeinflussen. Deshalb darf immer eine Optimallosung der Relaxation (1.6) zugrunde
gelegt werden, in der nur elementare Varianten und Varianten mit Wert v > 1 positive
Héufigkeiten z;, j € J haben kénnen.

Im 1CSP ist immer v < 1,7 geméB [5]. Dazu hatten Coffman und seine Mitautoren
eine stiickweise lineare Funktion W : [0,1] — IR, definiert und gezeigt, daf fiir
beliebig gegebene x; € (0, 1] mit Z x; < 1 stets Z W(z;) < 1,7 gilt. Eine geringfiigige

Verbesserung ist wie folgt moghch

Lemma 3: Mit ¢y := 1 und ¢, := t,, % (¢, + 1) werde die Folge (¢,,) rekursiv definiert.
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Dann ist im 1CSP der Wert einer zuléssigen Variante stets kleiner als

fiir beliebige p € IN. Die Konstante v = 1,6910302. .. ist irrational.
Beweis: Sei p € IN beliebig. Zuerst wird eine Funktion f : [0,1] — IR, gemiB

t 1 ~
p T xx+ f(x)
tp

flz) =

mit einer stiickweise konstanten, monoton wachsenden, iiberall in (0, 1] linksseitig
stetigen Funktion f definiert. Dabei sei f(z) = 0 fiir 0 < « < 1/t,. Fir n € IV,

- t, —
O0<n<t,und 1/(n+1) <x < 1/n seijeweils f(z) = *<P+Il)*t :
n n D

Nun wird f(z) > 1/[1/z]| fiir alle € (0,1] gezeigt. Fur 0 < x < 1/(t, + 1) folgt
f(x) > 1/[1/x], denn
1 1 1 1 1
by + *:U*L—J>tp+ *x*(——l):tp+ x(1—2)>1
t, x t, x t,

wegen v < 1/(t,+1). Bei 1/(t,+1) <2 < 1/t,ist |[1/x] =t, und xx(t,+1)/t, > 1/t,.
Fir 1/t, < x <1 wurde der additive Term in f jeweils passend festgelegt, denn fiir
nelN,0<n<t,und 1/(n+1) <z <1/nist |[1/x] =n und

1 t,+1 ty—n I nxty+n+t,—n—(n+1)x*t,

R ) Y A ty s (n+1)

Um eine Beziehung zum Wert v einer beliebigen Variante a # o in einer Instanz E :=
(m;w;1;b) des 1CSPs herzustellen, wird ein spezielles Rucksackproblem hergeleitet.

0= e e () = S b S e )
i=1 w/@ Z tp i=1 ' w
Somit entsteht das Rucksackproblem
= r gz . T
2= a;* f(—) - max! bei a; € N und a'l <w. (2.13)
i—1 w
Teile gleichen Typs werden nun zusammengefafit. Fiir s =1,...,t, — 1 seien
1 6 1
={iel:k=s}t={iel: <2< -
=1 sh=1i s+1 w™ s}

und ys := Y a;. Anstelle des Problems (2.13) wird das Ersatzproblem
=

tp—1 tp—1

t —
p 5 xys — max! bel Y Ys <1, y,€IN (2.14)

22::;::13*(3%—1)*@, s+l
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t, — S
P und
s*tp

fallen streng monoton. Das Problem (2.14) kann leicht mit Dominanziiberlegungen
gelost werden.

gelost. Es gilt 21 < 2z5. Die spezifischen Werte der gesuchten y, lauten

Zuerst sei ¢ := 0. Bevor iiber y; entschieden wird, ist der von den schon in den
Rucksack gepackten Teilen noch nicht belegte Platz 1/t,. Daraus folgt y,, < 1. Wird
ys, := 1 gesetzt, dann erhoht sich z, im Problem (2.14) um

tp—tq _ tp—tq
te* (tg+1)xt, tep1xt,

Wird dagegen ¥, := 0 gesetzt, dann ist y, 11 < (t4 + 2)/t,, und alle weiteren Teile
ergeben hochstens den Beitrag
ty—t,—1 Jat2 ity
(tg + 1) * (g +2) * 1) tq tor1 % tp

fiir 2o, was nicht optimal ist. Deshalb ist y; := 1 zu wihlen. Danach verbleibt ein

freier Platz
1 1 1 1

te tot 1l tok(te+1)  tem
im Rucksack. Folglich ist y, = 0 fiir alle s mit t, < s < t,4; zu setzen. Diese Uber-
legungen kénnen mit einem um 1 erhéhten ¢ wiederholt werden, solange ¢ < p ist.
Gegebenenfalls werden im Rucksackproblem (2.14) noch wertlose Teile mit der Grofie
0 ergénzt. Folglich gilt

p 1 p
Zt +1 /%ﬂ%g-z ;

p

o1 bt

v< L —I—Z
tp

Diese Abschétzung gilt fiir beliebige p € IN und geht fiir p — oo in v < v {iber. Da
in v nur endlich viele rationale Zahlen addiert wurden, ist die Behauptung bewiesen,
sobald die Irrationalitdt von v gezeigt wurde.

ty —tn
t *tn+1

1
tn

Angenommen, es gidbe eine positive ganze Zahl g mit g x © € IN. Fiir hinreichend
grofles p € IN ist 2g < t, + 1, so da§

0 * 1
0< Y Loy
n=p+1 n

wird, denn der erste Summand liegt in (0, 1/2), und alle weiteren Summanden sind
hochstens halb so grof wie der vorherige. Wegen

P
Zg>|<zfp€]N

n=0 tn

ergibt sich der Widerspruch g % t, * 0 ¢ IN. 0

Sei k := (1/ky,...,1/ky)T. Ferner sei x eine Optimallssung von (1.6). Mit v < @
aufgrund des Lemmas 3 und der linken Ungleichung in (2.11) folgt die sehr grobe
Abschétzung

2p<T/5+k'b=T7/5+k"Ax<T7/5+0%Y x;="T/5+1%* 2, (2.15)

jeJ
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also A <7/5+(0—1)*zc und A < (1 —1/0)*m+7/(50) wegen Lemma 1, weil die
Formel (2.15) fiir alle Instanzen des 1CSPs gilt, also insbesondere auch fiir residuale.
Hier wurde aber nicht beriicksichtigt, daBl hohe Werte nahe ¢ nur mit bestimmten
Varianten entstehen konnen, etwa 1 +1/241/6+1/42+1/1806 + ... ~ 1,691. Diese
Uberlegungen werden im Abschnitt 5.1 wieder aufgegriffen werden, weil die Mate-
rialschranke im d-dimensionalen Vektorpackproblem bei d > 1 fiir die gewiinschten
Abschétzungen nicht mehr ausreicht.

In der nachfolgenden Tabelle werden alle denkbaren dominanten Varianten mit Wert
v > 1 aufgezéhlt, die nur Teile der Typen 1-5 enthalten. Hierbei bedeutet ,,denkbar*,
dafB fiir bestimmte 1 und w oder eine bestimmte Auswahl von Teilen der vorgegebenen
Typen die Varianten zuléssig sind, fiir andere nicht. Fiir ¢ = 1,...,5 gibt ¢; € IN an,
wieviele Teile des Typs ¢ in der Variante kombiniert wurden. Von diesen 36 Kombina-
tionen gibt es nur zehn, die von jedem Typ hochstens ein Teil enthalten und deshalb
stets eigentliche Varianten ergeben.

¢t 11 1 1 1 1 1 1 1 O O O O O O O O O
c 1 0 0 O o0 o o o0 o 2 2 2 1 1 1 1 1 1
c¢s 011 1 0 0 O O O 1 0 0 2 1 1 1 1 1
g 0O 1 0 o0 2 1 1 0 O O 1 0 0 2 1 1 0 O
c 0O 0O 1 0 o0 1 o 2 1 0 O 1 0 O 1 0 2 1
60v 90 95 92 80 90 87 75 84 T2 80 75 72 70 80 T7 65 T4 62
c 0 0O O o o o o o0 o o0 o0 o0 0 o0 0 0 0 O
e 1 1 1 1 0 0O O O O O O O O O O O 0 O
cs 00 0O 0 3 3 2 2 2 1 1 1 1 1 0 0 0 O
aq 3 2 1 0 1 0 2 1 0 3 2 2 1 0 4 3 2 1
¢ 0O 1 2 3 0 1 0 1 2 0 2 1 3 4 1 2 3 4
60v 75 72 69 66 75 72 70 67 64 65 74 62 71 68 72 69 66 63

37



Kapitel 3

MIRUP-Untersuchungen bei
(k, k + 1)-Instanzen

3.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel werden schérfere Schranken fiir das 1CSP hergeleitet, indem zuerst
ein wichtiger Spezialfall behandelt wird. Eine Instanz E = (m;w;1;b) des 1CSPs
heiflt (k, k + 1)-Instanz, wenn sdmtliche Teile vom Typ k oder k + 1 mit einer Zahl
k € IN\{0} sind. Im Fall k£ = 1 gilt IRUP, sogar A € {0;1/2}, da keine drei Teile eine
zuléssige Variante bilden und jede uneigentliche Variante aus genau zwei Typ-2-Teilen
besteht. Interessanter ist der Fall k = 2 (groflere k analog). Die meisten der in diesem
Kapitel angegebenen Aussagen sind schon in [27] in stark verdichteter Form enthalten
und konnen unter einer Voraussetzung auch auf das d-VPP verallgemeinert werden,
siche Abschnitt 5.3.

Zusitzlich zur Bezeichnung (1.1) wird
[k :{Zelkzzk} und [k+1 :{Zelkzzk+1} (31)

festgelegt. Fiir jede (k, k + 1)-Instanz gilt dann I = I}, U Ix,;. Eine (p, ¢)- Variante ist

eine zuléssige Variante a mit > a; = pund > a; = ¢, d. h. es werden genau p
i€l i€lh41

Teile des Typs k und g Teile vom Typ £+ 1 mit dieser Variante gepackt. Offensichtlich
werden in Optimallosungen der stetigen Relaxation (1.6) keine (p, ¢)-Varianten mit
p+q < k und keine (k—q, q)-Varianten mit ¢ > 0 verwendet, denn der Wert derartiger
Varianten wire unter 1.

Sei x € IR"} eine beliebige zuléssige, nicht notwendig optimale, Losung der Relaxation
(1.6). Sei S C J eine Teilmenge der Indexmenge aller zuldssigen Varianten. Dann sei

y(x,8) =) 7, (3.2)
j€S
die Summe der Héufigkeiten aller Varianten aus S, wobei wie iiblich die leere Summe

0 ergibt, d. h. y(x,0) = 0. Die Summe der Hiufigkeiten aller Varianten, die genau ¢
Teile des Typs k + 1 enthalten, ist

Yq = y(i’ {j € J| Z Q5 = Q}) (33)

€141
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Ist x Optimallosung der stetigen Relaxation (1.6), dann ist y, (mit ¢ € {1,...,k+1})
die Summe der Haufigkeiten aller (k 4+ 1 — ¢, ¢)-Varianten, wihrend y, sdmtliche k-
Teile-Varianten erfaflt.

3.2 Der Nenner des optimalen Zielfunktionswertes
der stetigen Relaxation

Die Betrachtungen dieses Abschnitts dienen als Motivation fiir den Abschnitt 3.3 und
als Grundlage fiir bestimmte Nicht-IRUP-Konstruktionen. Hierbei wird hauptséchlich
der Fall £ = 2 betrachtet. Es wird gezeigt, daB fiir zo sehr viele verschiedene gebro-
chene Zahlen moglich sind.

Aussage 9: Sei u € IN beliebig. Die Festlegungen
m = 2u+1, w:=2"43, {1 ;= (w+1)/3 und ¢; := w—20; 4 firi =2,3,...,m (3.4)

Bm+1)«x2"+1
9 % 2m

. Dieser Bruch

ergeben eine (2, 3)-Instanz E = (m; w;1;e) mit z¢c =
kann nur durch 9 gekiirzt werden.

Beweis: Zuerst wird gezeigt, daf tatsichlich eine (2, 3)-Instanz vorliegt. Danach wird
eine zuldssige Losung der Relaxation (1.6) konstruiert, die genau den angegebenen
Zielfunktionswert besitzt, und gezeigt, dafl die Losung optimal ist, es also insbesondere
keine bessere gibt.

Wegen (3.4) gilt ¢; = w/3 + (=2)"1/3 Vi € I, also ly, = 22T /3 +1 —22v71/3 =
1+ 2271 > w/4 und oy = 22T1/3+ 1+ 2%/3 = 1+ 2% < w/2. Damit gilt
w/4 < l; <w/2Vi e I, so daB tatsdchlich eine (2, 3)-Instanz vorliegt.

Nun wird eine Kette geeigneter (2,1)- und (1,2)-Varianten erzeugt. Dabei bedeu-
tet x; x a/, daB die Variante a’ genau z;-mal in (1.6) benutzt werden soll, also die
Héufigkeit x; hat:

1 1. 3 5 11
5 X (26" %)+ 2 x (€7 4+2e%) + 2 x (27 4 €') 4 7o x (€7 +2¢) + o0 x (2e” +€7) £

Diese Kette kann nicht mit einer Variante 3e™ abgeschlossen werden, denn w — 3¢, =
2% 4% +3 -3 —3%x4" = —4" < 0, d. h. die Variante wire unzuléssig. Auf das letzte
(1,2)-Glied folgt die Variante 2e™ mit der Haufigkeit x,,.

Fiir die Haufigkeiten z;, j = 1,2,...,m — 1 gilt 23 = 1/2 und z; = (1 — z;_1)/2,
j > 1. Da die letzte Variante 2e™ ist, gilt das auch fiir x,,. Die Losung dieser Anfangs-

1 — (—1/2)]

wertaufgabe ist x; = —3 Es ergeben sich hohe Zweierpotenzen im Nenner
von zZc¢:
1 & 1, 1 1 1
I 1—(=2)¢ - - 1— (== 2u
o= e ()t e (i (™
2u+1 1 2, 1, 1 1 I
3 _5*2._(_5) 3t 79



u+2 1 2 1., 1 1.,
RN N <1—<—5>2 gt
_ but4 1 (— )2u+1 _ (Bm+1)%x2m+1

9 9 x 2m

Da nur endlich viele Briiche mit Zweierpotenzen als Nenner addiert wurden, im Nen-
ner von z¢ aber noch eine 9 steht, kiirzen sich die Neuntel weg. Wie in (3.4) festgelegt,
wurden auch genau m = 2u + 1 verschiedene Teile verwendet, und die oben angege-
benen Varianten sind zuléssig.

Nachweis der Optimalitédt der konstruierten Losung trotz niedrigerer Materialschran-
ke: Die Basismatrix B hat die Gestalt

2.0 0 0
12 0 0
B=|01 2 :
: 0
00 ... 1 2

also b;; = 2, biy1,; = 1, alles andere ist null. Die Inverse hat die Gestalt

1/2 0 0 0 ... O
—-1/4  1/2 0 0 ... O
B! = 1/8 —1/4 1/2 0 ... O ’
P R G /0] L 1/2
_ 1 1.,
also bl(-j b= 3 * (—5)”3 fiir ¢ > 7, sonst 0. Die in der Spaltengenerierung zu lésenden

Rucksackprobleme lauten e’ B~'a — max! bei a € IN™, 17a < w. Die i-te Kompo-
nente des Zeilenvektors g7’ = e’ B! ist

hm gt L) =g L (= e m
2 H 23 2

1
Eine Verbesserung wire moglich, wenn g7a > 1 wiirde. Nun ist aber max g; = 3 *(1—

1 1
(—5)1) =5 d. h. nur fiir 3° a; > 2 kann g’a > 1 werden. Weil jedes Teil hichstens
il

dreimal in eine Ausgangslange paft, folgt aus der Ganzzahligkeit von a schlielich
S a; = 3, wenn ein Abstieg erreicht werden soll. Damit wird 17a = w+ 3" a;#(—2)""1/3
el icl

und

1
7*21__ 2u+2 ’L)a ;*3_'_3*2 2u— 1*2 ai-

el i€l

Wenn g’a > 1 werden soll, muB also 17a > w werden, Widerspruch. Somit gibt
es keine Abstiegsmoglichkeit mehr; der erreichte Wert zo = (6u + 4 + 272“71) /9 ist
optimal. O
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Bemerkung 2: Diese Uberlegungen kénnen analog auf (k, k 4+ 1)-Instanzen mit k > 2
iibertragen werden, so dafl das Gap sehr viele verschiedene gebrochene Werte anneh-
men kann.

Fiir v € IN wird auch die (2, 3)-Instanz
E=(2%3%2"" — 5. (52" =2 5%2v"1 —3 . 3x2" 1 3x2v1 —1)T;e) (3.5)

betrachtet. Fiir u = 0,1,...,6 besitzt die Relaxation (1.6) die optimalen Zielfunkti-
onswerte 1/2,3/4, 7/5, 30/11, 124/23, 504/47 und 2032/95, was zur Vermutung

) 22u—1 __ gu—2 _m2/2—m/4_i* (6m+1)*(%m—1)+1

T8kl o1 Zm—1 18 Sm— 1

Anlaf} gibt. Der Beweis steht noch aus. Fiir u > 2 sind Zahler und Nenner teilerfremde
natiirliche Zahlen.

Wird in der Instanz (3.5) das groBte Teil durch (w —1)/2 = 3m — 3 bei u > 1 ersetzt,
dann entstehen andere auffillige Nenner. Oft konnen noch viele eigentliche Varianten
abgetrennt werden, wobei z¢ jeweils um 1 fillt, der Nenner also unveréndert bleibt.
So eine Instanz ist z. B.

E = (22;379; (189,155,153, 150, 149, 144, 138, 136, 133, 131,
128,127,123,122, 117, 113,112,107, 103,99,97,95)T;e), zc = 7 + 167/376.

Das Abtrennen anderer oder weiterer Varianten oder das Variieren der Léngen kann
andere Primfaktoren im Nenner liefern, z. B.

Nenner 14: E = (5;90; (42, 36, 31,25,23)T; e) ergibt zc = 1 + 11/14;
Nenner 17: E = (8;90; (43,42, 36, 31, 26, 25,24, 23); e), zc = 2 + 14/17;
Nenner 38: E = (8; 128; (52, 50, 46, 43, 42, 40, 36,34)7; €), 2o = 2 + 27/38;
Nenner 26: F = (12;187;(78,77,75,72, 65,60, 58,57, 54, 53,52, 49)T; e),
2o =44 1/26;
Nenner 62: E = (14; 187; (78,77, 75, 72, 69, 65, 63, 60, 58, 57, 53, 52, 50, 49)7; e),
2o =4+ 45/62.

3.3 Riickfiihrung auf einfachere Instanzen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie jede (k,k + 1)-Instanz so vereinfacht wer-
den kann, dafl der optimale Zielfunktionswert der stetigen Relaxation (1.6) ganz-
zahlig wird. x¢ und x? seien beliebige Optimallésungen von (1.6) bzw. (1.3). Un-
ter Benutzung der Bezeichnung (3.2) wird yo = y(x%,{j € J : eTa’ < k}) und
yp = y(xP,{j € J: eTal < k}) gesetzt, d. h. yo und yp geben die Summen der
Héaufigkeiten derjenigen Varianten an, welche aus hochstens k& Teilen bestehen.

Lemma 4: yp > yc.

Beweis: y(x“,{j € J:eTal <k})=0und y(x°,{j € J: eTal > k}) = 2¢ — yc sind
offensichtlich. Die Teilebilanz liefert

eTb:yC*k—l—(zC—yc)*(k:+1):zc*(k+1)—yc. (3.6)
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Gilt yp = 0, dann folgt (k+ 1) * 20 —yc = e’b = (k+ 1) * zp > (k + 1) * z¢, also
Yo < 0 und somit yo = 0. Das bedeutet die Implikation yo > 0 = yp > 0. Wegen
yp € IN heifit das yp > 1. Bei yo = 0 ist yp > ye offensichtlich wahr. Deshalb ist der
Beweis nur noch fiir den Fall yo > 0 zu fithren, d. h. yp > max{1, yc} ist zu zeigen.

Nach Definition gilt y(x?,{j € J : eTa’/ = k + 1}) = 2p — yp. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit kann verlangt werden, dafl xJD = 0Vjy > zp gilt und fiir j =

1,...,zp —yp mit den zu x” gehérenden Varianten a’ je k + 1 Teile gepackt werden,
wobei ggf. gleiche Varianten mehrfach vorkommen diirfen. Ferner seien die a’ fiir
J=z2p—yp+1,...,2p — 1 jeweils zu xP gehorige k-Teile-Varianten und a*? eine

k-Teile-Variante mit 1 < k& < k. Dann gilt
e’b=(k+1)*(zp—yp)+kx(yp—1)+k=(k+1D*zp—yp—k+k (3.7

Um eine Beziechung zu z¢ herzustellen, wird eine zuldssige, nicht notwendig optimale,
Losung von (1.6) von x” und den Varianten a’, j = 1, ..., zp ausgehend konstruiert.
Alle Varianten aufler a*» werden beibehalten.

k -
Sei a*? = 3 ePi, wobei unter den p; € I auch gleiche vorkommen kénnen. k — k

beliebige Téil(la kénnen zu a*P ergénzt werden, so daf eine zulédssige Variante entsteht.
Deshalb kann a*> durch die Varianten a*» + (k — l%)epi, i=1,...,k ersetzt werden.
Jede dieser Ersatzvarianten wird genau 1/k-mal gefertigt. Das ergibt eine zuléssige
Losung der Relaxation (1.6), denn jede Variante ist zuldssig und wird in nicht negativer
Héaufigkeit realisiert, und alle Teile werden gepackt. Deshalb ist

20 <(zp—yp)+p—1)+k/k=2p—1+k/k (3.8)

Subtraktion der Gleichung (3.6) von (3.7) fithrt auf (fc—i—l)*gzD—zC)—l—l%N—k = Yp—Yc.
Einsetzen von (3.8) ergibt yp —yo > (k+1) (1 —k/k)+k—k =1—-k/k > 0 wegen
kE<k. O

Beispiel: In der (2, 3)-Instanz

By = (13;8195; (4097, 3073, 2817, 2753, 2737, 2733, 2732,
2731,2729, 2721, 2689, 2561, 2049)”; 5e + 45¢°) (3.9)

gilt zo =~ 37,2217 und yc = 1,6650, also yp > 2. Folglich miissen in Optimallosungen
von (1.3) mindestens zwei Varianten mit jeweils hochstens zwei Teilen vorkommen. <

Bemerkung 3: Eine Verallgemeinerung von Lemma 4 auf Instanzen des 1CSPs mit
drei Typen k, k + 1 und k£ + 2 von Teilen stofit auf Schwierigkeiten.

Beispiel: Die Instanz E = (5;36; (18,14,12,11,8)7;(3,3,3,3,6)7) hat IRUP; es gilt
2o = zy = 6 —1/12 und zp = 6. Optimale Pléne fiir (1.6) und (1.3) sind

2 0 0 0 0 3
0 1 2 0 0 3
gx 0 +;}>< 0 +i>< 0 —|—Z>< 1 +EX 3 1=13
0 2 0 0 0 3
0 0 1 3 0 6
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bzw.

1x +1x +1x +1x +1x +1x

O OO O
N O OO
N O = O
_ o O NN O
W o= OO

=N OO
CDCOLQDOJ

0

Die Variante e! + e? fiihrt wegen zu grofien Verschnitts auf z > 6, also auf keine
Optimallssung. Es ist somit y(x?,{j € J:efal <2})=1<3/2 =y((x" {j e J:
elal < 2}). g

Lemma 5: Sei E := (m;w;l;e) eine (k,k + 1)-Instanz, und sei q := k * [yc] < m.
Das Entfernen der g grofiten Teile aus E ergebe die Instanz E' = (m/; w;1’; b’). Dann

gilt A(E) > A(E') > AE) — 1/(k + 1) und (k + 1) * zo(E') = %b; €.

Beweis: Wegen Lemma 4 treten in jeder Optimallosung von (1.3) mindestens [y¢ |
Varianten mit jeweils hochstens k Teilen auf. Das heifit aber nicht notwendig yp =
[yc], denn das hiefle IRUP. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit werden in den
[yc] erwdhnten Varianten die ¢ grofiten Teile untergebracht, so dafl

zp(E') = zp(E) — [yc(E)] (3.10)
folgt. Dal yo(E’) = 0 gilt, wird in mehreren Schritten gezeigt.

Wegen (3.6) ist mit z¢(E) auch yo(E) minimal. Sei 0. B. d. A. {3 > 0y > ... > {,,.
Dann gibt es fiir E eine Losung von (1.6), in der in den yo(FE) k-Teile-Varianten
nur Teile aus {1,...,q} gepackt werden. Diese ¢ grofiten Teile kénnen mit [yc(E)]
k-Teile-Varianten erhalten werden.

Um fiir £’ eine zulédssige Losung von (1.6) zu erhalten, werden die verbleibenden
20(E) —yc(E) aus je k+ 1 Teilen bestehenden Varianten betrachtet. Sei a/ solch eine
Variante mit Hiufigkeit z;. Treten in a’/ Teile aus {1,...,¢} auf, dann wird a’ wie
folgt durch andere Varianten ersetzt. Fiir ¢ = ¢ + 1,...,m bekommen diese Ersatz-
varianten die Haufigkeiten a;;x;/(k + 1), und sie enthalten keine Teile aus {1, ..., q}.
Die Ersatzvarianten sind

a]—l—Zap] (e' —eP), i=q+1,....m

Wegen p < g <iund {; > 0y > ... >/, sind diese Varianten zuléssig, und mit ihnen
werden je k + 1 Teile gepackt. Die Ersatzvarianten summieren sich zu

* Z a;j * (a]+2apj e' —ep)>

1=q+1
x; P U ,
= ] (k?—|—1 Za” .,O,aq+17j,...,am]~) +z::1apj*i§rlaije)
= I;* (0, PN ,O7 Qg4+1,5y - - - ,am]’)T.
Folglich werden die Teile aus {¢+1,...,m} in der selben Anzahl wie mit x;-mal der

Variante a’/ erhalten.
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Die konstruierte Losung von (1.6) fiir £” enthélt nur Varianten mit je k 4 1 Teilen,
aber nicht aus {1,...,¢q}. Ihr Beitrag zum Zielfunktionswert ist (m —¢q)/(k+1). Also
ist yo(E') = 0, vgl. (3.6). Wegen m = e'b ist 2¢(E’) = (m — k x [yc(E)])/(k + 1),

also (k+1)* z¢(E') =m—q = % b, € IN. Aus den Gleichungen (3.10) und (3.6)
i=1
folgt
A(E") = zp(E') — 2¢(E)

= =p(B) ~ [(po(B)] - "Byt velE)
. ye(B)] ~ el )
= AW - kz+1c ’
also A(E') < A(E) und A(E') > A(E) — 1/(k + 1). .

Bemerkung 4: Im Gegensatz zum Ubergang zur residualen Instanz (1.11) liefert Lem-
ma 5 eine Instanz F’ mit nicht groflerem Gap.

Beispiel: Fiir die Instanz (3.9) war yp > 2 festgestellt worden. Zweimaliges Zuschnei-
den der Variante 2e'! fiihrt auf eine Instanz E mit den selben Werten fiir m, w und
1, aber b = 5e — 4e! + 45e®. Damit wird yc(F>) = 0 und z¢(Fs) = 35 + 1/3. <

Lemma 6: Sei eine (k, k + 1)-Instanz £ = (m;w;;b) mit ¢4 > 0, > ... > 4, by =1
und zc = (e’'b)/(k + 1) gegeben. Sei E' := (m;w;1;b — e!), wobei b} = 0 ist. Dann
gilt 2¢0(F') = z¢(E) — 1/(k + 1).

Beweis: Analog zu den Betrachtungen der k-Teile-Varianten in Lemma 4 wird eine

neue zuléssige Losung von (1.6) fir £” mit dem gewiinschten Zielfunktionswert kon-
struiert. Da nicht mehr als k£ + 1 Teile in eine Variante passen, gilt

e’  e'b-1 1
E, > — ) E _ .
R e e e
Seia = (ay,as,...,a,)" eine beliebige (k+ 1)-Teile-Variante einer Optimallésung von
(1.6) fiir £ mit Haufigkeit x. Angenommen, a; > 0. Dann werden fiir i = 2,3,...,m

Ersatzvarianten ohne das grofite Teil gepackt. Die i-te Ersatzvariante ist a — ae! +
ae’ und wird a;x/(k + 1)-mal geschnitten. Die Hiufigkeiten dieser m — 1 Varianten
summieren sich in der Relaxation (1.6) zu

x x a
= k+l—a)=ax*(1— ,
k+1*;a k+1*( + a;) = x * ( k;—l—l)
und wegen
kil *gai(a—alel—i—alei) = zx(1-— k:itl) x (a—ae) + k;ajltxl * :Qaiei
— x*(l—kil)*(a—alel)—l—kaf;l*(a—ale)

= zx(a—ae")

werden alle Teile bis auf a;z-mal Teil 1 erhalten. Wegen ijaj =bund b =1
addieren sich diese Einsparungen zu genau 1/(k + 1) in der stetigen Relaxation (1.6)
fir E/. 0
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Beispiel: Lemma 5 angewandt auf die Instanz (3.9) ergab Es, und E, wird weiter
reduziert. Werden die beiden gréfiten Teile je einmal entfernt, dann verbleibt als Be-
darfsvektor 5e — He! — e? 4 45e®, und der optimale Zielfunktionswert der Relaxation
(1.6) sinkt auf 34 + 2/3, so da} Lemma 6 erneut anwendbar ist. Mit zweimaligem
Zuschneiden des zweiten Teils in einer Variante ergibt sich die Instanz

Es = (12;8195;(3073,2817,2753,2737,2733,2732, 2731,
2729, 2721, 2689, 2561, 2049)”; 5e — 3e' + 45¢e") (3.11)

mit z¢(E3) = 34. Dennoch ergibt (1.6) viele nicht ganzzahlige Optimallsungen. <

Folgerung: Jede (k,k + 1)-Instanz E = (m;w;1;b) des 1CSPs mit z¢(FE) ¢ IN kann
auf eine Instanz £’ mit z¢(F') € IN, z¢(E') < zo(E) und A(E) —1 < A(E') < A(E)
reduziert werden. Insbesondere heifit das: Ist C'(k) € IN so, da$ fiir alle (k,k + 1)-
Instanzen mit zo < C'(k) A z¢ € IN MIRUP gilt, dann gilt MIRUP fiir alle (k, k+1)-
Instanzen mit 2¢ < C'(k) + 1.

Beweis: Laut Abschnitt 1.5 darf o. B. d. A. b = e in F angenommen werden. Nun
ist eine Reduktion gemifl Lemma 5 moglich. Diese fiihrt auf eine Instanz E” =
(m”;w; 1”5 (1,1, ..., 1)T) mit 2¢(E”) = m”/(k+1) und somit (k+1)*A(E") € IN. Das
bedeutet wegen Lemma 5 auch |A(E")] = |A(E)]. Seio. B.d. A. ¢f > ... > 0!,
so dal Lemma 6 wiederholt anwendbar ist, bis der optimale Zielfunktionswert der
Relaxation (1.6) ganzzahlig wird. Bei diesen Reduktionen wird jeweils ein kleineres

Gap erhalten. Folgende Fille kénnen sich ergeben:

1. Ist zo(E") schon ganzzahlig, dann entfillt die Reduktion, und es wird £’ := E”
gesetzt.

2. Ist z¢(E") < 1, dann ist A(E”) < k/(k+ 1), also A(E) < 1 aufgrund Lemma
5. Hier wird £’ die leere Instanz (m' = 0).

3. Ist ze(E") > 1, aber nicht ganzzahlig, dann entsteht die Instanz E" aus E”
durch Abtrennung der k groBiten Teile. k-malige Anwendung von Lemma 6 ergibt
20(E") = 2¢(E") — k/(k+1). Wegen z¢(E") ¢ IN konnten in der ganzzahligen
Aufgabe (1.3) nicht nur (k 4 1)-Teile-Varianten verwendet werden. Da die k
grofiten Teile in einer separaten Variante geschnitten wurden, ist zp(E") =

2p(E") — 1, also A(E") = A(E") — 1/(k +1) > |A(E")].

Solange der dritte Fall eintritt, werden die Reduktionen mit E" anstelle E” fort-
gefithrt. Hochstens k-mal konnte der dritte Fall eintreten, bevor die gewiinschte In-
stanz E’ erhalten wird. Es gilt |A(E)| = |A(E")| = A(E') wegen z¢(E') € IN, also
A(E) —1 < A(F') < A(E), woraus wegen z¢(E) ¢ IN die Behauptung folgt. 0
Mit dem folgenden Lemma wird eine weitere Reduktionsmoglichkeit gegeben. (Die

Begriffe ,irreduzibel“ und ,,reduzierbar® wurden am Anfang des Abschnitts 1.7, S. 18,
definiert.)

Lemma 7: In einer (k,k + 1)-Instanz E mit 2 € IN und m = (k + 1) * 2¢ sei g die
Anzahl aller zuzuschneidenden Teile des Typs k. Ist ygpr1 > 1 (geméf der Definition
(3.3)), dann ist die Instanz reduzierbar. Ist g < z¢, dann ist yg1 > 1, und die k + 1
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grofiten Teile des Typs k + 1 konnen in einer Variante geschnitten werden, wobei das
Gap gleich bleibt.

k+1 k+1
Beweis: Laut Voraussetzungen ist zc = > y; und g = > (k+1—14) xy;. Ist g < z¢,
i=1 i=1
k41
dann folgt —1> g — z¢ = > (k —14) * yi > —yr1 wegen g € IN und z¢ € IN. Damit

ist ygr1 > 1, so daf jede Optimallosung von (1.6) notwendigerweise mindestens eine
Variante ohne Teile des Typs k enthilt. Fiir die ganzzahlige Aufgabe (1.3) gilt das
gleiche, denn wenn zp > z¢ Varianten mit mindestens einem Teil des Typs k gepackt
werden sollten, ergébe sich g > zp im Widerspruch zu g < z¢.

Wird eine (0, k + 1)-Variante geschnitten, aber nicht mit den &+ 1 grofiten Teilen des
Typs k + 1, dann konnen die kleineren Teile in dieser Variante durch die grofiten des
Typs k + 1 aus den anderen Varianten ausgetauscht werden. Nach Abtrennung dieser
Variante entsteht eine Instanz £’ mit zo(E') = z¢(E) —1. Fiir (1.3) gilt analoges, falls
eine Optimallésung von (1.3) existiert, in der diese Variante in positiver Héaufigkeit
benutzt wird, z. B. bei g < z¢. Dann ergibt sich zp(E') = zp(E) — 1 und A(E') =
A(E). 0

Bemerkung 5: 1. Bei k = 2 Am = 3z¢ gilt z¢ = y1 +y2 + y3 und g = 2y; + y» und
deshalb

1= (9 — 2zc) + ys. (3.12)

2. Es kann vorkommen, daf} eine zuléssige Variante a existiert, die die aus Lemma 7 do-
miniert. Dann kann a abgetrennt werden, ohne das Gap zu dndern. Unter Umsténden
kann dann Lemma 7 6fter benutzt werden.

Beispiel: In der Instanz (3.11) ist ¢ = 27 < z¢ = 34, so dafl gewif} siebenmal die
Variante a' = 3e” abgetrennt werden kann, ohne das Gap zu dndern. Allerdings
wird diese Variante durch andere dominiert, namlich durch a? = 2e% + " und a® =
e’ + 2e”. Die Varianten a? und a® sind verschnittfrei. Zweimal kann a? und fiinfmal
a® zugeschnitten werden, ohne Uberproduktion zu erzielen. In der somit erhaltenen
Instanz E, gilt wieder g < z¢, und es kann auch die Variante a* = e® + 2e” einmal
abgetrennt werden. (Teil 5 war schon verbraucht.) Damit entsteht die Instanz

Es = (10;8195;(3073,2817,2753,2737,2731, 2729, 2721,
2689, 2561,2049)"; 5e — 3e'! 4 31e”)

mit zo(Es) = 26 und g = 17, so dal wegen Lemma 7 noch neunmal die Variante 3e°
abgetrennt werden kann, ohne das Gap zu dndern. In der so entstandenen Instanz Fg
ist der Bedarfsvektor (2,5,5,5,9,5,5,5,5,5)7. Wegen 2¢(Fg) = 17 = g ist eine weitere
Reduktion basierend auf den Lemmas 5-7 nicht moglich. Nach diesen Reduktionen
kann mittels Heuristiken zp(Eg) = 17, also A(Egs) = 0 und A(E)) < 1 leicht gezeigt
werden. Fiir weitere theoretische Untersuchungen stellen diese Reduktionen ebenfalls
eine gute Grundlage dar. <
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3.4 A priori-Nachweis der Zulidssigkeit einer Vari-
ante

Nach den Reduktionen im vorigen Abschnitt werden hier hinreichende, nicht notwen-
dige, Bedingungen fiir die Zuléssigkeit von Varianten in (k, k+1)-Instanzen hergeleitet.
Mit diesen Varianten kénnen dann im néchsten Abschnitt zulédssige, nicht notwendig
optimale, Losungen der ganzzahligen Aufgabe (1.3) aufgestellt werden. Das dient der
Herleitung schérferer Abschétzungen des Gaps.

Seien k,qg € IN, 0 < ¢ < k, k > 2. In der (k,k + 1)-Instanz F = (m;w;l;e) mit
ly > by > ... > {, sei g wieder die Anzahl der Teile des Typs k, also g = |I]|.
Wenn nicht anders angegeben, wird m = (k + 1) x z¢ nicht vorausgesetzt. Seien
D1, D2, Det1 € IN und py := 0 < p; < ... < pry1 < mosowie py < g < poyr- Gilt

k+1 k1
> 4y, < w, dann wird fiir diese zulédssige Variante . eP die Notation (p1,. .., Dr+1)
i=1 =1

k41
benutzt; andernfalls bedeutet —(py, ..., pr+1) eine unzuléssige Variante, d. h. Y- ¢, >
i=1
w. Das Ziel dieses Abschnitts besteht in der Herleitung hinreichender Bedingungen
fir (p1,...,pry1) unabhéngig von 1 und w, also alleine mit g, z¢ und ygy1-4, vgl
Definition (3.3).

FEinfihrungsbeispiel: k = 2, zo = 5, g = 10, m = 15, also m = (k + 1) % z¢. Wére
—(8,9,15), dann gibe es wegen (7 > (g > (g fir die Teile 7 und 8 nur Varianten
der Form (7,10,41) und (8,10,43) mit i1,ip € I3 = {11,...,15}. Die Summe der
Héufigkeiten der 3-Teile-Varianten fiir die Teile 7 und 8 miifite deshalb b; 4+ bg = 2
betragen, aber wegen biy = 1 hieBe das Uberproduktion von Teil 10, Widerspruch.
Wiire —(7, 10, 14), dann benutzten alle (2, 1)-Varianten fiir Teil 7 (oder grofier) Teil 15,
aber das ist unmoglich. Folglich sind die Varianten (8,9, 15) und (7,10, 14) zuléssig.
Nach ihrer Abtrennung bleiben nur noch 6 Typ-2-Teile und 3 Typ-3-Teile {ibrig, so

6 3 1
daf aufgrund der Abschitzung (2.12), S. 32, MIRUP gilt: zp < 2+ Li—l—g—i—l—gj = 6.
N

J ist die Menge aller zulédssigen Varianten. Fiir festes ¢ sei Jy die Menge aller zuléssigen
(¢, k + 1 — q)-Varianten. Offensichtlich gilt

m g
Zaijxj:bi:1W€I, ZGZ]:]{+1VJ€JO und Zaij:quGJo.

jeJ i=1 i=1

Zur Motivation der weiteren Herleitungen wird der Fall £ = ¢ = 3 (und damit
y1) ausfiihrlicher untersucht. Angenommen, —(p1, pa, p3; ps). Trotzdem kénnen fiir be-
stimmte w und 1 u. a. die folgenden Varianten zuléssig sein.

L (1,1,ps+1;9+1) 2.(L,1,1;ps+1)

3 m+Lp+Lp+1g+1) 4. (Lpa+Lpp+1;9+1)
Das heifit z. B. 2¢; + £, 41 + {441 < w. Diesen Varianten werden Teilmengen von Jy

zugeordnet. Die Mengen J; bis Jg werden durch die folgenden Bedingungen charak-
terisiert.
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g9
Ji=A{jehl X ay =1}, h={jehl ¥ a;=1},

i= p3+ = p4+
J3 = {j c J0| Z+ Qi = 3}, Jy = {j S J0| Z a”LJ > 2}
1= pl i=pat
5
Js 1= {] S JO| Z a;j = 2N Z Aij = 1} Jo := JO\ U Ji.
i=p1+1 i=p2+1 i=1

P b
Fiir alle j € Jg gilt Z a;; = 3, Z a; =1, ZQ a;; < 2, 23 aij < 1und j ¢ Js.
i=1 i=g+1 1=p1+1 1=p2+1
Zwei Fille ergeben sich:

b3 p1
e Wenn 3} a;; =1 ist, dann folgt Z a;; <1 und Z a;; =2, also Y a;; > 1
i=p2+1 i=p1+1 i=1
im Widerspruch zu —(py, p2, ps3; p4) wegen der Monotome der ¢;.

e Bei Z a;; = 0 ist Z a;; = 3 und Z a;; > 1, Widerspruch zu —(p1, p2, ps; pa)-
1=p2+1

Folglich ist Jg leer. Wegen b = e gelten fiir jede Optimallésung x“ von (1.6) die
Ungleichungen y(XC7 Jl) S g — D3, y<xcv JQ) S m — Pa, y(Xca J3) S (pQ - pl)/3 und
y(x¢, Jy) < (p3 — p2)/2 mit der Definition (3.2). Ist J5 = (), dann folgt

— D1 P3— P2

ylgg—p3+m—p4+p23 += (3.13)

Diese Ungleichung gilt auch fiir beliebige J5, wie jetzt gezeigt wird. Offensichtlich
sind J3, J4 und J; paarweise disjunkt, da jede Variante héchstens vier Teile enthalten
konnte. Die Menge J5 wird durch zwei Bedingungen gekennzeichnet. Dies wird wie
folgt ausgenutzt: Seien A, Ao € IRy und A\; + A2 = 1. Dann ist

p3 )\ D2

Zfl'j = ij*()\l—l—)\z):ij*()\l* Zaij%—;* ZCLZ‘]‘)
j€Js j€Js jng t=p2+1 t=p1+1

D2

Z r; < Z 2 * Z AiTj + - * Z i)
JEJ3UJ4UT5 i*p1+1 ]€J3 VISP
+ Z f* > agzi+ A x> agey).
i= p2+1 JEJa j€Js

Wegen Js N Js = Jy N Js = 0 kann dies zusammengefalt und abgeschiitzt werden,
namlich

)\
ooxy < max{ Z > agx;+ max{ AL}k Z > a;
FEJ3UJLUT5 3 2 —p1+1 jeJ i=p2+1j€J
= max{ Z b; + max{ AL x Z b;
3 2 t=p1+1 1=p2+1

A 1
= max{3 22}*(pg—p1)+max{§,)\1}*(p3—p2).

Wird Ay = Ay = 1/2 gesetzt, dann entstehen genau die gewiinschten Terme fiir die
Abschétzung von y; in der Ungleichung (3.13).
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Diese Betrachtungen koénnen fiir jedes k£ und ¢ vorgenommen werden, wenn weiterhin

=(p1,...,pr+1) angenommen wird. Sei My :={1,2,...,k+ 1} \ {¢+ 1}. Auf J; wird
cine Aquivalenzrelation eingefiihrt. Fiir r € .J, wird d1e Aquivalenzklasse [r] wie folgt
definiert:

s€er] Z (ay — ai) = 0Vj € My
i=pj—1+1

Fiir r = 1,...,k + 1 sei [r] = J,. Die Aquivalenzklasse [r] kann (auch bei r > k + 1)
unabhingig vom konkret gewéhlten Représentanten eindeutig mit Hilfe eines Tupels
c” € IN¥*! charakterisiert werden:

Pq+1 Ps
JE = o1 = > aj und ¢y = Y ay fir se M (3.14)
Z:g""l Z':psfl“l‘l

Beispiel: k = ¢ = 3, p1 +2 < ps, g+ 1 < pys. Dann gehoren die Varianten (p; +
Lpi4+1,p2+1,g4+1) und (p1 +2, p1 +3, ps, g+ 2) zur gleichen Aquivalenzklasse, falls
sie zuléssig sind. Thnen wird das Tupel (0,2, 1, 1) zugeordnet, denn beide Varianten
bestehen aus null Teilen aus {1,...,p;}, zwei Teilen aus {p; + 1,...,p2}, einem aus
{pa +1,...,p3}, keinem weiteren Teil bis ¢ — das wird nicht in ¢ vermerkt — und
einem Teil aus {g + 1...,ps}. Ebenfalls nicht vermerkt wird in ¢, dal kein Teil aus
{ps+1,...,m} zu diesen Varianten gehort. Da es sich um Varianten aus Jy handelt, ist
mit c alles bekannt. Die Mengen .J; bis .J; kombinieren verschiedene Aquivalenzklassen,
z. B. gllt c1; + cg5 +c3; < 3 Vj S Jl, Cqj = 0 Vj € Jg, Coj = 3 Vj € J; und

C3; > 2 VJ S J4. <
k41
Offensichtlich gilt 3 ¢ < @, S e <k+1—qund e # (1,1,..., 1) fiir alle r, da
i=1 i=q+1
=(p1,..,prsr1) und ¢4 > 5 > ... > {,, angenommen worden war. Da es auch keine
k41
=(p1,...,prs+1) dominierende Variante geben kann, gilt fiir alle r mit > ¢;, = k + 1:
i=1
. j .
Jjef{1,2,.. . k}\{q}: D e < (3.15)
i=1
Analog zu den Betrachtungen des Spezialfalls £k = ¢ = 3 Wird allgemein gesetzt:
Pq
Jl = {j€J0|Zaij<q}:{j€Jo| Z a”21}
i=pq+
Jy = {]EJ@\J1| Zazj<k}—{]€J0\J1| > ‘jZl},
1=pp41+1
beig>1: Joyo = {j€ )\ U Ji Z i = q—r+1}firr=1,...,q—1,
_p'r
bei g < k: Jpy1 = {jEJO\UJ| Z azj—k—r+2}fur7’—q+1 k.

i=pr+

Im Unterschied zum Spezialfall k = ¢ =3 smd hier alle Mengen J, paarweise disjunkt.
k41
Aus der Festlegung (3.14) ergibt sich z. B. Z i1 < q, E Cio < k und mit 5 € J,:

Pr—1
Cro1yp = Z a; >q—(r—2)+1>2beig>1lund3<r<g+1 (3.16)
i:pT72+1
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Pr
Gr = Y. ay>k—(r—1)+2>2beig<kuqg+2<r<k+1 (3.17)
i:prfl“!‘l

Angenommen, es gibt genau K — k — 1 weitere Aquivalenzklassen [k 4 2] bis [K] zur
Beschreibung von Jp \ U Ji. Es wird J, = [r] fir r = k + 2,..., K gesetzt. Gerade

die letzten K —k —1 Mengen J,. erschweren eine gute Abschatzung fir yr41-q. Ande-
rerseits werden diese Mengen durch mehrere Bedingungen charakterisiert. Dies kann
ausgenutzt werden, indem nach geeigneten Linearkombinationen dieser Restriktionen
gesucht wird.

Firr = k+2,...,K sei M, := {i € My|c;, > 0}. Fiir r = 3,4,...,q¢ + 1 sei

M, :={r—1}, und fir r = q¢+2,...,k+1sei M, := {r}. Damit gilt ¢;, # 0 auch fiir

3<r<k+1und:ie M,.

Sei A € jR FFDXE ine spater festgelegte Matrix mit > A;; > 1 fiir j = 3,4,..., K.
1€M;

Fir 2 < j < K At ¢ M; wird immer \;; = 0 gefordert. Da alle Mengen endlich sind,

ist die folgende Abschétzung wahr:

K
Ykt1—q = Z%’ :Z Z Lj

i€ r=1jed,
K
< ij*l—i— ij*l—kzz%»* Z Nir * Cir [ Ciy
= jET r=3jel, €M,
g m Pi
< Dmik ) ayt Dy wx ) %+22% D
jen i=pg+1 jeds i=pri1+1 =3 jeJ, ieM, Cir s=p,_1+1
g m
= > dagri+ Y Y ayy+
i=pq+1 j€J1 i=prt1+ljet2
pi
S RIS Sy
gy e 3max{clr,1} ] 5§ L
Nir

Sei p; 1= a ——— M fiir 2 € My. Da J, aarweise disjunkte Teilmenge
1 Teg}{ ,K}{max{cw, }} r 4 0. o In paarweise disjun ilmengen

aufgespalten wurde, folgt

g m i
Yerieg <D D apTit Y Y aumit D ik D, D ayw;
i=pq+1je€J i=pg+1+1j€J 1€ Mo s=p;—1+1jeJ
g m i
= D b+ D> b+ > x>, b
i=pq+1 1=pr+1+1 1€ Mo s=pi—1+1
= g—pgtm—pra+ Y (Di—Dpi1) * (3.18)
i€ Mo

Um zu einer Abschitzung von yx41-4 zu gelangen, wird eine zuléssige Belegung von
A gesucht. Es wird gesetzt:

o N\, =0firr=3,....,k+1und i ¢ M,;
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o )\, =1flrr=3,....,k+1undi € M,, also \,_;, =1flrr=3,...,¢+1
(falls ¢ > 1) und A\, = 1 fiir r =g+ 2,...,k+ 1 (bei ¢ < k);

o N\ i=cp/(g+2—10)firr=k+2,...,Kundi=2,...,q (falls ¢ > 1);
o N\ i=cp/(k+3—i)firr=k+2,..., Kundi=q+2,...,k+1 (bei ¢ < k)

Das heifit insbesondere \;, = 0 fiir r = 3,..., K und i ¢ M, speziell A\;, = 0 fiir alle
r > 3, folglich p; = 0. Nur noch > \;. > 1 ist fiir r = 3,..., K nachzuweisen, um
i€M,
die Zulassigkeit obiger Festlegungen zu zeigen. Fiir r =3,... . k+ 1 gilt > A, > 1.
i€M,
Pq
Sei r > k + 1 fest. Fiir alle j € Jy \ J; gilt Z a;; = q, folglich Zq: ¢ir = q. Ferner folgt

fiir alle j € Jp \ (J1 U Js) stets Z a;; = k+1, also Z ¢ir = k + 1. Deshalb darf die

Aussage (3.15) benutzt werden, obwohl das j in (3. 15) von r abhéngt, doch hier ist r
fest. Zwei Fille sind zu unterscheiden:

e Falls1 < j < ¢ Z Cir > q— 7+ 1 wegen ch—qundAussage(SB) d. h.

i=j+1
q j+1
)\17"2 —— =1
e% z§1q—’l+2 q- J+1 121 Tq—J+1
k+1 k+1
e Wenn g < j<k: > ¢ >k—7j+2 wegen ch—k+1und (3.15), also
1=j+1
k+1 ' 1 k+1 L — 9
A= D) Cir > : * > Gy > ——— J+ =1.
ieM, S k—i+3 T k=73+2 57, k—j+2

Mit Hilfe der zuldssigen Belegung von A sind fiir die Abschitzung von .1, nun die

; auszurechnen. Fiir ¢ > 1 und ¢ = 2,. .., ¢ folgt aus der Formel (3.16)
Air 1 1
max { = -
re{s,..., k+1} max{c;., 1} cmH qg+2—1i

)\ir
ma < - laut Festlegung der
e{k+2 ..... Ky max{c,,1} — q¢+2—1

Air. Entsprechend folgt fiir ¢ < k und i = g+ 2, ...,k + 1 aus der Formel (3.17)

also p; = 1/(¢+ 2 — i) wegen

Air 1 1
b= =

re{gl..,kﬂ}{max{cm 1} i k+3—7

also p; = 1/(k + 3 — i) aufgrund der Festlegung von A. Mdoglicherweise kann J, auf
bessere Weise aufgeteilt werden, um giinstigere p; und damit schérfere Abschatzungen
fiir yg11-4 zu erzielen, jedoch ist das mit der Wahl Ay, = 0 Vr (und damit 4 = 0)
unmoglich, denn ¢y, konnte die einzige Nicht-Null-Komponente von ¢” in den zu J,
bis Ji zugeordneten Vektoren sein. Es folgt

Lemma 8: k, ¢, g, E = (m;w;L;e) und py,...,prr1 werden wie am Anfang dieses
Abschnitts definiert.
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k41
a) Die Variante > ePi ist zuldssig, wenn gilt:
i=1

k+1

Pi—1 Pi — Pi—1
Ykt1—q > g — Dg + M — pk+1+ZT—i—2+ Z F_i13 (3.19)
i=q+2

b)Beim=(k+1)*zcist y; > g— (k—1)zc.

Beweis: a) Wire die Variante unzuléssig, dann ergébe sich ein Widerspruch zu der fiir

Yk+1—q hergeleiteten Abschétzung (3.18).
k+1 k+1

b) Wegen m = (k+ 1) * z¢ gilt zo = > y; und g = > (k+ 1 —14) xy; sowie y; > 0 Vi,
i=1 i=1

k41
alsog—(k—1D)xze= Y (k+1—i—k+1)xy <y. O
i=1
Bemerkung 6: 1. Fiir eine gegebene (k, k + 1)-Instanz F konnte mit den Lemmas 6
und 7 eine Instanz E' mit zo € IN und g > z¢ erzeugt werden, aber das wurde fiir

Lemma 8 nicht gebraucht.

2. Ist m = (k+1)*2¢, dann ergibt Lemma 8 b) mit ¢ = k eine hinreichende Bedingung

k41
fiir die Zulédssigkeit der Variante Y- ePi, kurz (py, pe, ..., prr1) geschrieben, ndmlich
i=1
Prn+ 22 + p’““ LS ok 20 (3.20)
— ix (i + ix(i+1)

Beweis: Wegen y; > g — (k— 1) x zc und m = (k + 1) * 2¢ ist

k
Pi — Di—1
—\9—pr+m— + ) = 7=
v (g P T M — Pi+1 Z»ng‘—@—f—2)
> pr— 2k ze+pr — . B
pk pk‘—l p2 pl
= + =+ o " ok« <0
Prk+1 9 6 (k)—l)*k} 2 zZc

wegen Ungleichung (3.20), so da8 die Bedingung (3.19) von Lemma 8a) erfiillt ist.

3. Obwohl die y; nicht gegeben sind, kénnen die zwischen ihnen geltenden Beziehungen
in Fallunterscheidungen genutzt werden.

4. Mittels dominanter Varianten konnen auch fiir ¢ < k zusétzliche hinreichende
Bedingungen fiir die dominierten Varianten aufgestellt werden.

Das néchste Lemma wird auf dhnliche Weise hergeleitet und ergibt eine weitere hin-
reichende Bedingung fiir die Zulédssigkeit von Varianten. Die Anwendung auf (2, 3)-
Instanzen und entsprechende Beispiele werden danach zusammenfassend angegeben.

Wieder werden (k, k+ 1)-Instanzen E = (m;w;1;e) mit ¢, > ... > £, betrachtet, wo-
beim = (k+1)*z¢c geméfl Lemma 5 keine einschneidende Voraussetzung ist. Im Unter-
schied zu Lemma 8 wird nicht mehr nach verschiedenen (g, k+ 1 — ¢)-Varianten unter-
schieden, so dafl auch die y, keine Rolle spielen werden. Unter diesen abgeschwéchten
Voraussetzungen wird zwar eine strengere Zuléssigkeits-Bedingung bewiesen, aber sie
kommt unabhéngig von g aus. Damit wird das Lemma 9 noch einfacher als Lemma 8
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kt1

zu benutzen sein. Wenn die Variante Y ePi zuléissig ist, wird wieder (py, ..., pry1), an-
i=1

dernfalls = (py, ..., prs1) geschrieben, wobei py := 0 < p; < ... < prr1 < m natiirliche

Zahlen sind.

Beispiel: k=2, m =27 = 3z¢. Dann gilt (1,26,27), sonst konnte Teil 1 nur 1/2-mal
mit der Variante (1,27,27), also nicht in ausreichender Anzahl in 3-Teile-Varianten
geschnitten werden. Ebenso folgt (2,24, 27) (Teile 1 und 2 diskutieren), (3,22, 27) usw.
sowie (3,25,26), ..., (15,19,20) unabhingig von der Anzahl der Teile des Typs 2. <

Aussagen, die die Zulédssigkeit einer Variante unter der Bedingung nachweisen, daf}
eine andere Variante unzuléssig ist, sollen nicht bewiesen werden, denn deren Beweis,
Benutzung und Verallgemeinerung wiren kompliziert.

Zunéchst wird nur eine Aussage fiir den Fall & = 2 hergeleitet. J bezeichnet die
Indexmenge aller zuléssigen Varianten, Jy die Indexmenge aller zuldssigen (k + 1)-
Teile-Varianten. J, wird geeignet zerlegt, diesmal aber anders als in der Herleitung
von Lemma 8.

Angenommen, —(py,p2,ps). Dennoch kann u. a. (1,1,p3 + 1), (1,ps + 1,ps + 1),
(Lps+Lips+ 1), (I,pr+Lps+ 1), (p1 +1,p1 + 1,p1 + 1) usw. gelten, aber nicht
(p1,p1, p3). Diesen Reprisentanten unterschiedlicher Aquivalenzklassen (falls die Va-
rianten tatsichlich zulissig sind) werden Tripel ¢” € IN® (r = 1,2,...) zugeordnet,
welche beschreiben, wieviele Teile aus den Bereichen 1 bis py, p; + 1 bis py und ps 41
bis ps in der Variante vorkommen, d. h. der Aquivalenzklasse r gehoren alle Varianten
a’ mit j € Jy an, fiir die % a;j = Cir, %: a;j = Coy und %3: a;; = c3r gilt. Jy wird
i=1 i=p1+1 i=pa+1
gemiB dieser Aquivalenzrelation in Ji, ..., Jx zerlegt, wobei K € IN die Anzahl der
Aquivalenzklassen ist. Da ¢ und ¢ hier nicht mehr vorkommen, sind diese ¢;, andere
als in der Festlegung (3.14).

Sei x eine beliebige Optimallosung der Relaxation (1.6). Fir ¢ = 1,2,3 gilt dann

Pi

K K
Pi—Pi-1 = . bi= Y cp*x > xjund auerdem 2o = Y x; = Y x; = > 1%
t=pj—1+1 r=1 jeJr jeJ j€Jo r=1

Y. x;. Fiir alle r wird zusétzlich ¢4, := 1 festgelegt. Die Tupel ¢” werden zur Matrix
J€Ir

C zusammengefafit. Mit h := (p1,p2 — p1,p3 — P2, 20)” und w, := ¥ z; fiir r =
JeJr
1,..., K wird also u > o eine Losung eines speziellen linearen Gleichungssystems

Cu = h. Da —(p1, p2, p3) angenommen wurde, heifit das: Wenn das System Cu = h
keine nichtnegative Losung besitzt, mufl doch (p1, p2, p3) gelten. Fiir & = 2 lautet die
Koeffizientenmatrix

211110000O0O0O0O0O00O0
C:010003221110000
002100102103 2120
11111111111 1111

K
Die letzte Zeile entspricht der Bedingung > u, = z¢. Die Zusatzbedingung m — p3 =

r=1
K .. . .. . .o .
> (3 — ¢ — o — €3;) % u, wire wegen m = 3z linear abhéngig zu den {ibrigen

r=1
Bedingungen und wird deshalb nicht notiert.
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Das Kriterium bleibt giiltig, wenn alle Spalten von C, die als Konvexkombination
anderer Spalten darstellbar sind, gestrichen werden. Die so reduzierte Matrix heifle
Cy. Fir k£ =2 bzw. k = 3 ergibt das

29100 0 30000 21

00300 0400000

C, = und C3=([(0 0 4 0 0 0 3
02030

111 11 0004020

1111111

Fiir k£ > 3 wird die Unterbestimmtheit des Systems C,u = h (wobei aus u iiberfliissige
Komponenten ebenfalls gestrichen wurden) und damit die Kompliziertheit der Unter-
suchung noch grofler. Deshalb beschrinkt sich die genaue Losbarkeitsdiskussion des
Systems auf den Fall k = 2. Offensichtlich ist ug := (p2 — p1)/3 zu wihlen, wihrend
U1, U, Uy, us von einem Parameter ¢ € IR abhingen. Mit us := ¢ folgt u; = (p1 —t)/2,
ug = (p3 — p2 — 2t)/3 und us = (62¢ — p1 — 2p3 +t)/6. Da die u; > 0 sein miissen, ist
(wegen u; und uy) ein moglichst kleines ¢ > 0 zu wahlen. Wird fiir ¢ = 0 auch uz > 0,
dann besitzt das System eine nichtnegative Losung. Nun sei aber

t=p + 2p3 —6zc >0 (3.21)

(also us = 0) und zusétzlich ¢t > p; Vit > (p3s — p2)/2, so dafi Unlosbarkeit (mit u > o)
vorliegt. t > p; erforderte p3 > 3z = m wegen der Ungleichung (3.21), was unmdoglich
ist. Es bleibt also nur 2t > p3 — py iibrig, was aufgrund der Ungleichung (3.21) auf
die Bedingung 2p; + ps + 3p3 > 12z¢ fiihrt. Folglich kann ohne zusétzliche Voraus-
setzungen kein besseres Kriterium erwartet werden. Da die Herleitung so kompliziert
und aufwendig war, wird im allgemeinen Fall nur eine hinreichende Bedingung fiir die
Unlosbarkeit des Systems Cu = h, u > o angegeben, aber nicht untersucht, inwieweit
sie notwendig ist oder durch andere Kriterien ersetzt werden kann.

Lemma 9: In der (k,k + 1)-Instanz E' = (m,w,1,e) des 1CSPs gelte {; > ... > {,,,

k
k+1
m=(k+1)xzc und p+Y i kpiv1 > kxm o (3.22)
i=1

— (k+1—d)*(k+2—1)
mit p; € INViund 1 < p; < ... < perr < m. Dann gilt (p1,...,pee1), d. h. diese
Variante ist zuléssig.

Beweis (indirekt): Sei —(p1,...,pr+1). Entsprechend der Herleitung wird die Menge
Jo wieder zerlegt, und jeder Teilmenge J, wird ein Tupel ¢ € IN*™2 mit ¢y, = 1

k41

und Y ¢ < k4 1 zugeordnet. Wegen —(py, ..., pry1) gilt auBerdem fiir jedes dieser
i=1

Tupel in Analogie zur Aussage (3.15)

J
Jje{l,... k+1}: D> <y (3.23)
=1

Samtliche dieser Tupel ¢” werden in der Matrix C zusammengefafit. Mit h := (py, po —
D1, D3 — P2, -+ Phil — Pry 2¢) T ist zu zeigen, da das System Cu = h, u > o unlésbar
ist. Nach dem Lemma von FARKAS ist das genau dann der Fall, wenn es ein v € IR**+2
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mit CTv < o, hTv > 0 gibt. Die Angabe einer Losung des Alternativ-Systems reicht
folglich fiir den gewiinschten Beweis aus.

Am Beispiel £ = 2 wird gezeigt, wie v gefunden wird — der allgemeine Fall folgt
spater. Die Voraussetzung (3.22) verlangt 2p; + ps + 3ps — 122¢ > 0, also wird wegen
h = (p1,p2 — p1,P3 — P2, 2¢)’ zuniichst vy := —12 angesetzt, ferner vg := 3, vy 1=
1+wv3=4und v; := 2+ vy = 6, so dal h’v > 0 wird. Es mufl nur noch gezeigt
werden, daf c¢fv < 0 fiir jedes zugelassene Quadrupel c gilt. Wegen der strengen
Monotonie der v; vereinfacht sich die Abschétzung. Ist in (3.23) das j gleich 1, dann
gilt ¢’v < 0*xv; +3%vy +v, =0. Ist j = 2, dann folgt cTv < 1xv; + 2% v+ vy = 0.
Bei j = 3 ist ¢’v < 2% v; + vy = 0. Weitere Félle gibt es (fiir k = 2) nicht.

Allgemeiner Fall: Es wird vgyo := —k*m/zc = —k x (k 4+ 1) sowie vp41 := (K +1)/2
kE+1

angesetzt, dazu fir i =k, k—1,...,2 noch v; == v; 41 + it z)i_(k E— und

v1 := vy + 1. Bevor CTv < o gezeigt wird, miissen die Summen vereinfacht werden.

Induktiv zeigt man leicht

5 1 S
= Vs € IN. 3.24
;i*(i+1) s+1°€ (3:24)

Fir ¢ € {2,3,...,k} wird damit

’il k+1 Hf k+1 (k+1) % (k+2—1)
V; = A ~ — A B - . )
j:i(k+2_3)*(k+3_j) jzlj*(j—l—l) k+3—1

speziell v, = k und v; = k + 1. Nach Voraussetzung (3.22) gilt hv > 0.

Gegeben sei jetzt ein beliebiger Spaltenvektor ¢ von C, also eines der am Anfang des
Beweises eingefiihrten Tupel. ¢’v < 0 soll gezeigt werden. Aufgrund der Monotonie
der v; sind nun nur k£ + 1 Bedingungen zu iiberpriifen, namlich in Abhéngigkeit von
dem j aus Aussage (3.23). Ist jenes j gleich k + 1, dann ist ¢’v < k% vy + vpy0 =
k*(k+1)—k=(k+1)=0. Andernfalls ist

v < (G—1D*v+(E+2—j)*v1 + Vo

= (j—1)*(k+1)+(k+2_j)*(k+1lji(2k_+j1—j)_

= (h+D)*(G—-1+k+1-j)—kx(k+1)=0.

kx(k+1)

Damit ist gezeigt, dafl das System C'v < o, hTv > 0 vom Vektor v gelost wird,
folglich das System Cu = h, u > o unlésbar und deshalb die Annahme —(py, ..., pri1)
falsch ist. 0

Anwendung. Fiir eine (2, 3)-Instanz F = (m;w;l;e) mit ¢; > ... > £, bezeichnet ¢
die Anzahl der Teile des Typs 2, wihrend y; die Summe der Haufigkeiten aller (2, 1)-
Varianten einer Optimallosung der Relaxation (1.6) ist. Es wird vorausgesetzt, daf die
in den Lemmas 5 bis 7 angegebenen Reduktionen bereits durchgefiithrt worden sind,
so dal m = 3z¢ (gemédB Lemma 5), zo € IN (ggf. wiederholt Lemma 6 anwenden)
und y3 € [0,1) (laut Lemma 7) gilt. Die Beziehung (3.12) ergibt somit g — z¢ < y; <
g — zc + 1. Seien py,pa,p3s € IN, 0 < p; < po < ps. Fiir die Zuldssigkeit der Variante
e’ + eP? + el kurz (py, po, p3), sind folgende Bedingungen hinreichend:

95



(a) p1 < p2 < g <psA(p1+p2+2ps > 29+ 6zc —2y; oder p + p2 +2p3 > 8z¢ + 1)
(b) p1 < g <ps<psA(p1+2p3>g+6zc—2y; oder p; +2p3 > 82c —g+1)

() p1 < g <pas <p3A2p1+ ps+ p3s > 6z2¢ + 4y; (Fallunterscheidung beziiglich i
notig)

(d) 2p1 +p2+3ps > 122¢ + 1

Begriindung: (a) entspricht der Bedingung (3.19) mit k = ¢ = 2, denn y; > g—pa+m—
p3+(p2—p1)/2 = (294620 —p1 —pa—2p3) /2. (b) trifft zu, weil geméB (a) (p1, g, ps) gilt,
was die Variante (b) dominiert. Wegen g = 2y, +y entspricht (c) der Bedingung (3.19)
mit k=2, ¢g=1,dennys > g—p1+m—p3+(p3s—p2)/2 = g+ (6z2c —2p1 —p2 —p3) /2.
(d) folgt aus Lemma 9. 0
Entsprechend sollen die gemé&f3 diesen Kriterien als zuléssig nachgewiesenen Varianten
als (a)-, (b)-, (c)- oder (d)-Varianten bezeichnet werden. Keine dieser Bedingungen
(a) bis (d) ist mit den anderen auszudriicken, obwohl jede (d)-Variante mit ps < g
auch (a)-Variante wegen 1,5% (p; +pa+2p3) — (2p1 +p2+3p3) = (p2—p1)/2 > 0 ist und
jede (b)-Variante von einer (a)-Variante dominiert wird. Bei py > ¢ ist Kriterium (a)
nicht anwendbar. (c)-Varianten sind besonders bei g = z¢ leicht zu finden, weil dann
y; < 1 wird. Bei g = 2z¢ jedoch sind (a)-Varianten am geeignetsten. Die Verwendung
obiger Kriterien soll an Beispielen verdeutlicht werden.

Beispiel 1: m =27, zc =9, g = 17. Gemif (a) gilt (5,16,26), denn 5 < 16 < 17 < 26
und 5+ 16 +2 %26 = 73 > 8% 9 + 1. (d) hétte kein Ergebnis gebracht wegen
2x54+16+3%26 = 104 < 12%x 9+ 1 = 109. GeméaB (b) gilt (2,18,27), denn
242%27+17 = 73 > 8+9+1. Wegen 18 > g durfte (a) nicht benutzt werden. Aufgrund
Lemma 8b) ist y; > 17 — 9 = 8, so dafl mit (c) bestenfalls (17,26, 27) nachzuweisen
ist, aber nur bei 8 < y; < 8,25. Dann ergibt sich némlich 2 % 17 4 26 4+ 27 = 87 =
69+ 4x%825 > 62¢ + 4y;. <

Beispiel 2: m = 27, zo = g = 9. Selbst (9,9,27) kann nicht mit (a) gezeigt werden
wegen 949 + 2 %27 = 72 < 8 % 9. Daher kann auch (b) keinen Erfolg bringen. Wenn
y3 < 1 mit Lemma 7 erzwungen worden war, folgt 1; < 1+ g — 2o = 1 aus Beziehung
(3.12) und deshalb (9, 13,27) gemif (c), denn 29 + 13+ 27 =58 > 6 % 9 + 4y;. Mit
(d) ist sogar (9,10, 27) nachzuweisen, denn 2% 9 +10+3%27 =109 > 12x9+1. «

3.5 Aufstellung ganzzahliger Zuschnittpline

Wie im vorigen Abschnitt sei g die Anzahl der Teile des Typs k in der (k,k + 1)-
Instanz (m;w;1;e). In diesem Abschnitt werden alleine von z¢, g und k abhingige
Abschétzungen fiir zp hergeleitet. Aufgrund der Lemmas 5 und 6, S. 43 bzw. 44, ist
es keine einschneidende Voraussetzung, wenn im gesamten Abschnitt gefordert wird:

m=(k+1)xzc, 2¢€IN und (>...>10, (3.25)

Aussage 10: Fiir (2, 3)-Instanzen mit zo = 2 gilt stets: (g =4Vzy = 2) = zp = 2.
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Beweis: Wenn eine eigentliche, verschnittfreie Variante gefunden wird, ist die Behaup-
tung bewiesen, denn nach Abtrennung der Variante bleibt nur eine Restinstanz mit
0 < 2y, <1 tbrig. Angenommen, es wire zp = 3. Wegen der (d)-Variante (3,4, 5)
folgte dann —(1,2,6).

Ist zpr = 2, dann werden in der Relaxation (1.6) nur verschnittfreie Varianten benutzt.
Aufgrund der Annahme zp = 3 sind diese durchweg uneigentlich. Wegen —(1,2,6)
konnte Teil 1 nur mit Varianten (1,¢1,71) und (1,42,:2) mit g < il < i2 < 6 zu-
geschnitten werden, denn eine einzige uneigentliche Variante reicht nicht aus. Dann
aber kann wegen (€1 + 20;1) + ({1 + 20;0) = 2w = 2 % ({1 + ;1 + {;2) eine eigentliche,
verschnittfreie Variante (1,41,42) konstruiert werden, Widerspruch.

Ist g = 4, dann ist y; = 2 und y» = y3 = 0, und es gibt die (a)-Varianten (1,4,6),
(2,3,6) und (3,4,5). Aufgrund der Annahme zp = 3 hiefle das —(2,3,5), —=(1,4,5)
und —(1,2,6). Wegen —(1,4,5) und ¢; > ... > {s gébe es fiir Teil 1 nur Varianten
der Form (1,4,6) und (1,5, 7). Letztere entfallen, weil sie keine (2, 1)-Varianten sind.
Mit dem Zuschnitt des Teils 1 wird das Teil 6 in der Relaxation (1.6) vollstindig
verbraucht. Die einzige fiir Teil 2 verbleibende (2, 1)-Variante ist (2,4, 5), so dafl mit
Teil 2 auch die Teile 4 und 5 komplett zugeschnitten wurden. Folglich wurden die
Varianten (1,4, 6) und (1, 3,6) genau nullmal bzw. einmal in (1.6) zugeschnitten, d. h.
ZpD = 2. 0
Zwei Varianten a und a’ sollen unkorreliert heiflen, wenn sie eigentlich sind und kein
Teil in beiden Varianten gleichzeitig geschnitten wird, d. h. a’a’ = 0 A a,a’ < b.
Aus der Instanz E = (m;w;1;e) werden r € IN paarweise unkorrelierte (k + 1)-Teile-

Varianten abgetrennt. In der Restinstanz E’ sollen moglichst wenig Teile des Typs k
verbleiben. Sind das hochstens & * (k + 1), dann gilt MIRUP auch fiir E.

Begriindung: Fiir £’ geht die Abschitzung (2.12), S. 32, unter Benutzung der Be-
zeichnung (3.1), S. 38, in

Ll

|1 | 1 J
1
E el T Ee ke D

zﬂEU§{

tiber. Ferner ist zp(E) < zp(£') +r und m = r* (k + 1) + |I;| + |I;,]. GemaB
Voraussetzung (3.25) ist z¢(E) = m/(k + 1) und somit

il Mgl 1 A
E) - zc(E 1- - -
e e Aoy S ey i § s S
[l =1
A(E Lt B | 3.26
(E) /lc*(/~c+1)+ o (3.26)

Beispiel: Eine (2, 3)-Instanz mit m = 27 und g = 16 sei gegeben, die die Bedingungen
(3.25) erfiillt. Fiinf (a)-Varianten sind (7,12, 27), (8, 13, 26), (9, 14, 25), (10, 15, 24) und
(11,16,23). Da vom Typ 2 nur sechs Teile iibrig bleiben, gilt MIRUP. (Fiir die ver-
bliebenen sechs Typ-3-Teile, die sechs Typ-2-Teile und die fiinf (a)-Varianten reichen
10 Einheiten des Ausgangsmaterials aus.) Dieses Schema ist auch fiir (d)-Varianten
zu verallgemeinern. 4

Lemma 10: Uber die (k, k4 1)-Instanz E = (m;w; 1; e) wird (3.25) vorausgesetzt. Sei
t die Anzahl der Teile des Typs k, welche nicht gleichzeitig in paarweise unkorrelierten
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(k + 1)-Teile-Varianten untergebracht werden koénnen, einerlei welcher Plan fiir (1.3)
aufgestellt wird. Dann gilt:

) th—k*min{LZj,[1+g_(k_1)*zc 1 mit s =3 L

S ZlZ

1 kx(k+3) k41
D=2

1=3

b) t<(k+1)x(ze+1—[(k+1)*(zc+

Zc—l

—)1), speziell
7

t<3x]

| bei k = 2.

Beweis: a) Lemma 8, S. 51, wird mit einem ¢ € {1,...,k} benutzt. Da yg ., fiir
q < k schlecht abgeschitzt werden kann und Fallunterscheidungen erfordert, wird
der hier angegebene allgemeinere Ansatz nur fiir ¢ = k ausgewertet. Eine ,optimale*
Festlegung der Varianten mit Hilfe der Lemmas 8 und 9 wird nicht angestrebt.

Analog zum obigen Beispiel sind r, unkorrelierte (g, k+1—g)-Varianten (p1—7, ..., p,—
JsPgr1+ g P+ ) fir j=0,...,ry—1mitp;=9g—(¢q—9)*xr firi=1,...,q
und p; =m+1—(k+2—i)*r, firi = qg+1,...,k+1, falls r, > 0 gilt und tatséchlich
zuldssige Varianten vorliegen. Damit die Bedingung von Lemma 8a) erfiillt ist, sind
folgende Bedingungen einzuhalten:

1.pr—(ry—1)>1,alsor, < g/g;
2. pgp1 29+l dh (k—qg+1)xr, <m-—yg;

q k+1

r
3 Yt > =) gt L) S —
Ykt1—q > g+ M (g—J)—(m rq + +j)+§q—i—l—2+i§_2k—i+3

91 k—q+11
d.h.yk+1,q>rq*0—1mit(722f+ Z -.

i—1 ¢ i— L

Wird ¢ = k und 7 := min{|g/k|, [(1 + y1)/o — 1]} gewdhlt, dann wird o = s, und
Bedingung 3 ist erfiillt. ¢ > z¢ darf geméafl Lemma 7 vorausgesetzt werden, andernfalls
wére die Instanz entsprechend reduzierbar. m—g > z¢ > g/k ist wegen g < k*z¢c und

= (k+1) % z¢ wahr. Wegen y; < z¢ und z¢ € IN folgt r; < z¢, so dafl Bedingung 2
auch erfiillt ist. Bedingung 1 ist automatisch aufgrund der Festlegung von r; erfiillt.
Wegen y; > g — (k — 1) * zc gemafl Lemma 8b) ist Teil a) bewiesen.

b) Geméafl Lemma 9 sind (m —kr —jm—(k—1)r—j,....m—r—jm+1+j—r)

fir j =0,...,r — 1 paarweise unkorrelierte Varianten, wenn r > 0 ist und (3.22) gilt,
d. h.
k
kE+1
0 < k i
D1 — m—i_z;z* (i+1) * Pk42
k+1
= m—kr—j— + x(m+1+j—1)+
k
k+1
m—7j—(k+1—1)%xr
3 gy =i (k1= )
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= m-—kr—j— 5 x(m+1+j—r—m+j+(k+1)xr)+
k41 k41
i (k+1 A
2:1 ) j—(k+ )*r)—i—r* T
= m—kr—j— «(1+2)+kr)+kx(m—j7—(k+1)xr)+
ey
+rEy i (wegen (3.24))
=3 !
MEk+1 1, 3 k+1

Da der Koeffizient vor r negativ ist, folgt mit (3.25)

Ex(k+3) *Eg41
f_z

1=3

L

<(k+1)>|<(zc—|—2

—). (3.27)

1, kx(k+3) Ek+1

Diese Ungleichung ist erfiillt, wenn r := [(k‘—i—l)*(zc+§)/( i (2 3 > + ﬂ -1
i3 !

gesetzt wird. Mit den r paarweise unkorrelierten (k+ 1)-Teile-Varianten wurden zwar

nur die r*(k+1) kleinsten Teile geschnitten, aber da nur m—rx(k+1) = (k+1)x(zc—r)

verblieben sind, gilt die Behauptung.

3 3
Zum Fall k& = 2: Die Bedingung (3.27) bedeutet r < 1%C + 3 Wegen z¢c € IN wird
3 1
(3.27) mit r := LZZC + ZJ erfiillt. Damit wird t < 3% (2¢ —7) < 3% [2¢/4 —1/4].

Bemerkung 7: 1. Lemma 8 wurde nur mit ¢ = k benutzt. Eine Einbeziechung des Falles
q = k — 1 wére auch noch moglich; bei noch mehr unterschiedlichen Varianten wére
aber die Unkorreliertheit nur noch schwer zu gewihrleisten.

t—1

K2+ k

3. Die in [27] gegebene Abschétzung t < | (82¢+5)/9] bei k = 2 ist nur fir z¢ € {2;6}
besser als t < 3% [(z¢ —1)/4], aber fiir alle z¢ ¢ {0,2,3,6,7,10} schlechter. (Der Fall
zo < 1ist trivial.)

2. Aufgrund der Abschitzung (3.26) gilt fiir das Gap stets A < 1+

4. In [27] stand Lemma 9 noch nicht zur Verfiigung. Mit den Lemmas 8 und 10a)
konnte bei (2, 3)-Instanzen MIRUP nur fiir 2o < 9 bewiesen werden, indem geeignete
(a)- und (c)-Varianten kombiniert wurden. Bei zo =9, ¢ = 15 und y; = 6 gelang der
Nachweis jedoch nicht mehr.

SATZ 2: Jede (2, 3)-Instanz mit zo < 11 hat MIRUP.

Beweis: Aufgrund der Folgerungen aus den Lemmas 5 und 6 braucht MIRUP nur
fir zo € IN N [0,11) gezeigt werden. Wenn so viele paarweise unkorrelierte 3-Teile-
Varianten geschnitten werden konnten, dafl in der Restinstanz hochstens sechs Teile
vom Typ 2 sind, dann folgt MIRUP. Wegen Lemma 10b) ist das bei z¢ < 9 der Fall.

Nun sei z¢ = 10, m = 30. In Abhéngigkeit von der Anzahl g der Typ-2-Teile werden
(a)- bzw. (d)-Varianten aufgestellt. Folgende (d)-Varianten gibt es stets: (7,17, 30),
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(8,18,29), (9,19,28), (10,20,27), (11,21,26), (12, 22,25) und (13, 23,24). Damit blei-
ben nur die Teile 1-6 und 14-16 iibrig, so dafl fiir ¢ < 14 bereits alles bewiesen ist.
Andernfalls werden einige der Varianten durch (a)-Varianten ersetzt: bei g > 14 die
erste Variante durch (7,14,30); bei g > 15 zusétzlich die Variante (8,18,29) durch
(8,15,29); bei g > 16 zusitzlich die Variante (9,19, 28) durch (9, 16, 28) usw., so daf}
bei g = 20 die (a)-Varianten (7, 14, 30), (8,15,29), (9, 16,28), (10,17,27), (11, 18, 26),
(12,19,25) und (13,20, 24) zu schneiden sind. Die Teile 21-23 sind vom Typ 3. Somit
konnte stets dafiir gesorgt werden, dafl nur die Teile 1-6 iibrig blieben. O

Bemerkung 8: Mit den Lemmas 8 bis 10 ist es nicht moglich, MIRUP fiir alle (2, 3)-
Instanzen zu zeigen, wenn z¢ > 11 ist. Sei etwa 2o = 11, g = 22, m = 33. Dann kann
keine (c)-Variante nachgewiesen werden. Jede (d)-Variante (pi, pa, p3) mit pe < g ist
auch (a)-Variante. Wegen g = 2z¢ ist y; = g—2¢ und yo = 0, so daf die (a)-Varianten-
Bedingung p; + p2 + 2p3 > 29 + 6z¢ — 2y; = 8z¢ nur mit p; + py + 2p3 > 8z¢ + 1
zu erfiillen ist. Selbst wenn jede (d)-Variante auch ohne die Forderung p, < g schon
(a)-Variante wére, ergébe sich fiir die benétigten z¢ — 2 Varianten die Bilanz

3z¢ 2zc+2
> 2+ Y i—(2c—2)%(8z¢+1)
i=220+3 =7
= 3z20%(Bzc+1) — (22¢ +3) * (2¢ + 1) — 21 — 822 + 1520 + 2
= (20—2)*(11—20)20

wegen zo = 11. Bei zo > 11 wéren folglich offensichtlich nicht ausreichend viele
unkorrelierte 3-Teile-Varianten gegeben. Bei zo = 11 miifite aufgrund der Bilanz, die
keine Spielrdume zuléafit, jede (d)-Variante, die keine (a)-Variante ist, 2p; + pa + 3p3 =
133 und py = p; + 1 erfiillen. Das ist nicht moglich, da selbst fiir die (d)-Variante
(22,23,24) sich 2 %22 + 23 4+ 3% 24 = 139 > 133 ergibt. Auch (b)-Varianten entfallen,
weil sie einiges ,verschenken®“. Dennoch ist bisher kein Gegenbeispiel zur MIRUP-
Hypothese im 1CSP bekannt, nicht einmal die Existenz eines Gegenbeispiels. O

3.6 Folgerungen fiir das allgemeine eindimensiona-
le Zuschnittproblem

In [21] wurde bewiesen, dafl fiir jede Instanz (m;w;l;b) mit m < 6 MIRUP gilt.
Da Satz 2 in [21] noch nicht zur Verfiigung stand, konnte der unten folgende Satz,
der eine Verallgemeinerung der Aussage ,m < 6 = A < 2“ darstellt, in [21] noch
nicht bewiesen werden, jedoch enthielt [21] eine gute Vorlage fiir den Beweis des
nachfolgenden Satzes sowie des vorbereitenden Lemmas.

Lemma 11: Fiir die Instanz F = (m; w;1; b) des 1CSPs werden die Ungleichungskette
(2.1), S. 22, und 2¢; > w sowie {1 + 2{,, > w vorausgesetzt. Gilt {1 + £,, > w, dann
seien ¢ := 0 und a := e', andernfalls ¢t :== min{i € I : {; + {; < w} und a := e' + €'
Sei E := (m;w;1;b — a), wobei b; = 0 und b, = 0 (bei ¢ > 0) erlaubt sind. Dann gilt

20(E) = z2¢(E) — 1 und zp(E) = zp(E) — 1, d. h. beim einmaligen Zuschneiden der
Variante a dndert sich das Gap nicht.

Beweis: Die Nummer der Variante a in J sei 0. B. d. A. 1. Ist t = 0, dann ist e' die
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einzige zuldssige Variante, mit der Teil 1 geschnitten werden kann. Dann gilt z; = b,
fiir £ sowohl in (1.3) als auch in (1.6), woraus die Behauptung folgt. Es ist nur noch
der Fall £ > 0 zu kléren. Das Teil ¢ ist das grofite mit Teil 1 kombinierbare Teil. In Op-
timallosungen von (1.3) und auch von (1.6) fiir £ kann dann immer z; = min{by, b;}
erzwungen werden, wie im folgenden gezeigt wird. x; kann nicht grofler sein, weil
Uberproduktion folgte. Falls z; kleiner ist, dann wurde Teil 1 alleine zugeschnitten
oder nur mit einem kleineren Teil s > ¢ kombiniert. Im ersten Fall ist x; zu erhohen,
wihrend Teil ¢ entsprechend oft aus anderen Varianten zu entfernen ist. Im anderen
Fall fiihrt die Erh6hung von x; dazu, dafl in anderen Varianten, die das Teil ¢ enthal-
ten, entsprechend oft Teil ¢ durch obiges Teil s zu ersetzen ist. In beiden Féllen kann
der Zielfunktionswert nicht zunehmen. Daraus folgt die Behauptung. 0

Bemerkung 9: Die Voraussetzung ¢; + 2¢,, > w kann nicht zu ¢, 4+ 2¢,, > w abge-
schwicht werden, wie die Instanz F = (4;18;(10,9,6,4)T; (1,1,2,1)T) mit A(E) =1
zeigt. Ebenso kann wegen Instanzen wie (2;6; (3,2)7; (1,4)7) nicht auf die Bedingung
verzichtet werden, dafl Teil 1 vom Typ 1 ist.

SATZ 3: Fiir jede Instanz E = (m;w;1;b) des 1CSPs gilt

; 2
ZM; } und deshalb A < max{2, mz}. (3.28)

Gilt 2y € [0, 4,75] U (5, 5,5] U (6, 6,25], dann hat E MIRUP, und bei zy; < 1,75 hat
E IRUP.

Beweis: Werden aus F alle Teile ¢ mit Liangen ¢; < w/4 entfernt, dann entsteht eine
Instanz E’, in der nur Teile der Typen 1 bis 3 vorkommen kénnen. Kein Typ-1-Teil ist
mit zwei Typ-3-Teilen in einer Variante kombinierbar. Solange in £’ Teile vom Typ
1 vorkommen, kann folglich eine Reduktion geméfl Lemma 11 vorgenommen werden.
Es entsteht eine (2,3)-Instanz E” mit A(E") = A(E”). Diese kann gemifl Lemmas
5-7 zu einer Instanz E"” mit 2o (E™) € IN und m" = 3 % z¢(E") reduziert werden, so
daf Lemma 10b) angewendet werden kann. In Verbindung mit Bemerkung 7.2 ergibt
sich

A < max{2,

2o(B") — 1 32c(E") + 26

A(E") < (3+[ "= —=145)/6 < - und A(E”) < 14+A(E"). (3.29)

Nun miissen noch die zu F, aber nicht zu E’, gehorenden Teile ergédnzt werden.

1. Fall: zp(E) > zp(E'), d. h. wenigstens ein Teil einer Lénge bis w/4 paBte nicht in
die zp(E') zuvor festgelegten Varianten. Dann besitzen alle Varianten mit Ausnahme
hochstens einer einen Materialausnutzungsgrad iiber 75%. Wenn z € IN solche Varian-
ten gefertigt wurden, bleibt weniger als 17b—0,75w* 2 zu packen. Wenn dies héchstens
w ist, dann reicht eine einzige weitere Variante aus, d. h. wenn z,(E) — 0,75z < 1 ist,
dann ist zp(F) < z+ 1. Mit z := [(z2m(E) — 1)/0,75] ergibt das

4%z (E)

3 — 11 < zm(E) + (B +2

n(E) < [ —

(3.30)
und mit A = zp — z¢ und z); < z¢ folgt die erste Behauptung. Bei 1 < zy(E) < 1,75
ist 2p(E) < (4%1,75+2)/3 = 3, d. h. IRUP. Ist 2x;(E) € [0, 4,75]U (5, 5,5] U (6, 6,25],
dann ergibt (3.30) in jedem Fall die passende Schranke, z. B. fiir 6 < z;,(F) < 6,25 die
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Abschétzung zp(F) < (4%6,25+2)/3 = 9, also zp(F) < 8. Wegen z¢(E) > zpy(E) > 6
heifit das MIRUP.

2. Fall: Es wurden keine weiteren Varianten benétigt, d. h. zp(E) = zp(E’) und
A(E) < A(E) =A(E") <1+ A(E") mit A(E") € IN. In E" gibt es nur Teile der
Typen 2 und 3. Aufgrund der Reduktion geméfl Lemma 7 ist die Anzahl ¢”’ der Typ-
2-Teile in £ mindestens z¢(E™), und jede in einer Optimallésung der Relaxation
(1.6) in positiver Haufigkeit gepackte Variante enthélt genau drei Teile. Das ergibt
g/// SZC(E,”) _ g/// 3ZC(E///) g/// 5
" g _ J 57 B 31
2z ( )>3+ 1 1 +1 _62’0( ) (3.31)
Bei A(E") <1 ist die Behauptung bewiesen. Sei A(E”") > 2. Wegen Satz 2 ist dann
zo(E™) > 11 und 2y (E") > 9 wegen der Ungleichung (3.31). Das heiBt, fiir zp,(E) €
[0, 4,75] U (5, 5,5] U (6, 6,25] kann dieser Fall nicht eintreten, und die angegebene
MIRUP-Behauptung trifft zu.
Die Behauptung A(E) < max{2, £} braucht wegen A(E) < 1+ A(E”) nur fiir

den Fall A(E") > 2 bewiesen werden. Dann aber ist zo(E"”) > 11, und wegen der
Ungleichungen (3.29) und (3.31) ergibt der Vergleich

2 (E") 4 2 < 3zc(E") 426 — 8z (E") — 16
3 - 24
92c(E™) 4+ 30 — 202 (E™) < 91
72 - 72
so dafl wegen A(FE) < 1+ A(E") die in der Behauptung (3.28) angegebene Schranke
sogar noch schwécher ist.

A(EW) _

Die Fallunterscheidung wird mit den Betrachtungen zur Situation zp/(E) < 1,75 ab-
geschlossen. Wegen A(E) < 1+ A(E") mufl nur gezeigt werden, dafl A(E") = 0 gilt.
Bei zp(E") < 1 ist das wegen z¢(E") € IN der Fall. Sei 1 < zp,(E") < 1,75. Wegen
der Ungleichung (3.31) ist dann 1 < z¢(E") < 2,1, also z¢(E") = 2. Angenommen,
es gibe eine unzulissige 3-Teile-Variante a, d. h. efa = 3 A 1Ta > w. Zusammen mit
den drei anderen Teilen ergidbe das mehr Material als w + 3 x (w/4), Widerspruch
zu zy(E") < 1,75. Damit sind in E" alle 3-Teile-Varianten zuléssig, und es folgt
A(E™) =0, also IRUP fiir E.

Zu zeigen ist nur noch der zweite Teil der Behauptung (3.28); der erste Teil gilt fiir
jede Instanz des 1CSPs, also insbesondere auch fiir residuale Instanzen. Sei E() eine
residuale Instanz zu E. Dann ist A(E™) < 2 oder

2y (BM) +2 - 4z2c(EM) + 2

3 - 3 ‘
Nun kann Lemma 1, S. 19, mit p := 4/3 und ¢ := 2/3 angewendet werden. Das ergibt
zuniichst A(E™) < 2 oder A(E™M) < (m + 2)/4. Aus A(E) < A(E™) folgt die
Behauptung. O
Folgerung: Bei z¢ € [0, 4,75 U (5, 5,5] U (6, 6,25] gilt MIRUP.

Beweis: Die Intervalle sind passend gewéhlt, z. B. ist zp < 8 erlaubt, falls 6 < z¢ <
6,25. Wegen z¢ > z)y ergibt Satz 3 die Abschétzung zp < max{8,25, (4x6,25+2)/3} =
9, also zp < 8. Die Behauptung kann fiir die kleineren z¢ analog gezeigt werden.

2p(EM) < 26(EM) +
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Kapitel 4

Nicht-IRUP-Instanzen

In [30] wird das MAXGAP-Problem formuliert: Man finde Instanzen des 1CSPs mit
moglichst groBem Gap. Das ist das Thema dieses Kapitels.

4.1 Der Teilbarkeitsfall

1990 fand FIELDHOUSE [8] die Instanz Er = (3;30; (15, 10,6)%; (1,2,4)T), die wie die
von SCHEITHAUER/TERNO [28] angegebene Esy = (3;132;(44,33,12)7;(2,3,6)T)
zu einer von NICA [19] untersuchten Familie von Nicht-IRUP-Instanzen im Teilbar-
keitsfall gehort. Da NI1CA sein allgemeines Gegenbeispiel zur IRUP-Hypothese nicht
veroffentlicht hatte, wurde sein Satz (Aussage 11) einschlieBlich Beweis nochmals in
[26] angegeben. Da es sich um den Teilbarkeitsfall handelt, sind bei Vorgabe von w > 0
alle Teilelangen /¢;, © € I mit den Typen k; der betreffenden Teile festgelegt, ndmlich

Aussage 11: Seien kq, ko, ... ky,_1 paarweise teilerfremde ganze Zahlen mit 1 < ky <
. < kp-1, m > 3 und k,, = Hk: — 1. Fir alle ¢ € I\ {m} sei b; = k; —

und es gebe keine Losung der ganzzahhgen Aufgabe (1.3), in der diese Teile (mlt
den Bedarfszahlen b;) in hochstens m — 2 Varianten untergebracht werden. Ferner sei

m—1
by = |km * X (1/k;)]. Die so festgelegte Instanz E = (m;w;1;b) hat dann ein Gap
i=1

A DOFA B O B!

Aufgrund der Festlegung von k,, geht dieses Gap von weniger als 1+ 1/k,, fiir wach-
sende k; sehr schnell gegen 1. Aulerdem erfordert die Voraussetzung die Priifung, daf3
die Teile 1 bis m — 1 tatséchlich nicht in m — 2 Varianten gepackt werden kénnen. Im
folgenden werden zwei andere Familien von Nicht-IRUP Instanzen im Teilbarkeitsfall
angegeben.

Aussage 12: Sei p € IN \ {0} beliebig. Sei w das kleinste gemeinsame Vielfache von
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3p,3p+ 1,9p + 2 (oder ein Mehrfaches davon). Dann besitzt die Instanz

Eo= (3w (2, Y d

) %73p+179p+2)Tﬂ (3p—173pa6)T)

ein Gap A > 1, vgl. [26].
Beweis: Fiir p = 1 ergibt sich mit Egr eine schon bekannte Instanz mit Gap 137/132.
Sei also p > 2. Zur Abkiirzung wird ¢ := 3p und @ := ¢ * (¢ + 1) * (3q + 2) gesetzt.
Angenommen, es gibe eine eigentliche Variante a mit

qg+2 s as

1l—-—< —+ + < 1. 4.1
Q ~—q q+1 3qg+2~ (4.1)

Dies wire genau dann der Fall, wenn A(E) < 1 wére, denn

_q—1 q 6 q+2

2o = + + =2—-—,
¢ q g+1 3qg+2 Q

und nach Abspaltung von a bliebe nur Material iibrig, das in eine einzige Variante,

namlich b — a, gepackt werden koénnte. Da es sich um den Teilbarkeitsfall handelt,
2

Warez <1 also ( q+1)a1—|—qa2<q —|—q—q +qa3. Wegen
Tk 3q + 2
g 1_¢+q q 1 2 q
1y S SR S 4.2
3797342 379 0B¢+2) 3 (42)
gilte
(g4 Day +qas < ¢* +q— %ag,. (4.3)
Aus dem jeweils linken Teil der Ungleichungsketten (4.1) und (4.2) folgt
2
q° +q q+2 9 qg 1 q+2
1 > +q- - > ST P
(¢+1ar+qaz > ¢ +gq 30 2% 3.1 70t (3 +g)as 3012
2 1 4
und wegen 3qq—: 5= 3 + m erfiillte a auch die Ungleichung
g 1 1 4
1 SRR & Sl VA S

Zusammen mit der Ungleichung (4.3) bedeutet das, dal wenn IRUP fiir E zutréfe,
eine eigentliche Variante a mit
) ¢ 1 1 4 g
(g+1)ar+qas—q”—q € (—(3+9)a3——),—a3)
existierte. Die linke Seite ist ganzzahlig. Das offene Intervall auf der rechten Seite
kann wegen ¢ = 3p in der Form



geschrieben werden. Bei p > 2 und a3 < 5 besitzt das Intervall eine Lange von
hochstens g + % + % < 1, so daBl es keine ganze Zahl enthélt. Folglich gibt es keine
eigentliche Variante a mit ag < 5, die das Ungleichungssystem (4.1) erfiillt. Auch
az = 6 kann keine derartige Variante ergeben, denn sonst wére das System (4.1) auch
von b — a erfiillt worden. 0

Die Bedingung 3|q ist wesentlich, denn

e beipe INund ¢ =3p+ 1 wirea= (p,2p+1,2)T
ebeipe Nund q=3p+2wirea= 2p+1,p+1,1)7

eine eigentliche Variante, die die Ungleichungskette (4.1) erfiillt.

Aussage 12 zeigt unzweifelhaft die Existenz unendlich vieler paarweise nichtdquiva-
lenter Nicht-IRUP-Instanzen im Teilbarkeitsfall des 1CSPs, wobei alle vorkommen-
den Teile beliebig klein im Vergleich zum Ausgangsmaterial sein konnen. Die folgende
Familie zeichnet sich dadurch aus, dafl die beteiligten Teiletypen besonders nah bei-
einander sind.

Aussage 13: Sei p € IN \ {0} beliebig. Sei w := (6p + 2) * (6p + 3) * (6p + 5). Dann
gilt A > 1 fiir die Instanz
w w w

3. .
( ’w’(6p+2’6p+3’6p+5

Vs (6p +1,3p +3,3p+2)7).

Beweis: Es gilt zo = z)r = 2 — 3/w. Angenommen, es wire zp = 2. Dann miifite es
eine eigentliche Variante a mit Verschnitt 0 oder 1 geben. Da die Teiletypen 6p + 2,
6p + 3 und 6p + 5 paarweise teilerfremd sind, wére Verschnitt 0 nur mit elementaren
Varianten moglich, aber die Bedarfszahlen b; sind dafiir zu klein, so da 17a = w
ausscheidet. Aber auch 17a = w — 1 ist unméglich, denn Rechnung mit Kongruenzen
modulo 6p + 5 ergébe

w—1 = (6p+3)(6p+5)a; + (6p+2)(6p + 5)as + (6p + 2)(6p + 3)as

-1 = (-2)%0%a; +(=3)*0*xas+ (—3) *x (—2) x a3 (mod 6p + 5)
—6p—6 = 6as (mod 6p + 5) |: 6 (moglich, da ggT(6,6p+5)=1)
a3z = —-p—1 (mod 6p + 5)

Wegen a3 € IN ist die kleinste diese Kongruenz erfiillende Zahl 5p + 4, doch wegen
bs = 3p + 2 < 5p + 4 ergibt das keine eigentliche Variante. 0

C. NI1TSCHE untersuchte systematisch Instanzen des Teilbarkeitsfalles mit Rechner-
hilfe [20] und fand dabei auch Instanzen wie (3;154;(77,22,14)7;(1,4,10)") und
(3;520; (104, 65,40)7; (4,7,4)T), die zu keiner der oben genannten Familien gehoren
und ein Gap A > 1 haben. Manche solche Instanz kann durch Zusammenfassung meh-
rerer Teile in einer Nicht-IRUP-Instanz zu einem groferen Teil erhalten werden, solan-
ge der Teilbarkeitsfall weiterhin gilt. Entgegengesetzt dazu ist die Aufspaltung einiger
Teile in kleinere, ohne das Gap zu éndern. Andere Nicht-IRUP-Instanzen mit mehr
Teiletypen kénnen durch Verkiirzung einzelner Teile erhalten werden, wobei das Gap
zunimmt, z. B. besitzt die Instanz (4; 840; (280, 168,120, 105)7; (1,4, 5, 1)T) gegeniiber
der Nicht-IRUP-Instanz (3; 840; (280, 168, 120)T; (1,4, 6)T) ein deutlich gréferes Gap.
Dieses Beispiel ist [20] entnommen.

65



4.2 (k,k+ 1)-Instanzen

In Kapitel 3 wurden die (k, k + 1)-Instanzen vorgestellt und auf MIRUP untersucht.
In diesem Abschnitt werden (k,k + 1)-Instanzen mit Gap A = 1 aufgestellt. Diese
konnen als Baustein fiir weitere Konstruktionen dienen.

4.2.1 Instanzen mit zo =2z =3
Aussage 14: Firt € @ \ {—12,—11,—-9}, t > —13 hat die Instanz

E(t) = (T;5143t; (23+t,19+¢, 174+¢,16+1,15+¢, 14+¢,13+4)7; (1,2,2,1,1,1,1)T)

(4.4)
ein Gap A = 1, und fiir ¢ > —1 ergeben sich durchweg dquivalente (2, 3)-Instanzen,
vgl. [26]. (Bei t € {—12,—11,—9} gébe es verschnittfreie 2-Teile-Varianten, die auf
IRUP fiihrten.)

Beweis: Zuerst wird die behauptete Aquivalenz gezeigt. Bei t > —1 ist 51 + 3t — 2 %
(234+t)=5+t>4und 51 +3t —4x (13+1¢) = —1 —t < 0, so daB tatséchlich eine
(2, 3)-Instanz vorliegt. Daher miissen nur noch die 3-Teile-Varianten untersucht wer-
den; bei anderen Varianten ist die (Un-)Zuléssigkeit klar. Wenn drei Teile zusammen
zuléssig sind, dndert sich am Verschnitt nichts, wenn ¢ variiert. Damit bleibt auch die
(Un-)Zuléssigkeit der Variante unveréndert.

Bei t < —1 liegt keine (2, 3)-Instanz mehr vor, so dafi auch die Aquivalenz hinfillig
wird. Im folgenden wird noch A =1Vt € @\ {—12,—11, -9}, ¢t > —13 nachgewiesen.
Wegen zp; = 3 gilt zc > 3. Da die nachstehenden Varianten zuléssig sind und

0

\
X
DO OO DO
+
N |
X
O OO N O+ O
+
N | —

X
OO OO Ww oo
+
N | —
NN
X
_ o= O OO
+
N | —

X
—_ O O O oo
|
— = = = N N

OO = O = =

0

gilt, folgt zo = 3. Wire zp = 3, dann diirfte in den fiir (1.3) verwendeten Varian-
ten Verschnitt nicht auftreten. Folglich entfallen alle Varianten mit weniger als zwei
Teilen. Wegen t ¢ {—12,—11,—9} gibt es auch keine eigentliche verschnittfreie 2-
Teile-Variante. Varianten mit vier oder mehr Teilen entfallen ebenfalls, weil wegen
e’b = 9 Varianten mit hochstens zwei Teilen doch verwendet werden miifiten.

Die einzige eigentliche verschnittfreie Variante a mit a; = 1 und e’'a = 3 ist e! +e’+e’.
Dann aber kann Teil 2 nicht mehr verschnittfrei gepackt werden, da Teil 5 schon
benutzt wurde. O

Aussage 15: Seien k € IN'\ {0,1} und ¢ > max{3k3 — k? — 3k, 3k* + 3k + 1}. Dann ist
(9; (k+ 1)(t + 3k);

(t+ 3Kk + 2k, t +2k? + k,t +6k,t + 1,t +k+2,t +3k — 3, t,t + k, t + 3k)T;
(1,1,1,k—1,k—1,k—1,1,1,1)T)
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eine (k, k+1)-Instanz mit z); = zc = 3 und zp = 4. (Um die innewohnende zyklische
Struktur zu verdeutlichen, wurden die Teile nicht nach der Gréfe sortiert, vgl. [26].)

1 1
Beweis: Es gilt z); = 2z = 3 wegen 7 x (el+(k—1)e7+e8) +E X <e2+(k—1)e8+eg) +

lix (e?’—k(k:—l)ngre?)nLu X (e1+ke4)—|—k;1 X (e2—|—k:e5)+k;1 X <e3+ke6) =b,

k

denn alle diese Varianten sind zuléssig und verschnittfrei.

Wegen k& > 2 ist Teil 7 das kiirzeste und Teil 1 das langste. Wegen w — kf; = t —
3k + k* + 3k > 0 und w — (k + 2)¢; = 3k* + 3k —t < —1 liegt tatsichlich eine
(k,k + 1)-Instanz vor, und jede verschnittfreie Variante enthilt genau k + 1 Teile.
Um zp > 3 zu zeigen, werden eigentliche Varianten a mit a; = 1 betrachtet. Ist
k =2, dann ist a = e! + e” + e® die einzige derartige, verschnittfreie Variante. Dann
aber konnen die Teile 2 und 3 nicht mehr verschnittfrei gefertigt werden, was zp > 3
ergibt. Ist k£ > 2, dann gibt es wegen {; < {4y < lg < {; < {1 Vi € {2,3,5,6,9} und
O+ kly = 01+ (k—1)l; + g = w, aber by < k und b; < k — 1 keine eigentliche
verschnittfreie Variante, die Teil 1 enthélt, d. h. zp > 3. 0

Den Instanzen aus Aussage 15 wohnt eine zyklische Struktur mit der Zyklenldnge 3
inne. Entsprechende Instanzen mit zp > zo = 2z > 3 und z¢o € IN konnen mit
grofleren Zyklenlédngen leicht aufgestellt werden, siehe auch Abschnitt 5.2. Alterna-
tiv sind mehrere Zyklen zu kombinieren, solange verhindert wird, dafl unerwiinschte
verschnittfreie Varianten hinzukommen.

Die Héufigkeiten x; in der Optimallosung der stetigen Relaxation (1.6) konnen in den
zyklisch aufgebauten Nicht-IRUP-Instanzen auch 1/3 und 2/3 statt 1/2 sein, z. B. in
der Instanz E = (24;1347; (616, 608, 593, 561, 547, 519, 505, 498, 488, 484, 461, 448,
414, 400, 394, 393, 388, 379, 375, 351, 340, 339, 338, 337); €) mit 2o = 8 und zp = 9.

4.2.2 Komplementire Varianten — komplementire Instan-
zen

Zunichst werden nur (2, 3)-Instanzen behandelt; (k, k + 1)-Instanzen folgen danach,
vgl. [27]. Sei a = e + e + e eine (2,1)-Variante mit Jw > € > lp > w/3 >
liz > w/4. Fir i € {il,i2,i3} werde ¢ := 2w — {; festgelegt. Dann gilt Sw >
Uis > w/3 > Uiy > U > w/4. Galt U + iy + U3 = w, dann ist 0 + Oy + Uiy =
w, d. h. aus der zuldssigen, verschnittfreien (2,1)-Variante entstand eine zuléssige,
verschnittfreie (1,2)-Variante. Diese soll komplementdre Variante zu a heiflen. Wird
von ihr entsprechend nochmals zur komplementéren Variante iibergegangen, dann

entsteht wieder die urspriingliche Variante a.

Ist eine (2, 3)-Instanz E = (m;w;1; b) gegeben, die eine Optimallésung der Relaxation
(1.6) besitzt, in der nur (2, 1)-Varianten in positiver Haufigkeit benutzt werden, dann
kann mit ¢} := 2w — ¢; fiir alle i € I eine komplementire Instanz E' = (m;w;1';b)
zu E aufgestellt werden. Auf deren Optimallosungen von (1.3) und (1.6) kann aber
nicht geschlossen werden, weil verschnittbehafteten Varianten in £ unzulissige in £’

entsprechen und umgekehrt.

Gegeben sei eine (k,k + 1)-Instanz £ = (m;w;L;b), die eine Optimallésung der
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Relaxation (1.6) besitzt, welche nur verschnittfreie (k + 1)-Teile-Varianten in posi-
tiver Haufigkeit verwendet. Dann kann mit der Festlegung ¢, := lf—fl — ¢; fir alle
i € I eine komplementére Instanz E' = (m;w;l’;b) erklirt werden. Alle zuléssigen,
verschnittfreien (k + 1)-Teile-Varianten von E gehen in solche von E’ iiber, d. h.
20(F) = zo(E') = zy(F) = zm(E'). Jedoch kann das Gap sich dndern, weil E oder
E’ auch eine ganzzahlige Optimallosung besitzen kann, in welcher alle verwendeten
Varianten verschnittfrei sind, aber nicht alle genau k + 1 Teile beinhalten.

Um das genauer zu illustrieren, sei t € IR, t > —/(,, gewéhlt, wobei /1 > ... > {,,
sei. Dann hat die Instanz E(t) := (m;w + (k + 1)t;1 + te; b) unabhéngig von t den
optimalen Zielfunktionswert z¢ in (1.6), denn jede in E(0) zuldssige, verschnittfreie
(k + 1)-Teile-Variante ist auch so eine in E(t). Fir

t > max{w — (k + 2){p,, kl; — w} (4.5)

ist £(t) eine (k, k+1)-Instanz, denn w > (k+1)¢,,, und t > (k+1)0,,—(k+2){,, = —L,p,
w+(k+1)t—k(l1+t) = w+t—kl; > 0sowie w+ (k+1)t— (k+2) (b +t) = w—t—(k+
2)l,, < 0. Jede Variante mit hochstens & Teilen hat Verschnitt in E(t). Das bedeutet
entweder die Ganzzahl-Eigenschaft zc = zp fiir alle t > —/,,, oder Nicht-IRUP (A > 1)
fiir alle ¢, die (4.5) gentigen, und damit fiir fast alle ¢ > —/,,, denn es gibt nur endlich
viele Kombinationen von hochstens k& Teilen, und jede ist fiir héchstens ein ¢ > —¢,,

verschnittfrei. Im ersten Fall hat auch E'(t) := (m;w + (k + 1)t; (]{;24_7“01 +t)e —L;b)
immer IRUP, wiahrend im zweiten Fall fiir fast alle t > —¢/ = {; — 2w/(k + 1) das
Gap A(E'(t)) > 1ist. Dabei ist in jedem Falle t > ¢; —2w/(k+1) zu fordern, damit in
E'(t) keine Teile mit nicht positiver Linge auftreten. Diese Forderung ist automatisch
erfiillt, wenn die Ungleichung (4.5) gilt.

Beispiel: Die Instanz (4.4) hat fiir t > —13, ¢t ¢ {—12, —11, -9} ein Gap A(E(t)) = 1.
Fiir t > —11 existiert die komplementére Instanz E'(t) = (7;5143t; (21+¢,20+¢, 19+
t A8+, 17+, 15+, 11+ )75 (1,1,1,1,2,2,1)T) mit 2c(E'(t)) = 2y (E'(t)) = 3. Fiir
t > 7 ist dies auch eine (2, 3)-Instanz, und fiir alle t > —11, ¢ # —10 gilt A(E'(t)) = 1,
weil es keine zuléssige, verschnittfreie 2-Teile-Variante gibt. <

4.2.3 Instanzen mit zo = 2

Bis hierher wurden Nicht-IRUP-(k, k4 1)-Instanzen nur mit zo = zp, > 3 angegeben.
Bei zo = 2 4dndert sich die Situation etwas, obwohl Lemma 10 auch bei zo = 2 ein
Gap A > 1 zulafit. GeméB Aussage 10, S. 56, gibt es keine Nicht-IRUP-(2, 3)-Instanz
mit zoc = zpr = 2.

Aussage 16: Folgende (k, k 4 1)-Instanzen Ej haben z¢ =z = 2 und zp = 3:

B, = (7;7k® + 26k + 23; (Tk 429, Tk + 27, 7k + 21, Tk + 19,
Thk+ 17,7k + 16,7k +12)7;(1,1,1,2k — 4,1, 1, D7) bei 3<k <7 und
Ey = (7;10k* + 6k; (10k + 6,10k + 4,10k — 2,10k — 4,

10k — 6,10k — 7,10k — 11)%; (1,1,1,2k —4,1,1,1)") bei &k >38.
Beweis: Es handelt sich tatséchlich um (k, k& + 1)-Instanzen, denn
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o bei 3 <k < Tist Th* 4 26k + 23 — k = (7k +29) = 23 — 3k > 0 und 7k? + 26k +
23 — (k+2) % (Th+12) = —1 < 0;

o bei k> 8ist £y = 10k — 11 > 0, w = kf; und 10k% + 6k — (k +2) x (10k — 11) =
22 — 3k < 0.

AuBlerdem ist zo = z); = 2, denn die folgenden Varianten sind auch zuléssig und
verschnittirei:

1 1 0 0 1
] 0 1 0 ]

, 0 , 0 , 0 X 2 1

Sl ks ek k2 4o k=2 |+ox| k=1 |=]| 26—4

2 0 2 0 2 2 2 0 1
0 2 0 0 ]
2 0 0 0 1

Der Nachweis von zp > 2 kann fiir 3 < k < 7 mit der Relaxation (1.7) erfolgen. Sei
k > 8. Wenn eine eigentliche, verschnittfreie Variante a mit ag = 1 existierte, miifite
auch a7 = 1 sein, da /5 und ¢; die einzigen ungeraden Léngen sind und bg = b7 = 1
gilt. Es folgt

5
w—1"a = 10k* — 14k + 18 — > al;
i=1
5
= (10k—4)* (k—1->_a;) + 14 — 10a; — 8as — 2a3 + 2as,

i=1
also mufl 10k — 4 Teiler von 10a; 4 8as + 2a3 — 2a; — 14 sein. Dabei gilt a1, as, asz, a5 €
{0,1}, somit —16 < 10ay + 8as + 2a3 — 2a5 — 14 < 20. Wegen 10k — 4 > 76 heifit
das 10a; + 8as + 2a3 — 2a5 — 14 = 0, also 10ay + 8as + 2a3 > 14, a; = a; = 1 und
4+2a3—2a5; = 0, Widerspruch. Es existiert keine eigentliche, verschnittfreie Variante,
d. h. Zp > 2. O

Aussage 17: Die folgenden (k, k+ 1)-Instanzen mit nur fiinf verschiedenen Teilelangen
haben zy < ze =2 < zp, vgl. [27]:

k=2: Ey=(5:75;(29,28,25,23,19)"; (1,1,2,1,1)%) (4.6)
k=3: Es5=(594;(29,28,25,2319)7;(1,1,2,1,3)")
k>4: Ep=(510k* — 8k; (10k — 8,10k — 9,10k — 12,10k — 14, 10k — 18);
(1,1,2,1,2k — 3)T)
Beweis fiir k& > 4: Wegen 2k — 3 > 0, 10k — 18 > 0, w = kf; und 10k* — 8k — (k +

2) x (10k — 18) = 36 — 10k < 0 sind tatsdchlich (k, k + 1)-Instanzen gegeben. Wegen
e’b = 2k + 2 heifit das z¢ > 2. Andererseits gilt 2o < 2 wegen

1 1 0 0 1
1 0 1 0 1 2 0 1
§>< 1 +§>< 0 —|—§>< 0 + =X 3 = 2 ,
0 2 0 0 1
k—1 k—2 k—1 k—2 2k -3



und alle diese Varianten sind zuléssig. Nur die erste hat Verschnitt. Wegen 2w —17b =
1 diirfte der Gesamtverschnitt nur 1 sein, falls zp = 2 gélte. Weil 10k — 9 die einzige
ungerade Linge und by = 1 ist, miifite es eine eigentliche, verschnittfreie Variante ohne
Teil 2 geben. Sei a = (ay,0,as,a4,as5)’ diese Variante. Verschnittfreiheit verlangt
0 =w—all = (10k — 8) x (k — a; — ag — ag — as) + 4az + 6ay + 10as, so daB
4as + 6ay4 + 10as durch 10k — 8 teilbar sein muf3, wobei a3 = a4 = a5 = 0 entfillt.
Wegen as < 2 und a4 < 1 heifit das 10as5 > 10k — 22, also a5 > k — 2 und w — asl; <
10k —8k— (k—2)*(10k—18) = 30k —36. Wegen 30k —36—4x*(10k—18) = 36— 10k < 0
kann dieser Rest mit hochstens drei Teilen belegt werden. Nur zwei Teile ergeben
Verschnitt von wenigstens 30k — 36 — (10k — 8) — (10k — 12) = 10k — 16 > 24, doch
auch mit genau drei Teilen kann die Restlinge 30k — 36 fiir kein k vollstandig belegt
werden. Daraus folgt zp > 2. 0

4.2.4 Allgemeinere Instanzen als Folgerung

Die Instanz (4.4) wird fir —13 < ¢t < —12 betrachtet, vgl. [26]. Dann ergeben
sich unendlich viele, paarweise nichtaquivalente Instanzen, denn der Typ des Teils
7 durchlauft fast alle natiirlichen Zahlen. Wird dieses kleinste Teil weggelassen, dann
dndert sich (bei —13 < ¢t < —12) an zp(E(t)) nichts. Der Beweis kann analog zu
Aussage 14 gefiithrt werden. Wird ¢t = p/q — 13 mit p,q € IN, 0 < p < ¢ substituiert,
dann ergibt die Multiplikation aller Léngen in (4.4) mit ¢ die Instanz

(6;12q + 3p; (10q + p, 6¢ + p,4q + p,3q + p,2¢ + p,q¢ + p)*; (1,2,2,1,1,1)T);
p,qg€IN, 0<p<gq

mit zp; < zo = 3 < zp. Nun wird das kleinste Teil auf ¢ 4+ 1 verkiirzt.

Aussage 18: Es gilt zo < 3 < zp fiir die Instanz

(6;12q + 3p; (10g + p, 6q + p,4q + p,3q + p,2¢ + p,q + 1)7;(1,2,2,1,1,1)7);
p,ge N, 0 <p<yq.

Beweis: z¢ < 3 ist klar, so dafl nur zp = 4 zu zeigen ist. Angenommen, es wére zp = 3.
Wegen 17b = 36¢+Tp+1 = 3w — (2p—1) wiire der Gesamtverschnitt einer Lésung von
(1.3) dann 2p — 1. Eine Variante miiite dann mit Teil 1 auch Teil 5 enthalten, was den
Verschnitt p ergibt. (Varianten wie e' + €% entfallen aus Dominanzgriinden.) Doch
nun kann Teil 2 nur noch mit weiterem Verschnitt p (oder mehr) gepackt werden,
weil Teil 5 schon verbraucht wurde. Der Gesamtverschnitt ist somit mindestens 2p,
Widerspruch. O

Bei ¢ < 2p+ 3 wird auch die Variante e! + 3e® zulissig und damit zo < 3 —1/36, weil
folgender Plan als zuldssige Losung von (1.6) aufgestellt werden kann:

Nl

+Lx
12

Wl

Wl

DN | —
SO NN O = O
O OO O NN O
O OO W oo
— = =N N

0
1
1
0
1
0

w
SO = OO O
w o oo o
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4.3 (1,k)-Instanzen

Sei k € IN, k > 2. Eine Instanz des 1CSPs, in der nur Teile der Typen 1 und k&
vorkommen, soll (1, k)-Instanz heiBlen. Jede (1,2)- und (1, 3)-Instanz hat IRUP. Fiir
(1, k)-Instanzen mit k > 4 gilt das nicht mehr, vgl. [26, 27].

Aussage 19: Seien p,q € IN, p < ¢. Dann sind die ersten drei Teile der folgen-
den Instanz Ey(p,q) vom Typ 1, und es gilt zy(FEo(p,q)) = zc(Eo(p,q)) = 3 und

zp(Eo(p, q)) = 4:

Eo(p,q) = (9:37+3p+q¢(25+p+¢,214+p+¢19+p+q,
114+p,94+p,84+p,7+p,6+p5+p);e) (4.7)

Der Beweis dhnelt dem von Aussage 14: w — 203 = p—q—1 < 0, so daf} die Teile 1-3
vom Typ 1 sind. Es ist zpy = zc = 3, denn § x (e' + " +€%) + 1 x (e' +2€%) + 1 x

(e +et+e%) + 5 x(e?+2e% + 3 x (e +e* +e’) + 1 x (e* +2e°) = e, und alle

diese Varianten sind verschnittfrei. Es ist aber zp > 3, denn die einzige eigentliche,
verschnittfreie Variante mit Teil 1 enthélt auch die Teile 7 und 9, doch dann kann Teil
2 nicht mehr ohne Verschnitt gepackt werden. 0

Selen r,s € Q mit 0 < r < 1/4, r < s gegeben. Dann konnen in Ey(p, ) die Parameter
p und ¢q so festgelegt werden, dafl die Teile 5-9 durchweg Lingen zwischen r % w und
s* w haben und p < ¢ gilt, d. h.

rx(37T4+3p+q) <5+pAI+p<sx(37T+3p+q) Ap<q. (4.8)

Auflosung nach g ergibt

9 5
Zi—3p—37<q<]i—3p—37/\p§q (4.9)
s r

und damit die notwendige Bedingung

9r — bs

S—T

p> (4.10)
an p. Fiir festes s steigt diese Schranke streng monoton mit r» € (0,s). Das fiir ¢

angegebene Intervall in (4.9) enthélt fiir hinreichend grofies p € IV mindestens eine
p+5 p+9 px(s—r)+5s—9r

ganze Zahl, denn wéchst fiir festes r, s € 0,

s > r > 0 linear migp. Weggn 0<r< 1/47;;’5 (p+5)/r—3p—37>p—17, und
q > p kann eingehalten werden. Folglich besitzt das Ungleichungssystem (4.8) stets
Losungen p,q € IN. Somit kann fiir festes r € (0,1/4) mit geeigneten p,q — oo in
Aussage 19 jeweils ¢;/w — r Vi € {4,...,9} erreicht werden. Im Kontrast dazu ergibt
sich in Aussage 14 tlirono lijw=1/3Viel.

Soll auch Teil 4 eine Lénge von hochstens s % w haben, dann ist die Bedingung (4.8)
um 11 4+ p < s % (37 + 3p + q) zu verschérfen, d. h. (4.8) geht in die ebenfalls stets
erfiillbare Bedingung

r+x(37T+3p+q) <5+pAll+p<s*x3B7T+3p+qg Ap<gq (4.11)
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iiber. Die Losbarkeit kann wie fiir das System (4.8) gezeigt werden. Wird k£ € IN,
k > 4 vorgegeben, dann kann s := 1/k und r := 1/(k + 1) gesetzt werden, um die
Instanz Ey als Schablone fiir (1, k)-Instanzen mit Gap 1 zu verwenden. Die zu (4.10)
analoge notwendige Bedingung fiir p wird dann p > (11r — 5s)/(s — r) = 6k — 5,
und die (4.9) entsprechenden Ungleichungen fiir ¢ werden zu ¢ > p A (p+ 11) x k <
q+3p+37 < (p+5)* (k+ 1). Diese und damit die Bedingungen (4.11) werden
mit p := 6k — 4 und ¢ := 6k? — 11k — 25 befriedigt. Daraus ergeben sich folgende
(1, k)-Instanzen mit zps = zc = 3, zp = 4:

(9; 6k? + Tk; (6k* — 5k — 4,6k* — 5k — 8,6k* — 5k — 10,
6k + 7,6k + 5,6k 44,6k + 3,6k + 2,6k +1)T;e), k>4

Aussage 20: Fiir k > 6 besitzen auch die folgenden (1, k)-Instanzen zp = z¢ = 3,
zp = 4:

(8; 10k? + 11k; (10k? — 19k — 15,10k + 11,10k 4 7, 10k + 5,
10k + 4,10k 4 3,10k + 2,10k + 1)7;(3,1,2,2,1,1,1,1)T)

Beweis: Wegen 2 * (10k* — 19k — 15) — 10k* — 11k = 10k* — 49k — 30 > 36, w = ki,
und 10k% 4+ 11k — (k+ 1) % (10k + 1) = —10 sind tatséchlich (1, k)-Instanzen gegeben.
Aus by = 3 folgt zo > 3. Wegen w — f1 —4lg = 11 — 10k < 0 passen zum Teil 1 jeweils
hochstens drei weitere Teile. Wird w durch w — ¢ = 30k + 15 ersetzt und danach
Teil 1 gestrichen, dann entsteht genau die in Aussage 14 behandelte Instanz (4.4) mit
t =10k — 12 > 0. Daraus folgt die Behauptung. O

Der Beweis von Aussage 20 weist einen Weg zur Konstruktion von Nicht-IRUP-(1, k)-
Instanzen aus beliebigen Nicht-IRUP-(p, p + 1)-Instanzen E = (m;w;1;b), wobei k >
2p + 2 vorausgesetzt wird. Dazu wird ein hinreichend grofles ¢ gewéhlt und E' :=
(m;w+ (p+1)t;1+te; b) gesetzt, d. h. alle Langen werden in dieser Weise vergrofiert.
Jede in E zulissige Variante a mit e’a < p + 1 ist auch fiir £’ zulissig, und jede fiir
E unzuliissige Variante a mit e’a > p + 1 ist auch fiir £’ unzuliissig. Das heifit aber
nicht, £’ sei eine zu F dquivalente Instanz. Es wird tlilgo(w’/ﬁg) =p+1Vie l. Sei
geeignet groB. Hinzufiigen von [z¢(E)] Teilen der Lénge ¢ zu E’ und Vergroferung
von w' um £ ergibt k < (w'+4€;)/0; < k+1Vi € I, also eine (1, k)-Instanz mit m+ 1
Teileléangen.

4.4 Ein Ansatz fiir den allgemeinen Fall

Das Wesen vieler Nicht-IRUP-Instanzen, insbesondere im Teilbarkeitsfall, besteht dar-
in, daf eine bestimmte (Rest-)Lénge nicht verschnittfrei oder -arm mit eigentlichen
Varianten belegt werden kann, wohl aber mit uneigentlichen Varianten. Zum Beispiel
ergab sich am Ende des Abschnitts 4.2.4 eine uneigentliche Variante, bestehend aus
einem Typ-1-Teil und dreimal einem kleinen Teil. Diese Idee kann weitergefiihrt wer-
den.

Sei p € IN, p > 1 gegeben. Bei Verwendung eines Typ-1-Teils bleibe die Restlange
p* (p+ 1) tibrig. Diese kann mit p Teilen der Linge p+ 1 oder p+ 1 Teilen der Lénge
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p genutzt werden, aber gerade diese Varianten seien uneigentlich. Dann entsteht in
eigentlichen Varianten mit dem Typ-1-Teil mindestens der Verschnitt p — 1. Dieser
Ansatz fithrte auf folgende Familie von Nicht-IRUP-Instanzen [26]:

E(p) == (5:4p> +4p+2; (20" +2p+2,2p" + 2p+1,2p" +2,2p+2,2p)"; (1, 1,1, 1,p)")

Aussage 21: Fiir p € IN, p > 1 besitzt obige Instanz E(p) ein Gap A > 1.

-1 1
Beweis: Sei @ := (p+ 1) % (2p+ 1). Es gilt zC(E(p))§2—p2Q, denn§><292+
-1 pP+p+1 , p+2
@ +p+De)+ 2 2w e+ + TP 263 ety + P
o1 C e T A e+ =am x ) 0 ( )+

(e' + pe') = b, und alle diese Varianten sind zulissig. Nur die dritte und vierte

Variante haben Verschnitt, ndmlich 2p — 2 und 2p — 4. Wére zp = 2, dann diirfte
wegen 17b = 8p? + 6p + 7 = 2w — (2p — 3) der Gesamtverschnitt nicht mehr als
2p — 3 betragen. Die eigentlichen Varianten, die Teil 1 mit dem geringstem Verschnitt
zuschneiden, sind e +e?® und e! + e! + (p — 1)e®. Weil sie aber jeweils den Verschnitt
2p — 2 produzieren, ist zp(FE(p)) > 2. 0

Wegen zy(E(p)) = 2 — O(p™!) ist ;LrgozC(E(p)) = 2, jedoch ist zc(E(p)) nicht
monoton. Das grofite Gap ergibt sich fir p = 3 zu A(E(3)) = 29/28.

Sei p > 5. Das Zusammenfassen einiger Teile der Lénge /5 zu gréferen Einheiten
dndert zp(E(p)) und zp(E(p)) nicht. Gilt das auch fir z¢(E(p)), dann entstehen

weitere nichtidquivalente Instanzen mit Gap grofler als 1. Sei etwa p > Zq: Bip; mit
Bi,pi € IN\ {0} firi = 1,...,¢ und p; > ... > p, > 1. Auflerdem s:e:ién alle p;
(i =1,...,q) Teiler von p+ 1. Sei py1 := 1 und G41 :=p — i Bipi- Die von E(p)
abgeleitete Instanz E'(p) = (m/;w;1;b’) wird dann -

E/(p) = (q + 55 w; (617627637])1657 cee apq£57€47€5)T; (]-7 17 17ﬁ1a s 7ﬁq7 1a ﬁq-‘rl)T)a

wobei b/, auch null werden kann. In dem im Beweis zu Aussage 21 angegebenen
Schnittplan sind anstelle p/(p + 1)-mal der Variante (1,0,0,0,p + 1)T genau ¢ + 1
Varianten zu schneiden, ndmlich fiir i« = 1,...,¢ + 1 jeweils G;p;/(p + 1)-mal die
Variante, die genau ein Teil 1 sowie (p+1)/p; Teile der Lénge ¢;, 3 = p;ls enthélt. Fiir
die Instanz E’ wird damit eine Losung der stetigen Relaxation (1.6) mit dem gleichen
Zielfunktionswert zo(E'(p)) = z¢(E(p)) erhalten.

Beispiel: Sei p=5. Mit g =2, p1 =3, po =2, 1 = 6 = 1 wird aus
E(5) = (5;122;(62,61,52,12,10)"; (1,1,1,1,5)T)

die Instanz
E’(S) = (6;122; (62,61, 52, 30, 20, 12)T; e),

nachdem das in der Anzahl 0 zu fertigende Teil der Léange 10 gestrichen wurde. Es
gilt A(E(5)) = A(E'(5)) = 34/33 ~ 1,0303. <

Ist p ungerade, aber kein Vorgénger einer Zweierpotenz, d. h. 2 fp Alog,(p+1) ¢ IN,
q

dann gibt es die Moglichkeit, p = > fBip; so zu setzen, dal zo(E'(p)) = zc(E(p))
i=1
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ist und trotz anschlieBender Verkiirzung des Teils 3 um zwei Lingeneinheiten auf 2p?
keine neue eigentliche Variante hinzukommt. Andererseits konnen neue uneigentliche
Varianten hinzukommen, die zu einem geringeren optimalen Zielfunktionswert der
Relaxation (1.6) fithren. Im obigen Beispiel wird

E"(5) = (6;122; (62,61, 50,30,20,12)7; e)

mit dem relativ groen Gap A(E”(5)) = 37/35 ~ 1,0571 erhalten. Das ermutigt zur
Suche nach noch gréfleren Gaps, indem der Bedarfsvektor variiert wird. Eine Ver-
dopplung auf 2e ist uninteressant, weil dann mit der eigentlich gewordenen Variante
2e? das Teil 2 komplett zugeschnitten werden kann. Auch eine Verdreifachung des Be-
darfsvektors auf 3e ergibt IRUP. Wird aber noch ein Teil der Lénge 12 hinzugefiigt,
dann entsteht eine Instanz mit Gap 38/35 ~ 1,0857, nédmlich

E"(5) = (6;122; (62,61, 50,30,20,12)";(3,3,3,3,3,4)7).

Die Uberpriifung von zp(E"(5)) = 7 kann mit Hilfe von Schnittebenenverfahren [17]
erfolgen. Die zugehorige residuale Instanz zu E” besitzt das selbe Gap und ist

E" = (6;122; (62,61, 50,30,20,12)7;(2,1,1,1,2,4)7). (4.12)

Die Bedarfszahlen ,...,1,2,4% erinnern an Er = (3;30;(15,10,6)7;(1,2,4)T) von
FIELDHOUSE [8], und die vorkommenden Léngen 30,20, 12 sind genau doppelt so
grofl wie die in Fr. Kann diese Erkenntnis verallgemeinert werden? — Jal

4.5 Konstruktionsprinzipien fiir grofle Gaps

4.5.1 Der erste Konstruktionssatz fiir grofie Gaps

Im Abschnitt 4.4 wurde eine interessante Feststellung beim Vergleich einer Instanz
mit hohem Gap mit einer bekannten Nicht-IRUP-Instanz getroffen, und am Ende des
Abschnitts 4.3 wurde angedeutet, wie mit Typ-1-Teilen aus einer Nicht-IRUP-Instanz
eine neue konstruiert werden kann. Beides war die Idee fiir den unten folgenden Satz
26].
E' = (mw'; (6, 0,05 (0, 00)T)

sei eine Instanz mit w', ¢},..., 00, € Q,w' >0, > ...> 0 ,>0,0,...,b , >1und
Gap A(E') > 1. Ferner seien p € IN, p> 2 und q € @, ¢ > 2/¢! , gegeben. Mit

m = m +3
w = px*(qu +1)
1 = (w—qu,qu +1,qu +2—ql , qly, ... ql )"
b = ([zc(E)],p—1,1,0,,....0 )"
wird eine neue Instanz E = (m;w; ({1, ..., )75 (b1, ..., b)) definiert.

SATZ 4: Wenn fiir beliebige a’ € IN™ mit 17a’ > ' und a’ < b’ immer
g (O ail; —w')>1 (4.13)
i=1
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gilt, dann hat obige Instanz E ein Gap A(E) > 1+ ([z¢(E")] — z¢(E'))/p > 1.

Bemerkung 10: Bei I’ € IN" und w’ € IN ist die Bedingung (4.13) mit ¢ > 2 immer
erfiillt, denn jede fiir £’ unzulissige Variante a’ ist um mindestens eine Einheit zu
lang, so dafl die linke Seite der Ungleichung (4.13) mindestens ¢ ergibt.

Beweis des ersten Konstruktionssatzes (Satz 4): Zuerst wird z¢(E) abgeschétzt. Da-
zu sei eine Optimallosung x’ der Relaxation (1.6) zu den (fur £’ jeweils zuléissigen)

Varianten a” € J' gegeben, d. h. . >0Vj et z2e(B) = X o und ¥ ajr; =0
jeJ’ jeJ’

firi=1,...,m’.

Eine fiir E zuldssige, nicht notwendig optimale, Lésung der Relaxation (1.6) wird
konstruiert, indem zu jeder Variante a’’, j € J' eine Variante a’ € IN™ zugeordnet

wird, ndmlich ay; := 1, ag; 1= ag; := 0 und a;; := aj_; fiir Z 4,...,m. Diese a’ sind
zuléissige Varianten fiir F, und fiir i = 4,...,m gilt }° a;;2] b Nun werden noch
jeJ’

die Varianten e' + €3, pe? und pe® in den Héufigkeiten [zo(E')| — 2¢(E'), (p —1)/p
und (zo(E')+1—[zc(E")])/p erginzt. Wegen [zo(E')| —2c(E')+ X ayjx; = by liegt
jer

eine zuléssige Losung der Relaxation (1.6) vor. (Bei £, < p= (., —p/q ist auch die

Variante pe® 4+ €™ +2 zulissig und die angegebene Losung i. allg. nicht optimal.) Es
folgt
20(B) < zo(E)+ ([20(E)] = 2¢(E) + (p = 1)/p+ (2¢(E") + 1 = [2c(E)]) /p

= [zc(E")] + 1= (T2c(E")] — 2c(E"))/p. (4.14)

Nun wird zp(E) > [z¢(E")] + 1 gezeigt. Wegen ¢4 + ¢5 > w sind [z¢(E")] Varianten
a’ mit a;; = 1, ay; = 0 erforderlich, um b;-mal Teil 1 zu schneiden. Angenommen,
es wire zp(F) = [2¢(E')] + 1, dann miifiten alle p — 1 Teile der Linge ¢ in einer
einzigen Variante a ohne Teil 1 untergebracht werden. Die noch nicht belegte Lénge
in a ist quw’ + 1. Wegen A(E’) > 1 konnen nicht alle Teile der Léngen 4, ..., 0,
in den Anzahlen by, ...,b,, in den [2c(E’)] Varianten a/ untergebracht worden sein.
Wenigstens ein Teil mit einer Lange von mindestens ¢/, blieb ungepackt. Wegen

lbs+qll, =qu' +2—ql,, +qll, =qu +2>qu +1

konnen dieses Teil und das Teil 3 nicht gemeinsam mit den p—1 Teilen der Lange /5 in
der Variante a vorkommen. Folglich ist mindestens eine weitere Variante erforderlich,
d. h. 2p(E") > [zc(E')] +2. Wegen A(E) = zp(E) — z¢(E) ergibt das zusammen mit
(4.14) die Behauptung. 0
Beispiel 1: Es wird E' := E, gesetzt, also die Instanz (1.10), S. 13, zugrunde gelegt.
Satz 4 wird mit p = ¢ = 2 angewendet. Das ergibt die Instanz

E = (8;242; (122,121,098, 60, 44, 40, 38,24)7: (2,1,1,1,1,1,1,2)7) (4.15)

mit zo(EF) = 26/9 und dem deutlich grofieren Gap A(F) = 10/9. Die Anwendung
des ersten Konstruktionssatzes mit p = 3,4,5,6 und ¢ = 2 brachte kleinere Gaps,
und zwar ca. 1,0741, 1,0556, 1,0444 und 1,0394. Auch die mehrfache Anwendung von
Satz 4 ergab nur noch abnehmende Gaps. <

Im Beweis zu Satz 4 konnte das Teil 3 in £ nur schlecht verwendet werden, in Ef, das
Teil 2 (Lange 22). In diesem Falle aber konnen beide Teile hervorragend kombiniert
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werden, denn 2 % 98 4+ 44 = 240 ~ w. Damit ist die deutliche Erhéhung des Gaps
von 16/15 in Ef, auf 10/9 bei Verwendung der Parameter p = ¢ = 2 zu erkléren. In
anderen Fillen kann ggf. in geeigneter Weise nachgeholfen werden.

Beispiel 2: Satz 4 soll mit p = g = 2 angewandt werden. Dazu wird die Instanz (4.4)
mit ¢t = 0 vorgegeben, also Ef = (7;51;(23,19,17,16,15,14,13)7; (1,2,2,1,1,1,1)T).
Die mit Satz 4 konstruierte Instanz

Ey = (10;206; (104, 103, 78, 46, 38, 34, 32, 30,28,26)"; (3,1,1,1,2,2,1,1,1, 1)7)

besitzt das Gap A(E;) =14 1/14. Aus E] entsteht bei Hinzunahme eines Teiles der
Lange 25, welches genau zweimal gefordert wird, eine Instanz

Bl = (8;51;(25,23,19,17,16,15,14,13)7;(2,1,2,2,1,1,1,1)7),
die wie F{ das Gap 1 aufweist. Die Anwendung von Satz 4 auf E ergibt die Instanz
E, = (11;206; (104, 103, 78, 50, 46, 38, 34, 32, 30, 28, 26)"; (4,1,1,2,1,2,2,1,1,1, 1)T)

mit dem Gap A(FE;) = 1+ 1/10, weil nun das dritte Teil (Lénge 78) wesentlich
giinstiger kombiniert werden kann, ndmlich 206 = 2 % 78 4+ 50, wéhrend das Teil der
Lange 50 fiir die mit den kleineren Teilen aufgebaute Struktur von Varianten ohne
Bedeutung ist. <

4.5.2 Zusammengesetzte Instanzen

Im vorigen Unterabschnitt wurde dariiber gesprochen, dafl zu einer Instanz noch wei-
tere Teile hinzugenommen werden. Dies soll verallgemeinert und etwas formalisiert
werden [27].

Wenn zwei Instanzen E' := (m/;w';1;b') und E” = (m”;w";1";b”) mit v’ = w”
gegeben sind, dann kann gefordert werden, daf alle Teile der Langen ¢; und ¢! in den
jeweils geforderten Anzahlen b, und b} aus einheitlichem Ausgangsmaterial der Lange
w :=w' = w” geschnitten werden sollen. Damit ist eine neue Instanz E := (m;w;1;b)
entstanden. Zur Abkiirzung dieses Sachverhalts wird die Notation

E:=F & FE"

eingefiihrt. Dies kann folgendermaflen auch auf den Fall verallgemeinert werden, dafl
w’ # w” war. Dann sind alle Langen geeignet zu vervielfachen, ndmlich alle Langen
aus F' mit w” und alle Langen aus E” mit w’, so daf} anstelle £/ und E” mit den
in dieser Weise erhaltenen dquivalenten Instanzen gearbeitet wird. Sind w’ und w”
ganzzahlig, dann ist auch das kleinste gemeinsame Vielfache fiir die neue Lénge w
geeignet. In diesem Sinne ist die Notation F := E' & E” etwas allgemeiner erklart.

Offensichtlich ist die Verkniipfung & bis auf dquivalente Formulierungen der selben
Instanz kommutativ und assoziativ. Auflerdem gilt stets

2u(E) = 2y (B + 2y (E"), 20(E) < 20(E') + 2¢(E") und 2p(F) < z2p(E") +zp(E"),

aber nicht A(E'®@E") < A(E')+A(E"), z. B. fur E' = (1;5;1;5) und £ = (1;5;2; 1),
denn zo(E') = zp(F') = 2p(E") = 1, z¢(E") = 1/2, also A(E') + A(E") = 1/2,
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wihrend E = (2;5;(2,1)7;(1,5)") auf 2¢(F) = 7/5 und zp(E) = 2, also A(E) =
3/5 > 1/2 fiiht.

Das Gap wiirde subadditiv, wenn man zp/(E’') = z¢(E') und zp(E") = zo(E") for-
derte, z. B. indem noch einige Teile der Lange 1 hinzugefiigt werden, falls alle Langen
ganzzahlig sind. Diese Verdnderung fiithrt jedoch auf vollig andere Instanzen und wird
deshalb nicht weiter verfolgt.

4.5.3 (2,3)-Instanzen mit A > 1

Bis hierher wurden nur (2, 3)-Instanzen mit Gap A < 1 angegeben. In diesem Un-
terabschnitt wird gezeigt, dal das Gap auch etwas gréfler sein kann. Ausgangspunkt
fiir die folgenden bereits in [27] angegebenen Betrachtungen ist die Instanz (4.4) mit
t > —1. Seien p,q € IN \ {0}. Die Substitution ¢ := ¢/p — 1 liefert eine dquivalente
Instanz

E = (7;48p+ 3q; (22p + q,18p + ¢, 16p + ¢, 15p + q, 14p + q, 13p + ¢, 12p + q)T;
(1,2,2,1,1,1,1)%). (4.16)

Wird eine andere (2, 3)-Instanz £” mit dem selben Ausgangsmaterial der Linge w =
48p + 3q gewéihlt, dann konnen beide Instanzen verkniipft werden. War E” geeignet
gewihlt, dann kann die zusammengesetzte (2, 3)-Instanz E ein Gap A > 1 haben. Um
dies zu erreichen, scheint die Forderung zweckméfig zu sein, dal E” ein kleines Gap,
aber in Optimallosungen von (1.3) keinen grofien Verschnitt aufweist, d. h. zp(E") ~
2p(E") N ze(E") < zp(E"). Dazu eignen sich Instanzen, wie sie im Abschnitt 3.2
vorgestellt wurden.

Sei u € IN. Fiir die mit (3.4), S. 39, festgelegte Instanz Ey = (2u + 1; 2% + 3:1;e)
gilt 2¢(Ep) = (6u +4 + 27271) /9. Vervielfachung des Bedarfsvektors mit 9 fiihrt auf
Ey := (2u+1;22"T1 4+ 3:1;9e) mit 2¢(E;) = 6u+4+272"1 = | 2¢(Ey) | +272*71. Um
zc & zp zu erreichen, ist folglich b = (2%“*! —9)e zu wihlen. Die entstehende Instanz
ergibt eine residuale Instanz Fy mit z2p(Fs) — 2p(FEs) = 2/(22%T! + 3). Da 48p + 3¢
fiir alle p,q € IN durch 3 teilbar ist, werden in F5 noch alle Langen verdreifacht, um

auf gleiche Lingen w fiir das Ausgangsmaterial zu kommen. Das erfordert 16p 4+ g =
22u+1 + 3.

Sei v > 3. In E := F' ® FE> kommt die Eigenschaft A(E") = 1 der Instanz (4.16) am
besten zur Geltung, wenn p = 2273 und ¢ = 3 gewiihlt wird, denn dann werden fiir
festgelegtes w in E’ alle Langen mit den groBten moglichen Zahlen multipliziert, so
daf eine um nur eine Einheit zu lange (unzuléssige) oder zu kurze (verschnittreiche)
Variante in £/ um 2%~ Einheiten zu lang bzw. zu kurz wird. Fiir u = 3 ergibt sich
Ey = (7;131;(65,49,45,44,43,41,33)7; (2,2,2,1,2,1,1)T), also £ = (11;393; (195,
179, 147, 135, 132, 131, 129, 123, 115, 107, 99)T; (2, 1, 4, 2, 1, 2, 2, 2, 1, 1, 2)7) mit
dem Gap 1+ 1/128. Die verschnittfreie Variante 2e* + €™ kann einmal abgetrennt
werden. Auflerdem kann das grofite Teil durch das zweitgréfite ersetzt werden, ohne
IRUP zu erreichen. Dabei nimmt der optimale Zielfunktionswert von (1.6) ab, also
das Gap zu. Nun kénnen auch alle Teile um 2 und w um 6 verkiirzt werden, ohne z¢
und zp zu beeinflussen. Das ergibt fiir u = 3 folgende (2, 3)-Instanz mit Gap 1+ 1/96:

B = (10;387; (177,145, 133,130, 129, 127,121, 113,105,97)7; (3,2,2,1,2,2,2,1,1,1)7)
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Im Falle u < 3 versagt die Konstruktion. Bei uv > 3 kénnen sogar noch groflere Gaps
gefunden werden, indem b := (22471 — 3% 472 4 3)e = (29 % 4“2 + 3)e in E; anstelle
von b = (22T — 9)e gesetzt wird. Die weiteren Konstruktionsschritte sind analog.
Fiir u = 4,5, 6 ergibt das die Nicht-IRUP-Instanzen

E, = (12;1539;(705,577,529,517,514, 513,511, 505, 481, 449, 417, 385)";
(3,2,2,1,1,2,2,2,2,1,1,1)7);
Es = (14;6147;(2817,2305,2113,2065, 2053, 2050, 2049, 2047, 2041, 2017, 1921,

1793,1665,1537)7;(3,2,2,1,1,1,2,2,2,2,2,1,1,1)%);
Es = (16;24579; (11265, 9217, 8449, 8257, 8209, 8197, 8194, 8193, 8191, 8185, 8161,
8065, 7681, 7169, 6657, 6145)7); (3,2,2,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,1,1,1)7)

mit zo(Fy) = 7—5/384, 20(F5) = 8 — 7/512 und z¢(Es) = 9 — 85/6144. Das sicht
nach A(E,) =1+ (472 —1)/(18 x 4*7!) und lim A(E,) =1+ 1/72 aus. Allerdings
fehlt der Beweis fiir u > 6.

Ungerade Nenner wie in den Instanzen (3.5) konnen ebenfalls auf (2, 3)-Instanzen mit
A > 1 fithren, z. B. A = 1+ 1/376, aber der Aufwand ist erheblich und der Erfolg
gering, weil w — 2¢; ~ w/6 wird. Dieser Verschnitt ist zu grof.

Ist 3%z ¢ IN, dann ist geméB der Teilebilanz (3.6), S. 41, die Summe der Haufigkeiten
aller 2-Teile-Varianten in einer Optimallosung von (1.3) fir die (2, 3)-Instanz genau
yo = 3% 2o —elb > 0. Ist der gebrochene Teil von z¢, also frac(z¢), nahe 1, dann ist
auch frac(yc) =~ 1. Deshalb kann die Einfithrung noch groflerer Teile des Typs 2 keinen
Beitrag zur Reduktion des grofien Verschnitts leisten, weil diese grofiten Teile ebenfalls
in (2,0)-Varianten geschnitten wiirden. Das Hinzufiigen passender Typ-3-Teile mit der
selben Absicht ist analog zur ausschlie§lichen Benutzung der Zweierpotenz-Nenner in

zZC.

4.5.4 Gap 1,1 ohne Teile des Typs 1

Der erste Konstruktionssatz fiir grofe Gaps (Satz 4) ergab sehr groBe Gaps (bis zu
1+1/9), wobei das erste Teil vom Typ 1 war. In diesem Unterabschnitt wird gezeigt,
wie ein Gap 1+ 1/10 auch ohne Typ-1-Teile konstruiert werden kann.

Analog zur Instanz (4.4), S. 66, wird in der Instanz (4.6) ein Parameter ¢ eingefiihrt.
Firt > —17Vvt € (—19, —18) gilt dann auch z¢(Ey(t)) = 2 und zp(Fs(t)) = 3 fiir die
Instanz

Ey(t) := (5;75+ 3t; (29 + ¢,28 + 4,25 +,23 +,19 + )" (1,1,2,1, 1)), (4.17)

Bei t € (—19,—18) kann das kleinste Teil weggelassen werden, ohne z¢ und zp zu
beeinflussen. Bei ¢t = —19 ergibt sich die Instanz (4;18;(10,9,6,4)7;(1,1,2,1)T) mit
dem selben Gap 1. Fiir t — oo gehen in den Instanzen (4.4) und (4.17) alle Teilelangen
gegen w/3.

Die ganzzahlige Zuschnittaufgabe (1.3) besitzt u. a. eine Optimallsung, in der eins
der Teile gesondert geschnitten wird, wiahrend in einer anderen Variante ein Verschnitt
bleibt, der fast genau so grofl ist wie das gesondert zugeschnittene Teil. Fiir grofle ¢
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bedeutet das, dafl in einer Variante noch ungefihr w/3 und in einer anderen etwa
2w/3 frei sind. Ob das grofite oder das kleinste Teil von E(t) bzw. FEs(t) abgesondert
wurde, ist nicht festgelegt, so daff das Wort ,,ungefihr® im vorigen Satz Abweichungen
in beide Richtungen zulafit. Sei & > 0 fest. Wenn es gelingt, eine andere Instanz E’
mit positivem Gap zu finden, in welcher Restldngen von w * (¢ +1/3) und w * (e +
2/3) nur schlecht ausgenutzt werden konnen, dann besteht die Chance, daf fiir die
zusammengesetzte Instanz E(t) @ E' bzw. Ey(t) ® £’ das Gap 1+ A(E") wird.

Beispiel: E' := (2;1;(1/2,1/5); (1,2)T) ergibt Gap 0,1, aber es ist nicht moglich, die
Teile in je einer Restldnge 1/3 bzw. 2/3 unterzubringen, denn 0,5 > 1/3, 2%0,2 > 1/3
und 0,5+0,2 > 2/3. Es kommt also nur noch darauf an, den Parameter ¢ in (4.4) bzw.
(4.17) so grofB zu wéhlen, daf tatséichlich keine derartige Variante zuléssig wird. Wird
30|w verlangt, dann ist ¢ = 33 in (4.4) bzw. ¢ = 45 in (4.17) der kleinste geeignete
Wert, so daf folgende zusammengesetzte Instanzen des 1CSPs ohne Typ-1-Teile mit
Gap A = 1,1 und zp; = z¢ = 3,9 bzw. z)y < z¢ = 2,9 entstehen:

(9;150; (75,56, 52, 50, 49,48, 47, 46,30)": (1,1,2,2,1,1,1,1,2)")  bzw.
(7;210; (105, 74,73, 70, 68, 64,42)"; (1,1,1,2,1,1,2)") (4.18)

Man kann sich iiberzeugen, dafl wenn ¢1+4-¢,, 1+, > w falsch wére, diese angegebenen
Instanzen IRUP hétten und deshalb ¢ nicht kleiner gewéhlt werden durfte. <

Die Anwendung des ersten Konstruktionssatzes fiir groe Gaps (Satz 4) mit p = ¢ = 2
auf beide Beispiele ergab fiir das Gap mehr als die bisher mit diesem Satz in [26]
angegebenen 10/9, namlich jeweils 39/35 ~ 1,1143, z. B. in der Instanz

(10; 842; (422,421, 338, 210, 148, 146, 140, 136, 128,84)7;(3,1,1,1,1,1,2,1,1,2)7).
(4.19)
Restlédngen von w/3 bzw. 2w/3 mit vorgegebenen Teilen nicht gut ausnutzen zu
konnen, ergibt sich auch, wenn man sich vorstellt, zweimal die Restlinge 2w/3 zur
Verfiigung zu haben und daf in einer Nicht-IRUP-Instanz mit z¢c < 2, die ein Teil
der Lénge w/2 enthalt, alle Léngen mit 2/3 multipliziert werden, aber das fithrte auf
schlechtere Gaps.

Eine andere Aufteilung als 1/3 und 2/3 zur Konstruktion grofier Gaps kann mit In-
stanzen wie (4.7) vorgenommen werden, wobei in (4.7) auch p > ¢ erlaubt sei. An-
genommen, das kiirzeste Teil in (4.7) hitte die Lénge s * w mit 0 < s < 1/3 bei
sehr groflen p und ¢. Es gibt einen Zuschnittplan, in dem dieses kleinste Teil separat
geschnitten wird (Verschnitt (1 — s) *w) und dafiir in einer anderen Variante etwa die
Restlédnge s * w frei bleibt. Alternativ konnen zwei der kleinen Teile in eine Variante
gepackt werden (Verschnitt etwa (1 — 2s) * w), wiahrend das grofite Teil separat ge-
schnitten wird (Verschnitt etwa 2s*w). Somit sind zwei unterschiedliche Aufteilungen
zu beachten: 1 — s und s oder 1 —2s und 2s. Aus diesem Grunde waren die erreichten
Gaps doch nicht grofier.

4.5.5 Der zweite Konstruktionssatz fiir grofle Gaps

In diesem Unterabschnitt wird auf der Grundlage zusammengesetzter Instanzen ein
weiterer Konstruktionssatz fiir grofle Gaps erarbeitet, mit dem noch bedeutend grofie-
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re Gaps als mit Satz 4 erreicht werden koénnen, allerdings unter einer sehr stren-
gen Voraussetzung, vgl. [27]. Als Ausgangspunkt dient dazu die Instanz (4.7), S.
71, die mit einer weiteren Instanz E; = (m;w;l’;b) verkniipft werden soll, so daf
A(Ey(p,q) ® E1) = 1+ A(F;) wird, wenn p und ¢ geeignet gewihlt werden.

Beispiel: By := (2;w; (w/2,w/5)T;(1,2)T) besitzt das Gap 0,1. Mit der Schablonen-
Instanz (4.7) wird nun eine (1, 5)-Instanz konstruiert, indem r := 1/6 und s := 1/5
in (4.11) gesetzt wird. Die kleinsten p, ¢ € IV, die das System (4.11) erfiillen und auf
eine durch 10 teilbare Linge w = 37 + 3p + ¢ fiihren, sind p = 27 und ¢ = 72. Somit
ergibt Ey(27,72) ¢ E; die Instanz

(10;190; (124,120,118, 95, 38, 36, 35, 34,33,32)"; (1,1,1,1,3,1,1,1,1,1)7)  (4.20)

mit 2o = zy = 3,9 und zp = 5. Obwohl die Teile der Lange w/5 mit den Typ-1-
Teilen kombiniert werden koénnen, niitzt das fiir die Aufgabe (1.3) gar nichts, denn
alle kleinen Teile haben den Typ 5, so daf3 drei beliebige von ihnen nicht mit einem Teil
der Lénge w/2 kombiniert werden kénnen. Aulerdem ist w/5 > £} fiir i > 4, so da8
es keine besseren Kombinationsmoglichkeiten mit den Teilen der Typen 1 und 2 gibt.
Im allgemeinen ergibt sich aber bei derartigen Konstruktionen dennoch IRUP. Man
kann iibrigens zur Instanz (4.20) drei Teile der Lange w/3 hinzufiigen und danach
den ersten Konstruktionssatz mit p = 2 und ¢ = 6 anwenden, was wie im vorigen
Unterabschnitt ein Gap 39/35 ergibt, allerdings mit mehr Teilen. <

Um IRUP fir Ey(p, ¢) ® F; zu verhindern, werden in E; Teile, die mit einem der Typ-
1-Teile von Ey(p, ¢) kombinierbar sind, verboten. Hinreichend dafiir ist ¢, > 2s*w fiir
alle Teile ¢; von F;. AuBlerdem wird gefordert, da8 bei Hinzufiigung eines beliebigen
Teils aus Ey(p, q) zu E; der optimale Zielfunktionswert von (1.3) fiir £ zunimmt.

Fiir eine beliebige Instanz E ist
Jp(E) :={j € J|3 Optimallésung x” des Problems (1.3) mit x} > 0}

die Indexmenge der fiir Optimallosungen von (1.3) relevanten Varianten. Der grofit-

mogliche Verschnitt in einer Variante, die in einer Optimallésung von (1.3) fiur Ej in
positiver Haufigkeit verwendet werden kann, ist dann

V(E) :=w— min {l17a’}, 4.21

(B) = w— win (I"a’) (1.21)

d. h. wenn ein Teil der Lange V(F) zu E hinzugefiigt wird, dndert sich der optima-

le Zielfunktionswert von (1.3) fiir £ nicht. Das gilt aber nicht mehr, sobald V(F)
iberschritten wird.

Damit ergibt sich die weitere Bedingung V' (E;) < r % w. Das kiirzeste Teil von F;
besitze die Lénge ¢ . Zusammen mit der Bedingung ¢/ > 2s % w und r < s ergibt
das V(E)) <rsxw < sxw < (! /2, eine sehr einschneidende Forderung. Es folgt der
zweite Konstruktionssatz fiir grofie Gaps.

SATZ 5: In der Instanz E; = (m;w;l’; b) besitze das kiirzeste Teil die Lange ¢/ <
w/2, und es gelte V(E;) < £/ /2. Es werden r := V(FE;)/w und s := £ /(2w) gesetzt.
Dann gibt es p,q € IN, die das System (4.8), S. 71, befriedigen, und fiir jede derartige
Wahl von p und ¢ besitzt die Instanz E := Ey(p, q) ® E; das Gap A(E) = 1+ A(Ey).
Dabei ist Ey(p, q) die Instanz (4.7).
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Beweis: Wegen V(Ey) < £/,/2 < w/4 gilt r < 1/4. Die Existenz der entsprechenden p
und ¢ wurde bereits im Abschnitt 4.3 gezeigt. Es sind nur noch z¢(EF) und zp(E) zu
diskutieren.

In Ey(p,q) gilt b5 = w—205 > w—2%s*xw = w— L, wegen der Bedingungen (4.8), so
daB in E die drei groBiten Teile von Ey(p,¢) mit keinem der Teile aus E; kombiniert
werden konnen. Ndhme man aus Fy(p,q) ein Teil heraus, welches nicht vom Typ
1 ist, dann bliebe weiterhin z¢(Fo(p,q)) = 3, denn es gab drei Typ-1-Teile. Es folgt
20(F) = 3+2¢(Ey). Aufgrund der Voraussetzung an V' (E;) kann kein Teil aus Ey(p, q)
zu Ej hinzugefiigt werden, ohne den optimalen Zielfunktionswert von (1.3) fiir £ zu
erhohen. Da aber Ey(p, q) selbst keine IRUP-Instanz ist, folgt zp(E) = 4 + zp(E1).
Aus A = zp — z¢ folgt die Behauptung. 0

Bemerkung 11: Die Voraussetzung ¢/ < w/2 kann auch durch ¢/, < 2w/3 ersetzt, aber
nicht gestrichen werden. Jedoch wéren in E; alle Teile vom Typ 1, wenn £/ > w/2
wire, und E; hitte das Gap 0. Dieser Fall ist uninteressant.

Beispiel: Sei By := (7;131; (65,49,45,44,43,41,33)7:(2,2,1,1,2,1,2)7) mit 2¢(E,) =
4—13/128 und V(E;) = 13 < 33/2 gegeben. Es werden r := 13/131 und s := 33/262
gesetzt. Aus der notwendigen Bedingung (4.10) folgt p > 69/7, also p > 10. Das
System (4.8) besitzt u. a. die Losung p = 22, ¢ = 159, welche auf eine durch 131
teilbare Lénge w fiihrt. Das ergibt

E = (16;262; (206,202,200, 130,98, 90, 88, 86, 82, 66, 33, 31, 30, 29, 28, 27)":
(1,1,1,2,2,1,1,2,1,2,1,1,1,1,1,1)7), A =1+ 13/128.

Die Langen kénnen noch verkiirzt werden, ohne das Gap zu dndern. N

Wird E; mit hoheren Zweierpotenzen im Nenner von z¢(FE;) gewéhlt, vereinfacht sich
die Wahl von p und q. Dies gilt z. B. fiir die Instanz

(22;8195; (6157, 6153, 6151,4097, 3073, 2817, 2753, 2737, 2733, 2732,
2731,2729, 2721, 2689, 2561, 2049, 1024, 1022, 1021, 1020, 1019, 1018)7;
(1,1,1,2,2,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,1,1,1,1,1,1)7), A =9/8 — 271 ~ 1,1249.

Auf diese Weise kénnen Gaps nahe 9/8 erzielt werden. F; kann selbst wieder eine
zusammengesetzte Instanz sein, etwa aus einer Nicht-IRUP-(2,3)-Instanz und einer
IRUP-(2, 3)-Instanz, die das Gap erhéhen soll. Fiir diesen Zweck sind Instanzen analog
denen aus dem Unterabschnitt 4.5.3 geeignet, z. B.

By = (17;24579; (12289, 11265, 9217, 8449, 8257, 8209, 8197, 8194, 8193, 8191, 8185,
8161, 8065, 7681, 7169, 6657, 6145)";(2,1,3,2,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,1,1,3)7),

zo(Ey) = 9,875 — 85/8192 ~ 9,8646. Diese Instanz wurde aus (4.16) mit p = 512
und ¢ = 1 sowie einer Instanz analog (3.4) fiir u = 6, aber mit dem Bedarfsvektor
(2,1,2,1,1,1,1,2,2,2,2,1,2)7 zusammengesetzt. Satz 5 ergibt

E = (26:24579; (18447, 18443, 18441, 12289, 11265, . . ., 6657,
6145, 3071, 3069, 3068, 3067, 3066, 3065)" ;
(1,1,1,2,1,3,2,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,1,1,3,1,1,1,1,1,1)7)
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mit zo(F) ~ 12,8646 und zp(E) = 14, also A(E) = 9/8+85/8192 ~ 1,1354. Um noch
groflere Gaps zu erzeugen, werden die Teile geeignet verkiirzt, wihrend Teil 4 gestri-
chen wird. Dies mufl geschehen, weil sonst die Variante 2e*, die in der Optimallosung
von (1.6) benutzt worden war, unzulédssig wiirde. Es entsteht die Instanz

(25; 22308; (16928, 16924, 16922, 10508, 8460, 7692, 7500, 7452, 7440, 7437, 7436,
7434, 7428, 7404, 7308, 6924, 6412, 5900, 5388, 2695, 2693, 2692, 2691, 2690, 2689)7;
(1,1,1,1,3,2,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,1,1,3,1,1,1,1,1,1)7)

mit zo = 11 4+ 6571/7680 ~ 11,8556 und zp = 13, also A =1+ 1109/7680 ~ 1,1444.
Das sieht nach lim A =1+13/90 = 1,14 fir diese spezielle Familie aus.

Im Gegensatz zum ersten Konstruktionssatz fiir grofe Gaps kann Satz 5 auf eine vor-
gegebene Instanz kaum wiederholt angewendet werden. Die Voraussetzung V(E;) <
0! /2 ist sehr schwer zu erfiillen, sobald groBere Gaps angestrebt werden, denn wenn
ein kleines Teil aus einer Variante a' in eine andere Variante a? verschoben werden
kann, wird der Verschnitt in der Variante a' etwa die GroBe des verschobenen Teils
haben, wenn nicht noch mehr.

4.5.6 Konstruktion eines Gaps 7/6

Im vorigen Unterabschnitt wurde schon angedeutet, wie eine Instanz FE; gefunden
werden kann, die die Voraussetzungen von Satz 5 erfiillt. Dies wird auch hier prak-
tiziert [27]. Dazu werden zu einer Nicht-IRUP-(2,3)-Instanz Ey = (m;w;1;b) mit
ty > ... > L, noch zwei Teile mit den Léngen w/2 und w/3, beide Teile jeweils in
der Bedarfszahl 1, hinzugefiigt. Wenn es eine verschnittfreie Variante 2e’ + e™ gibt,
dann erscheint die Instanz ungeeignet, denn die Variante, die nur aus den Teilen der
Langen ¢; und w/2 besteht, ergibt den Verschnitt ¢,,/2 und nicht weniger. Es ist
nicht zu erwarten, daf diese Variante fiir Optimallosungen von (1.3) irrelevant ist.
Aussichtsreich wird die Konstruktion, wenn in Optimallosungen von (1.6) fiir £y nur
(1,2)-Varianten benutzt werden. So eine Instanz ist z. B.

(9;75; (35,31,29,25,23,22,21,20,19)";e); 2y =20 =3, zp=4.

Wegen 75/2—35 = 5/2; 75—31—-25—19 = 0; 75—29—25—21 = 0 und 75"—23—22—20 =
10 > 19/2 ist diese Instanz nicht als Fy verwendbar. Eine kleine Anderung wird
betrachtet:

By = (11 75+t (w/2, 35+, 31+, 20+, 25, w/3, 23,22, 21,20, 19) s e), —2 < t < —;
mit zp(E1) = 2¢(E1) =4 —1/6 und zp = 4. Hier ergibt sich als grofiter Verschnitt
V(E)) = max{10+t, 8,5—t/2} < 19/2, so dafi Satz 5 angewendet werden kann. V (E})
wird fiir t = —1 minimal. Wird Teil 5 auf w/3 verkiirzt, &ndert sich V(E;) nicht. Es
wird t := —1, r := 9/74 und s := 19/148 gesetzt. Aus der notwendigen Bedingung
(4.10) folgt p > 67 und w = 37+ 3p + g > 309. Die nichste durch 74 teilbare Zahl ist
370, so daf} alle Langen in E; verfiinffacht werden sollten, jedoch reicht das nicht zur
Erfillung des Systems (4.8). Wenigstens der Faktor 11 ist erforderlich. Die Wahl von
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p := 95 ergibt nach Abrundung der Linge w/3 auf 271 die Instanz

E = (19;814;(612,608,606,407, 374,330, 308, 271, 253, 242, 231, 220, 209, 106,
104,103,102,101,100)";(1,1,1,1,1,1,1,2,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,1, 1)7)

mit z¢(E) = 6 +5/6 und zp = 8. Eine andere Instanz mit nur 18 verschiedenen
Teilen, sehr ,glatten“ Langen, zy = z¢ = 6 + 5/6 und zp = 8 entstand ausgehend
von t = —9/7 mit ein wenig mehr Arbeit und einigem Probieren:

(18; 1500; (1110, 1106, 1104, 750, 680, 600, 580, 500, 460, 450, 420, 410, 200,
198,197,196,195,194); (1,1,1,1,1,1,1,2,1,1,1,1,3,1,1,1,1,1)T)  (4.22)

Man kann auch w = 600 erreichen, ohne z,;, zo oder zp zu dndern, indem alle Langen
mit 0,4 multipliziert und anschlieffend alle Léngen ¢; mit ¢ € {1,2,3,14,15,...,18}
entsprechend angepafit werden. Eine andere Moglichkeit, die Langen ohne Beeinflus-
sung von zys, zoc und zp zu variieren, besteht darin, eine (ggf. auch negative) Zahl
u € Z zu wihlen und 6u zu w sowie u * (4,4,4,3,2,2,2,2,2,2,2,2,1,1,1,1,1,1)T zu
1 zu addieren. u darf aber nicht zu klein sein, sonst entsteht IRUP.

4.5.7 Konstruktion eines Gaps 1,2

Anstelle einer Herleitung sei zuerst eine Instanz mit z); < zc = 11,8 und zp = 13,
also A = 6/5 angegeben:

(32; 1500; (1214,1210,1208, 910,906,904, 774,770, 768, 504, 503, 500,
498,494, 368, 366, 365, 364, 363, 362, 300, 298, 297, 296, 295,
204,148, 146, 145,144, 143,142)"; e + €' + 4e?!) (4.23)

Der optimale Zielfunktionswert zg der Relaxation (1.7) betrégt fiir diese Instanz 11+
13/15. Wird der Vektor der Bedarfszahlen durch (2, 2,2, 2,2,2,2,2,2,2,3,5,3,2, 1,
3,3,1,3,1,5,3,3,1,3,1, 1, 3, 3, 1, 3, 1)T ersetzt, dann ergibt sich z¢ = zp = 23,8,
Zp = 25.

Die Instanz (4.23) entstand durch Zusammensetzung von vier Teilen der Linge w/5,
mehreren Teilinstanzen der Form (4.7), S. 71, und einer Instanz (4.17), S. 78, mit
t = 475. Ohne die Teile 1-3 und 27-32 hitte die Instanz (4.23) das Gap 0,2 und
erfiillte die Verschnittbedingung von Satz 5. Dies nachzuweisen, ist nur mit Rechner-
hilfe moglich, z. B. mit Schnittebenenverfahren. Eine Plausibilitédtsiiberpriifung von
Hand kann jedoch wie folgt vorgenommen werden:

Die Teile 7-9 und 15-20 stammen aus einer Instanz (4.7) mit p : w ~ 11 : 45, wéhrend
die Teile 4-6 und 21-26 in einer Instanz (4.7) mit p : w ~ 9 : 45 vorkommen. Die
Langen der Teile 10-14 verhalten sich zur Liange des Ausgangsmaterials anndhernd wie
15 : 45. Wenn nun alle annéhernd gleich langen Teile als tatséchlich gleich betrachtet
werden, entsteht eine Modellinstanz

Ey = (5;45;(27,23,15,11,9)": (3,3,6,6,10)")

mit der Zusatzbedingung, daf§ die Variante 3e® hochstens einmal und die ebenfalls
verschnittfreien Varianten e! + 2e® und e? + 2e* jeweils hochstens zweimal benutzt
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werden diirfen. Wegen V' (E)s) = 4 < 9/2 versprechen hinreichend grofie Parameter in
den Instanzen (4.7) und (4.17) bei Einhaltung der Verhéltnisse aus Ej; Erfolg.

Mit diesem Ansatz entstand auch die Instanz

(34; 2700; (2180,2176,2174,1640, 1632, 1628, 1392, 1384, 1380, 912, 904, 900,
898, 896,894, 892, 664, 660, 658, 656, 654, 652, 540, 536, 534, 532,
530, 528, 265, 263, 262, 261, 260, 259)”; e + e' + e'? + 4e*)

mit 2y, = zo = 12,8 und zp = 14, wobei die Teilinstanz (4.4), S. 66, anstelle (4.17)
als Baustein diente.

Die Konstruktion noch groferer Gaps gelang bisher nicht. Falls es {iberhaupt Instan-
zen des 1CSPs mit Gap 4/3 gibt, scheint ein anderer Ansatz erforderlich zu sein, denn
der Verschnitt von etwa w/3, der aus einer Teilinstanz resultierte, wiirde zumindest
teilweise mit einem kleineren Teil, etwa mit der Lange w/4, ausgefiillt werden. Dieses
hinterliefle in einer der urspriinglich fiir eine andere Teilinstanz geplanten verschnitt-
freien oder -armen Varianten eine Liicke, die wieder mit einem etwas kleineren Teil,
z. B. mit der Linge w/5, genutzt werden kénnte usw., so da3 V(E;) fast so grofi wére
wie das kleinste in £} vorhandene Teil. Damit wére die Verschnittbedingung von Satz
5 grob verletzt.

4.5.8 Eine Modifikation des zweiten Konstruktionssatzes

Die Verschnitt-Voraussetzung von Satz 5 ist oft nur schwer zu erfiillen. Unter Be-
nutzung der Schablonen-Instanz (4.7), S. 71, wird in diesem Unterabschnitt noch
eine alternative Konstruktion angegeben. Dazu sei eine Instanz E; = (m;w;1; b) mit
b >0l > ... > by g > 20, und ¢, < w/4 gegeben. Erhoht man b, in £} um 1,
dann soll der optimale Zielfunktionswert von (1.3) zunehmen. Es wird gezeigt, daf} es
geeignete p,q € IN gibt, so daBl E := Fy(p,q) ® E; das Gap 1+ A(F;) hat.

Beispiel: Die Instanz Esr = (3;132; (44, 33,12)7; (2, 3,6)") aus [28] besitzt das Gap
1 4+ 5/132. Wird einmal das kleinste Teil weggenommen, dann erfiillt die erhaltene
Instanz E; = (3;132; (44,33,12)7;(2,3,5)T) die Voraussetzungen des ersten Absatzes,
und es gilt A(E,) = 17/132 sowie V(E;) = 11 mit der Bezeichnung (4.21). Alle
Liangen werden mit 7 vervielfacht. Wird nun p := 7% 12 — 11 = 73 in der Instanz
(4.7) eingesetzt, so hat das kiirzeste Teil in Fy(73,7 % 132 — 37 — 3 % 73) die Lange
p+5 =78 > TxV(F), so daB keins der Teile aus Fy(73,668) zu F; hinzugefiigt werden
konnte, ohne fiir F; den optimalen Zielfunktionswert von (1.3) zu erhdhen. Obwohl es
einige zuldssige Varianten gibt, die auf einem Austausch der kiirzesten Teile zwischen
Ey(73,668) und F; beruhen, hat das fir die ganzzahlige Optimierungsaufgabe (1.3)
keinen Nutzen. Die entstehende Instanz

E = (11;924; (766,762, 760, 308,231, 84, 82, 81,80, 79, 78): (1,1,1,2,3,6,1,1,1,1,1)%)

(4.24)
hat ein Gap A(E) = 1+ 17/132 ~ 1,1288 sowie zp(F) = 6. Dieses Konstruktions-
prinzip, das auch der Instanz (4.20) zugrunde lag, kann verallgemeinert werden. <

Aussage 22: Fiir jede Instanz E; = (m;w;1;b) des 1CSPs, die die Voraussetzungen
des ersten Absatzes erfiillt, gibt es p,q € IN mit A(Ey(p,q) ® E1) =1+ A(E)).
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Beweis: Es gibt ein A € (0,¢,,), so dal E; bei Ersetzung von /,, durch X\ in eine
dquivalente Instanz tibergeht. Es werden s := £, /w und r := \/w < 1/4 gesetzt.
Laut Abschnitt 4.3 gibt es p,q € IN, die das System (4.11), S. 71, erfiillen. Nach
Voraussetzung an F; kann keins der Teile 1 bis m—1 von E; mit den Typ-1-Teilen von
Eo(p, q) kombiniert werden, denn diese sind langer als w*(1—2s) = w—20,, > w—~,, 1.
Obwohl Teil m von E; mit den langen Teilen von Ey(p, ¢) kombinierbar ist, bringt das
fiir die Aufgabe (1.3) nichts, denn Teil m ist mindestens so lang wie jedes der kurzen
Teile von FEy(p, q). Umgekehrt kann kein Teil aus Ey(p, q) zu E; hinzugefiigt werden,
ohne den optimalen Zielfunktionswert von (1.3) zu erhdhen. Selbst ein Austausch
mehrerer Teile von Ey(p, q¢) durch gleich viele Teile m aus Ej, sofern diese iiberhaupt
in ausreichender Anzahl vorhanden sind, dndert daran nichts, denn alle Teile aus
Ey(p, q) sind linger als A, und A war so festgelegt worden, dafl auch bei kompletter
Ersetzung des Teils m durch Teile der Lénge A keine Variante hinzukommt. Daraus
folgt A(E) > A(E,)+ 1. Da die Austauschméglichkeiten der kiirzesten Teile zwischen
Eo(p,q) und FE; auch fir die relaxierte Optimierungsaufgabe (1.6) keinen Nutzeffekt
haben, ist das Gap wie behauptet. 0

Bemerkung 12: 1. Wird b,, = 0 zugelassen, dann werden genau die Voraussetzungen
des zweiten Konstruktionssatzes von E; gefordert. In diesem Sinne stellt Aussage 22
eine Verallgemeinerung von Satz 5 dar, allerdings ist hier nur die Existenz geeigneter
p und g fiir die Instanz (4.7) gezeigt worden, nicht deren praktische Bestimmung.

2. Es kann vorkommen, dafl jedes mogliche A, das im Beweis von Aussage 22 verwen-
det werden kann, grofer ist als V(E;). Das liegt an den Austauschmoglichkeiten der
kiirzesten Teile zwischen Ey(p,q) und Ej.

3. Die Voraussetzung ¢,, < w/4 kann in ¢,, < w/3 abgeschwiicht werden, wenn im
Falle 1/4 < {,,/w < 1/3 die Instanz (4.4) oder (4.17) anstelle (4.7) benutzt wird.
Dabei ist ¢ hinreichend grofi zu wahlen. Wegen ¢, > ... > {,,_ 1 > 2/, miifiten
aber die Teile 1 bis m — 1 vom Typ 1 sein, und E; hétte das Gap 0. Dieser Fall ist
uninteressant.

Obige Idee kann auch mit der Zusammensetzung von Teilinstanzen kombiniert werden:

E = (15;1320; (1090, 1086, 1084, 444, 443, 440, 438, 434,
330,120,118,117,116,115,114)"; e + e° + 2e” + ') (4.25)

mit zpy < zo =5+37/44, zp = 7und A = 51/44 ~ 1,1591 entstand, indem zunéchst
in Egr einzelne Teile ersetzt wurden. Dort war 2x44+4x12 > 132. Wird anstelle dieser
Teile die Instanz (4.17) verwendet, wobei zuvor sdmtliche Langen mit einer hinreichend
grolen Zahl multipliziert wurden, dann erhoht sich das Gap von 137/132 auf 47/44.
Entfernt man einmal das kiirzeste Teil, dann sind die Voraussetzungen von Aussage
22 erfiillt. Die weiteren Konstruktionsschritte sind dann analog zur Instanz (4.24)
durchzufithren. In diesem Sinne kann auch die Instanz (4.18) aus der FIELDHOUSE-
Instanz E'r konstruiert werden, obwohl dort die Voraussetzungen von Aussage 22 nicht
erfiillt sind.

Die Fortfiihrung des Gedankens zur Konstruktion der Instanz (4.25) fithrte auf die
nachstehende Instanz E mit zy, < zo = 97/11, zp = 10 und A = 13/11 ~ 1,1818.
Dabei wurden zur Instanz Egp zunédchst noch 11 Teile der Lange w/11 hinzugefiigt
und anschliefend die Teile der Lénge w/4 und drei Teile der Lange w/11 durch solche
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Teile ersetzt, die denen der Instanz (4.7), S. 71, &hneln.

E = (23;1815; (1495, 1491, 1489, 913,909, 907, 609, 608, 605, 603, 599, 456,
454,453,452, 451,450, 165, 163, 162, 161, 160, 159)"; e + €’ + 9e'®) (4.26)

4.6 Frither bekannte Beispiele mit groflen Gaps

Im folgenden werden einige Instanzen des 1CSPs mit Gap gréfer als 1 angegeben, die
schon frither gefunden worden waren. Die Aufstellung erhebt keinerlei Anspruch auf
Vollstéandigkeit:

1. (3:30;(15,10,6)7; (21,32,54)T), 20 = 23y = 32 — 1/30, A = 1+ 1/30 ~ 1,0333,
[8];

2. (3;132; (44,33,12)T:(2,3,6)T), 20 = zar = 2 — 5/132, A = 1 + 5/132 ~ 1,0379,
[28]. Keine Instanz des Teilbarkeitsfalls mit noch grofierem Gap ist bisher be-
kannt.

3. (6;10000; (4500, 4350, 4325, 3250, 1350, 1175)7; (3,1,2, 2,3, 1)7), zc = 4 — 5/96,
A =1+5/96 ~ 1,051, [40];

4. (5;10000; (5000, 4100, 3950, 1960, 1100)7; (1,1,1,2,2)T), 2 = 2 — 1/18, A =
141/18 ~ 1,0556, [20]. Diese Instanz fand C. NITSCHE ebenso wie die folgende,
als er fiir seine Diplomarbeit Testrechnungen zu den Relaxationen (1.6) und (1.7)
bzw. der um zusétzliche obere Schranken fiir verwendete Varianten verschérften
Relaxation durchfiihrte.

5. (6;10000; (5000, 4075, 4050, 3250, 1900, 1000)7; (1,2, 1, 2,2, 1)T), zc = 3 — 2/33,
A =1+ 2/33 ~ 1,0606, [20];

6. (5;10000; (5000, 3750, 3250, 3001, 2000)7; (1,1,1,1,2)7), 2 = 29/15, A = 1 +
1/15 ~ 1,0667, [40]

Zusammen mit den Instanzen (4.12), (4.18), (4.15), (4.19), (4.24), (4.25), (4.22), (4.26)
und (4.23) ergibt sich die folgende Tabelle der grofiten bisher gefundenen Gaps bei
beschrénkter Anzahl m verschiedener Teileldngen:

m | 1| 3 | 56 | 7 |81 | 11 |15 |18] 23 | 32
A—1]<0]5/132]1/15]3/35|1/10|1/9[4/35|17/132[7/44[1/6|2/11|1/5

4.7 Beispiele mit ganzzahligen Daten und beson-
ders kurzer Ausgangslinge
Dieser Abschnitt enthélt eine Zusammenstellung von Nicht-IRUP-Instanzen mit be-

sonders kleinen ganzzahligen Léngen, um noch einmal zu zeigen, dafl durchaus derar-
tige Beispiele in der Praxis vorkommen koénnen:

Er = (3;30;(15,10,6)";(1,2,4)7), 2y = 2zc = 59/30, zp = 3;
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By = (4;18;(9,7,6,4)7;(1,1,2,2)T), 2y =20 =2, 2p = 3;
By, = (4;18;(10,9,6,4)";(1,1,2, 1)), 2y =35/18, z¢ =2, zp = 3;
E3 = (57 167 (107 87 77 37 2>T7 (17 17 17 17 2)T)7 ZM = Z¢c = 27 Zp = 3.

E; kann aus der Nicht-IRUP-Instanz E; = (5;36;(18,14,12,11,8)7;(1,1,1,1,2)7)
mit zc(Ey) = zp(Fy) = 2 — 1/36 erhalten werden, indem man alle Léngen halbiert
und dabei aufrundet. Er ist von FIELDHOUSE [8]. Fiir vorgegebenes m € IN sind
bis jetzt keine Nicht-IRUP-Instanzen (m;w;l;b) mit 1 € IN™ und kleinerem w € IN
bekannt.

Aussage 23: Ist E = (m;w;1;b) eine Nicht-IRUP-Instanz des Teilbarkeitsfalls mit
1€ IN™, dann ist w > 30.

Beweis: Sei w = kgV({q,...,¢,). Angenommen, es wire w < 30. Ohne Besorgnis darf
angenommen werden, dafl E eine residuale Instanz ist, in der keine eigentliche, ver-
schnittfreie Variante abgetrennt werden kann und keine Zusammenfassung mehrerer
Teile zu einem grofleren unter Beibehaltung des Teilbarkeitsfalls moglich ist. Wegen
2% 3% 5 = 30 diirften hochstens zwei verschiedene Primfaktoren py, ps in w auftreten.
Sei w = p{* * p¥ mit ¢, qe € IN und den Primzahlen p; < po, ggf. mit ¢z = 0.

1. Fall: w = p{". Aus der Annahme beziiglich FE folgt b; < p; Vi € I und zy; <
q1—1 P — 1 ) p(h 1

3 wpl =21 < 1, also IRUP.

= w w

2. Fall: w = p{* *p% mit ¢q;, g2 > 0. Die Argumentation aus dem Beweis von Satz 1, S.
29 ff, beziiglich Produkten zweier Primzahlpotenzen kann nun entsprechend wiederholt
werden. Diese ergibt zp < 2, folglich IRUP. 0

E, ist eine Nicht-IRUP-Instanz mit minimaler Anzahl e’'b insgesamt zuzuschneiden-
der Teile, wie folgendermafien gezeigt wird. e’'b = zp hiefe, daB kein Teil mit einem
anderen kombinierbar wére, also zo = zp. Ist zp < 2, dann folgt auch TIRUP. Seien
e’b=m=4und ¢, > ... >/, Bei {; + {4 > w ist e die einzige zulissige Variante,
um Teil 1 zuzuschneiden, also die Instanz reduzierbar. Bei /1 + ¢4 < w A zp = 3
miifite o + ¢35 > w gelten. Damit waren die Teile 1-3 paarweise nicht miteinander
kombinierbar, somit zc > 2 und A < 1.

Wird in Fs der Bedarfsvektor durch 3e ersetzt, dann ergibt auch die Relaxation (1.7)
den optimalen Zielfunktionswert zgp = 2¢ = 5, wahrend zp = 6 wird.
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Kapitel 5

d-dimensionales
Vektorpackproblem

In diesem Kapitel werden insbesondere die Unterschiede des d-VPPs (bei d > 1)
zum 1CSP aufgezeigt. Ohne Einschriankung gelten die Aussagen 1 und 2, S. 11 bzw.
19, sowie das Lemma 1, S. 19. Wie im ersten Kapitel bezeichnet J die Indexmenge
aller zuléssigen Varianten, |J| = n. Ferner wurde D := {1,...,d} in (1.1) definiert.
Allgemein giiltig ist auch

Aussage 24: Seien x € IR, 3 z; <lund a:= Y z;al. Gilt a € IN™, dann ist a
- j=1 j€J

zuléssige Variante.

m m m
Beweis: Fiir aller € D gilt Y- a;xli, = 3. Y wjaiiliy = 3 2% aiily, < X0 xjxw, <
i=1 =1

i=1jeJ jes i jeJ

Wy 0
Folgerung: Sei E := (m;w;L;b) eine Instanz des d-VPPs mit z¢ > 0, und sei
1
b ganzzahlig. Dann gilt A(E) < 1.
[2c]

Beweis: Wird [z¢] mal a gepackt, dann wird der Bedarf erfiillt. A ist die Zuschnitt-

a =

matrix. x© sei Optimallésung von (1.6). Wegen Ax® = b ist a = %AXC zuléssig,
denn x := [z—ldxc > o und J%:ij =zo/lzc] < 1. 0

5.1 Unbeschrinktheit des Wertes einer Variante
fiir d — oo

Sei E := (m;w;L;b) eine Instanz des d-VPPs. Analog zum Abschnitt 2.2 wird der
Typ des i-ten Teils als k; := Hé%l |w, /i | definiert. Der Wert einer zulédssigen Variante

a ist dann wie im eindimensionalen Fall v := 3 a;/k;.
icl

1
Beispiel 1: Sei e € (0, ﬁ> und £ := (d;e;L;b) mit ¢;; = 1 — (d — 1)e sowie {;; = ¢ fiir
1 # 7. Dann ist jedes Teil vom Typ 1, aber die Variante e ist zuléssig und besitzt den
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Wert d.

Zwei Teile p und ¢ heiflen unvergleichbar, wenn weder ¢,; < {,Vi € D noch £, <
(,¥i € D gilt. Auch wenn keine unvergleichbaren Teile vorkommen, gibt es keine
feste Schranke fiir den Wert einer (eigentlichen) Variante.

. : 1 T : .
Beispiel 2: Sei € € (0, m] In £ = (2d;(1,1,...,1)";L;e) sei £;, = ¢ bei

i>2r, by, =+ 1/(2r) bei i < 2r und £;, =+ 1/(2r + 1) bei ¢ = 2r, d. h.

%4_5 %4_5 € € € € € €

1 1 1 1

1 + e I + e i + & 57—% € g € ce € €
LT=| t+ec t4+e t4+e t4+e z+e¢ 1+e¢ € €

1 1 1 1 1 1 1 1

5aTE 2atE 2aTE 3ate 3gte ste . gutE gy te
Dann ist die Variante e zuléssig und besitzt den Wert 14+ 1/2+4 ...+ 1/(2d). <

Trotz dieser Negativbeispiele gibt es auch gewisse von d abhéngige obere Schranken
fiir den Wert zuléssiger Varianten und damit fiir das Gap. In Lemma 3, S. 34, wurde
der Wert einer Variante im 1CSP mit © < 1,7 abgeschéatzt. Im d-VPP konnen, wie
Beispiel 1 zeigt, jeweils d Teile eines bestimmten Typs kombiniert werden, so dafl der
erreichte Wert fast d x v wird. Groler werden kann er jedoch nicht. Das ist wie folgt
zu begriinden. In der Zuléssigkeitsbedingung (1.2), S. 5, fiir eine Variante a werden
alle /;,, die kleiner sind als IPSB( l;. durch O ersetzt. In jeder Zeile r mufite g] lir < w,
gelten. Es werden nur diejenigen Teile betrachtet, bei denen ¢; > 0 ist, also keine
Ersetzung erfolgte. Diese Teile tragen weniger als © zum Wert v der Variante a bei.
Fiir die Betrachtung der anderen Zeilen werden diese Teile, also die betreffenden
Spalten, gestrichen. Werden so alle d Zeilen abgearbeitet, dann ist der Gesamtwert v
weniger als d x 0. Analog zum Abschnitt 2.4 kann nun gefolgert werden, daf} fiir das
d-VPP folgende Abschéitzungen gelten:

1 V4 7
m
d*? 5d x D

7 7
zD<5—|—d>|<f)>x<zC, alsoA<5+(d*@—1)*zC und A < (1 —

Begriindung: Wird fiir alle ¢ € I und alle r € D jeweils ¢;. durch den nicht kleineren
Wert w, / |_Héllr)l ws/l;s] ersetzt, dann liegt der Teilbarkeitsfall des 1CSPs vor, da séamt-

liche Zeilen der Zuléssigkeitsbedingung (1.2) durch Multiplikation mit einer positiven
Konstanten auseinander hervorgehen. Die weiteren Uberlegungen geschehen wie im
Abschnitt 2.4. 0

Weil hier der Term d % © vorkommt, war es angebracht, v in Lemma 3 so genau
abzuschétzen. Schon wére auch eine genaue Abschéatzung des Wertes einer zuldssigen
Variante im d-VPP, falls keine unvergleichbaren Teile vorkommen, doch da ergeben

sich zu uniibersichtliche Fallunterscheidungen, z. B. sind Summen wie 3 max l; bei
iel 7€

d > 2 schlecht nach oben abzuschéatzen.
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5.2 Unbeschrinktes GGap im Fall d =2

Zur Motivation der Konstruktionen in diesem Abschnitt, welche zeigen, dafl das Gap
affin-linear mit der Anzahl m zu packender Teile zunehmen kann, dient das folgende

21 139765 4 3
21 1 5 7 8 9 10 11
2u(E1) = z2¢(Ey) = 8/3. Mit den zuliissigen Varianten a' = 3e®, a? = e! + 2e°,
a’ =e? + 2" a' =2?+e",a° =e' +e°+e” und a° = e? + e® + e’ ergibt sich
als Optimallosung der stetigen Relaxation (1.6) 1 = 1/6, o = ... = x¢ = 1/2 und
z; = 0 fiir j > 6. Die einzigen eigentlichen 3-Teile-Varianten sind a?*, a® und a®.
Allerdings kann von diesen Varianten nur genau eine ausgewéhlt und gepackt werden,
ohne Uberproduktion zu erzielen. Da mehr als drei Teile nicht in eine Variante passen,
folgt zp > 1+ (8 — 3)/2 und schliefilich zp = 4, also A =4/3. 4

DaB im Beispiel wy = wy und fiir i = 1,...,m jeweils ;1 + lio = wy * 2/3 gilt, ist
kein Zufall. Gilt fiir irgendwelche ¢, j, k € I némlich €;; + £;; + {1 < w;, dann folgt
£i2 + £j2 + gkg = 2% wp — (&1 + €j1 + gkl) > Wy, SO dafl die Variante ei + ej + ek
unzuléssig wird. Dieses Komplementaritdtsprinzip wurde schon im Unterabschnitt
4.2.2 angesprochen.

T
Beispiel: Fur Ey == (T; < ) (1,2,1,1,1,1, D)) gilt

Um Instanzen des 2-VPPs mit groflem Gap zu konstruieren, reicht es also aus, In-
stanzen des 1CSPs zu konstruieren, in denen in einer Optimallosung von (1.6) alle
in positiver Haufigkeit gepackten Varianten verschnittfrei sind und je genau drei Tei-
le enthalten. Von diesen Varianten sollen so wenig wie moglich fiir (1.3) verwendet
werden konnen. Auflerdem soll es keine weiteren eigentlichen 3-Teile-Varianten ohne
Verschnitt geben.

Fiir 6)m,b=e = (1,1,...,1)T sieht ein Schema fiir die optimalen Varianten von (1.6)
wie in nachstehender Tabelle aus. Jede Spalte bedeutet eine verschnittfreie Variante
mit der Haufigkeit x = 1/2. Die Eintrége 4,7,k in der Spalte bedeuten, daf die
Variante e’ + e’ + e¥ zu packen ist, d. h. sie ist genau dann eigentlich, wenn 1, j, k
paarweise voneinander verschieden sind. Den ersten m/3 Spalten wohnt eine zyklische
Struktur mit der Zyklenldnge m/3 inne, wiahrend die Varianten m/3 + 1 bis 2m/3
durchweg uneigentlich sind.

1 2 3 ... m/3 1 2 ... m/3
m 2m/3+1 2m/3+2 ... m—1|m/3+1 m/3+2 ... 2m/3
2m/3+1 2m/3+2 2m/3+3 ... m |m/3+1 m/3+2 ... 2m/3

Addiert man die Léingen der Teile in den Spalten 1, 3, ..., m/3 — 1 oder (gesondert)
in den Spalten 2, 4, ..., m/ 3 dann erfordert die Verschnittfreiheit dieser je m/6

Varianten die Giiltigkeit von Z (ly;—1 — ;) = 0. Aufler den ersten m/3 Varianten soll

es keine anderen e1genthchen 3 Teile-Varianten ohne Verschnitt geben. Daraus folgt,
wenn £y, 41 := Loy 341 gesetzt wird, die Forderung

Vi,j,k € {2m/3—|—1,,m} ] < k/\(l,l—i—l) 75 (j,k') :>£i+£i+1 #gj—i‘gk
Dies ist schwécher als die Forderung

Vi j ke € {2m/3 41, m} i <A (i) # (kr) = — 0 # 0, — 0,
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die bei den sogenannten GOLOMB-Linealen [35] gestellt wird. Da aber auch die Teile
m/3 + 1 bis 2m/3 beriicksichtigt werden miissen, reichte auch die strenge Golomb-
Forderung nicht aus, um zu verhindern, daf§ andere als die angegebenen eigentlichen
verschnittfreien 3-Teile-Varianten existieren.

Wurden w und £, /311 bis £, festgelegt, dann sind auch die iibrigen Teile eindeutig
bestimmt. Wie konnen geeignte Werte gefunden werden? Wenn darauf verzichtet wird,
moglichst kleine natiirliche Zahlen zu finden, dann bietet sich an, mit reellen Zahlen,
speziell mit Logarithmen von Primzahlen zu arbeiten. AnschlieBend kann immer eine
dquivalente Instanz mit natiirlichen Zahlen gefunden werden. Allerdings werden diese
dann oft sehr grofl. Aulerdem erfordert das Runden besondere Sorgfalt oder Nach-
bearbeitung sowie Uberpriifung der Zahlen, ob tatséchlich zo und zp unverdndert
sind.

Sei ¢ € IN, ¢ > 3. Bezeichne (p,) die Folge der Primzahlen, p, = 2, wobei zusétzlich
p1 := 1 sei. Es wird gesetzt: m := 3¢; b := e = (1,1,...,1)T; py := p;- Um zu
erreichen, dafl ¢; < 2w/3 fiir alle ¢ € I wird, wird ein ¢ € R mit ¢t > (lnp, +
Inp,_1)/2—1n2 gewéhlt. Nun kann w := 1,5 (Inp, +Inp, 1) +3t und firi =1,...,¢q
jeweils (; ;= w—Inp; —Ilnp; 1 —2t; {1 = (Inp;+1np;_1)/2+t und {10, :=Inp;, +1
festgesetzt werden. Wegen ¢, = (Inp, +1Inp,_1)/2 +t = {5, = w/3 konnen die beiden
Teile Nr. g und 2q zusammengefafit werden, so dafl m = 3¢— 1 wird. Ansonsten haben
alle Teile unabhéngig von ¢ unterschiedliche Léngen, da ¢ > 2 vorausgesetzt wurde.

Gemif Konstruktion ist zc = ¢, da je 1/2-mal (verschnittfrei) die Varianten e’ + 2"
(fiir i = 1,...,q) sowie e’ + 27 + e ™297! (fiir i = 2,...,¢) und e' + €37 + e+ ge-
packt werden konnen, um den Bedarf zu decken. Aufgrund der Logarithmengesetze
und der Eindeutigkeit der Primfaktorenzerlegung fiir positive ganze Zahlen sind die
angegebenen 3-Teile-Varianten die einzigen verschnittfreien, und von diesen kénnen
nur |¢/2] fir (1.3) verwendet werden. Das bedeutet wegen des Komplementaritéts-
prinzips zp > (3¢ — [¢/2])/2 und somit A > (¢—|q/2])/2 > ¢/4. Die Teile Nr. ¢ und
2q wurden zu einem (mit Bedarf 2) zusammengefafit; m := 3¢ — 1. Ist der Rest von
q bei Division durch 4 genau 0 oder 3, dann kann von den gleich groflen Teilen eins
gestrichen werden, ohne zp zu éndern: Sei s € IN \ {0}. Mit m :=3¢—1und b=¢e
wird dann zc = ¢ — 1/3, und es ergeben sich folgende Fille:

l.g=4ssm=12s—1,b=e, zp =55, A=s5+1/3 = (m+5)/12;

2. q=4s+1:m = 125+2, aber b = 125+3, zp = 5s+2, A = s+1 = (m+10)/12;

3. ¢ =4s+2: m = 125+5, aber ef'b = 125+6, zp = 55+3, A = s+1 = (m+7)/12;

4. q=4s+3: m=12s+8, b=e, zp =5s+4, A=s+4/3=(m+38)/12.
Wegen der Zuléssigkeit der uneigentlichen 3-Teile-Varianten miissen je zwei beliebige

der Teile Nr. ¢ + 1 bis 2¢ miteinander als 2-Teile-Varianten (mit Verschnitt) kombi-
nierbar sein, so dafl das konstruierte Gap nicht grofler wird als angegeben.

Folgende Beispielinstanzen wurden nach obiger Methode konstruiert, wobei die Teile
nach fallenden ¢;; umsortiert wurden (iiberall d = 2):

L _ (5242 40 32 30 28 25 24 22 19 6\ w0 - 11
18 18 20 28 30 32 35 36 38 41 44 ) 0T W2 T LI T AL

b=e, zp=5 A=4/3;
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L — 324 268 262 222 188 180 172 159 146 139 136 126 108 90 >T

36 92 98 138 172 180 188 201 214 221 224 234 252 270
wy =wy =540, m=14,b=e+e®, 2p =7, A =2.

Obiges Konstruktionsprinzip ergibt A = m/12 + O(1). Im folgenden werden Instan-
zen mit A = m/8 + O(1) konstruiert. Ausgangspunkt ist das am Anfang gegebene
Einfiithrungsbeispiel, in welchem statt Teil 3 zwei unterschiedliche Teile, und zwar
ungleich %W, gefordert werden:
- ( 13—2t 9—2t T+4t T—2t 6+t 5—2t 4+t 344t )T
1+2t 5+2t 7T—4 7+2t 8—t 9+2t 10—t 11 —4t

und E, = (8;(21,21)7;L;(1,2,1,1,1,1,1,1)7) mit ¢ € (0,1/4). Die Teile sind nach
fallenden ¢;; geordnet. Es gilt zp/(Es) = zc(Es) = 3 und zp(Ey) = 4.

Die Instanz E; vom Beginn dieses Abschnitts wird mit » € IN Instanzen F, zu einer
Instanz E zusammengesetzt. Dabei werden fiir ¢ nur die Werte 1/7, 1/8, 1/9 sowie
die Reziproken von Primzahlen ab 11 verwendet. Somit kann ausgeschlossen werden,
daf verschnittfreie Varianten vorkommen, die in der vorgesehenen Optimallésung der
Relaxation (1.6) keine Verwendung finden. (t = 1/5 ist wegen 13+ (4+£)+(3+%) = 21
ungeeignet.) Da nur r + 1 unkorrelierte eigentliche 3-Teile-Varianten existieren, folgt
2m(E) = zo(E) = 3r+8/3, m = 8 + 7, e'b = 9r +8, zp(E) = 4r + 4 und
A(E) = r + 4/3. Zusammengefafit ergibt sich

Aussage 25: Fiir jedes m € IN gibt es Instanzen des 2-VPPs mit Gap A > m/8—7/24.

Beweis: Fiir m < 7 ist die Behauptung offensichtlich. Sei m > 7. Lafit m bei Division
durch 8 nicht Rest 6, dann wird, wie oben angegeben, E; mit mehreren Instanzen
F5 zusammengesetzt. Gegebenenfalls sind, ohne das Gap zu dndern, noch einige Teile
hinzuzufiigen, damit die Anzahl m erreicht wird. Im anderen Fall wird obige Beispiel-
instanz mit vierzehn Teilen mit entsprechend vielen Instanzen Es zu einer geeigneten
Instanz zusammengesetzt, so dal die Behauptung gilt. O

5.3 Instanzen ohne unvergleichbare Teile

Viele Aussagen zum 1CSP verlieren bei Verallgemeinerung auf das d-VPP ihren Sinn,
weil keine Sortierung der Teile moglich ist. Ahnlich steht es mit Begriffen wie ,Do-
minanz“. Treten keine unvergleichbaren Teile auf, dann konnen sédmtliche Teile nach
ihrer Grofle sortiert und Dominanz und andere Begriffe analog zum eindimensiona-
len Fall definiert werden. An die Stelle der Ungleichung (2.1), S. 22, tritt dann die
Bedingung

(VT eD: El'r > gQT > ... > gmr > O) N (\V/Z el \ {m}EIT eD: gi'r > £i+1,T)' (51)

Sei k € IN \ {0}. Treten in einer Instanz E des d-VPPs nur Teile der Typen k; €
{k,k + 1} (i € I) auf, dann soll £ analog zum eindimensionalen Fall (k,k + 1)-
Instanz genannt werden. Unter der Sortierbarkeitsvoraussetzung (5.1) bedeutet das,
daB alle Teile grofier oder gleich Teil m sind und folglich jeweils héchstens k + 1 Teile
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in einen Container passen. Umgekehrt sind alle Teile kleiner oder gleich Teil 1, so
daB je k beliebige Teile in einem Container Platz finden. Insbesondere gibt es eine
bestimmte Richtung r € D mit k < ky < |w,/l1| < ... < |w,/lpr] = ki < k+ 1.
Die detaillierte Priifung der Beweise von Satz 2 und der Lemmata 4-11, S. 41-60,
ergibt, dafl sie beinahe wortlich auf das d-VPP iibertragen werden kénnen, solange
die Bedingung (5.1) erfiillt ist. Hier wurde nur die Struktur zuldssiger Losungen von
(1.3) bzw. (1.6) ausgenutzt, nicht jedoch die Materialschranke zy;. Leider gilt das fiir
den Beweis von Satz 3, S. 61, trotz der Sortierbarkeitsbedingung (5.1) nicht, so dafl
die Giiltigkeit von Satz 3 im d-VPP mit d > 2 offen bleibt. Auflerdem ist im 2-VPP
die Materialschranke trotz der Bedingung (5.1) nicht mehr additiv, sondern nur noch
subadditiv.

(100 ) (98 35 1
"\ 100 )\ 48 48 26
gilt zjy = 1,7 und zp = 2. Bei einzelner Betrachtung der Teile wére die Materialschran-
ke 2,2. Obwohl nur die Typen 1,2,3 auftreten, kann Lemma 11 nicht angewendet
werden, da Teil 1 (Typ 1) im Gegensatz zum eindimensionalen Fall mit zwei Typ-3-
Teilen (Teil 3) in einer Variante kombinierbar ist. Die einzige Losung von (1.3) mit
dem Zielfunktionswert 2 ist z; = x5 = 1 bei Benutzung der Varianten a' = (1,0,1)
und a? = (0,2,0)7. Damit ist der erste Container zu 99% (in der 1. Richtung), der
zweite zu 96% (in der 2. Richtung) ausgelastet. Dennoch ist z);/zp nur 0,85. Folglich
ist auch das Argument der hohen Materialausnutzung im Beweis von Satz 3 nicht
mehr ausreichend stichhaltig. <

Beispiel 2: Sei d = 2. Das kleinste Teil (Teil 8) dient in der Instanz

T
Beispiel 1: Sei d = 2. In der Instanz E := (3 (1,2, 1)7T)

E = (8 708 \ ([ 571 148 148 147 144 142 138 1
S L 708 )7\ 295 295 148 147 144 142 138 1

T
) $(1,2,1,1,2,1,5,1)7)

nur dazu, Lemma 11 fiir £ unbrauchbar zu machen. Bis auf die Dimension entsprechen
der Container und die Teile 3-7 einer (4, 5)-Instanz aus Aussage 17, S. 69, in der alle
Teilelangen um 116 und der Container um 580 vergrofiert wurden. Teil 2 kann weder
mit Teil 1 noch mit dreimal Teil 7 in einen Container gepackt werden, wiahrend Teil 1
nicht mit Teil 7 kombinierbar ist. Damit wird zp(E) = 5 und die Argumentation im
Beweis von Satz 3 fiir F offensichtlich falsch, denn zy,(E) = 13/4, also z),—3%0,75 = 1,
steht im Widerspruch zum linken Teil der Ungleichung (3.30). Trotzdem ist Satz 3
damit fiir das d-VPP unter der Bedingung (5.1) noch nicht widerlegt.

Daf in einer (k, k + 1)-Instanz E des d-VPPs unter der Voraussetzung (5.1) die Lem-
mata 4-6 weiterhin gelten, kann in der unten angegebenen und im Abschnitt 1.7
angekiindigten Heuristik ausgenutzt werden. Eine Verallgemeinerung auf beliebige In-
stanzen ohne unvergleichbare Teile wird danach diskutiert. Zuerst werden die grofiten
Teile von E in einer entsprechenden Anzahl k-Teile-Varianten gepackt und abgetrennt,
ohne Nichtoptimalitdt zu erreichen. Auflerdem ist damit eine untere Schranke fiir
zp(F) gegeben.

Eine relativ erfolgreiche Heuristik besteht darin, zuerst die Relaxation (1.6) oder (1.7),
S. 8, zu losen, den ganzzahligen Teil von x abzuspalten und die residuale Instanz dem
gleichen Verfahren zu unterziehen, bis die revidierte Simplexmethode nur ein x5 < e
liefert. Danach kann von den in der Losung der Relaxation enthaltenen Varianten ei-
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ne mit maximaler Haufigkeit = ausgewéhlt, gef. etwas modifiziert und danach einmal
gefertigt werden. Mit der gleichen Prozedur werden weitere Varianten bestimmt und
abgetrennt, bis der Auftrag bearbeitet ist. Da auch bei Auswahl einer der in (1.7)
gefundenen Varianten bereits einige fiir diese ehemals eigentliche Variante bendtigte
Teile mit einer anderen Variante gepackt werden konnten, mufl immer eine Anpassung
an die aktuell verbliebenen Bedarfszahlen erfolgen. Dies war die zweite Grundidee fiir
den unten folgenden Algorithmus. Das Unterprogramm UP iiberfiihrt eine Packvari-
ante a’ in eine eigentliche, nichtdominierte Variante, packt sie in der als Parameter
angegebenen Anzahl und streicht die betreffenden Teile aus dem Bedarfsvektor b.
Verdanderungen von b werden beriicksichtigt.

Algorithmus (k, k + 1)-Heuristik
Eingabe: (k, k + 1)-Instanz E = (m;w;L;b), die die Bedingung (5.1) erfillt.
Ausgabe: zuléssige, heuristische Losung von (1.3).

1. Bestimme eine optimale Basislosung x der Relaxation (1.7), S. 8, sowie deren
optimalen Zielfunktionswert zg. Setze Z := [z ]| und z := 0 (aktueller Zielfunk-
tionswert).

2. Sei yp := y(x,{j € J : eTa’ < k}) unter Benutzung der Bezeichnung (3.2), S.
38. Packe die min{e’b, [yg] * k} groBten Teile mittels k-Teile-Varianten und
streiche sie aus dem Bedarfsvektor b. Erhohe z um die Anzahl dieser Varianten.

3. Fiir alle i € I: Bei e’a’ > k rufe untenstehendes Unterprogramm UP mit dem
Parameter |Z;]| auf.

4. Sortiere die Varianten a’ so, daf fiir ihre Hiufigkeiten z; gilt:
frac(zy) > frac(zz) > ... > frac(z,,).

5. Setze ¢ := 1. Falls in den Schritten 2 und 3 keine Variante gepackt wurde, dann
rufe UP mit dem Parameter 1 auf und setze i := 2.

6. Fixiere den bis hierher aufgestellten Plan einschlieBlich b und z, so daf§ ggf. die
im folgenden Punkt durchgefiihrten Anderungen riickgdngig gemacht werden
konnen.

7. Fiir i =4,...,m: Bei e’a’ > k rufe UP mit dem Parameter 1 auf.
8. Ist z < Z, dann halt.

9. Mache die Anderungen des vorletzten Schrittes riickgingig, bestimme eine opti-
male Basislosung X der Relaxation (1.7) fiir die Restinstanz (Zielfunktionswert
2') und setze Z := z + [2']. Gehe zum Punkt 2.

Unterprogramm UP (Parameter p € IN) zur Nachbearbeitung der Variante a‘:

e Bei p = 0 kehre zuriick.

e Bei a’ £ b ersetze a’ durch die lexikographisch niichstkleinere zulissige, eigent-
liche Variante.
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e Setze v :=w — L7a’ (Verschnitt).

e Solange ein j € I mit (Vr € D : v, > {;,) A (b; # a;;) existiert, fige das Teil j
in die Variante a‘ ein (d. h. a;; :== a;; + 1) und ersetze v, durch v, — ¢;, fiir alle
rebD.

e Bei a’ = o kehre zuriick. Dann ist nichts mehr zu packen.

e Ersetzung eines Teiles t durch ein grofleres Teil s, solange es moglich ist: Solange
es s,t € I mit s <tAbs # ais Nay # 0N (Vr € D v >l — ) gibt, setze
;s = s+ 1; a;y = a;— 1 und v, := v, — by + 0, Vr € D. Damit ist die Variante
a’ zulissig, eigentlich und nicht dominiert.

e Sei ¢ :=min{p, }niniotbj/aijj}. Setze z := 24+¢q;p:=p—qund b := b—g=xa’.
JEL; aij

Packe ¢ mal die Variante a’. Bei p # 0 gehe zum zweiten Punkt von UP zuriick.

e Kehre zum Aufrufer zuriick.

Sofern Z nicht erhoht werden brauchte, ist die heuristisch erhaltene Losung von (1.3)
optimal.

Der Algorithmus kann auch fiir beliebige Instanzen des d-VPPs ohne unvergleichbare
Teile benutzt werden, allerdings kénnen ggf. mehr Teile in eine Variante eingefiigt wer-
den. Auflerdem ist im Punkt 2 mit |yg| statt [yg] zu arbeiten, sonst sind Stérungen
sehr wahrscheinlich, z. B. in der Instanz (5;36; (18,14,12,11,8)7;(3,3,3,3,6)7) des
1CSPs, vgl. Bemerkung 3, S. 42. Die so abgeéinderte Heuristik erzielt im allgemeinen
gute Ergebnisse.

Zur Erprobung der Heuristik wurden mehrere Instanzen des d-VPPs mittels eines
Zufallszahlengenerators erzeugt. Wurden beliebig grofle Teile zugelassen, dann waren
mehrere besonders grofie Teile mit keinem anderen vertraglich, und es ergab sich als
Basismatrix in der stetigen Relaxation oft beinahe eine Diagonalmatrix. Um dies zu
verhindern, wurde bei den weiteren Tests, aufier bei der Erzeugung von (k,k + 1)-
Instanzen, die Einschrankung ¢;,./w, < 17/30 Vi € I und r € D vorgenommen.

Bei sdmtlichen Instanzen mit m = 9 und b; < 10 VI € [ ergab sich IRUP, und es
wurden jeweils weniger als 30 Austauschschritte in der revidierten Simplexmethode
gebraucht, so dal die Losungen innerhalb kiirzester Zeit gefunden wurden. Das dnder-
te sich, als auch die Anzahl m der Teile ,zufillig® im Bereich 1 < m < 120 festgelegt
wurde. Die Bedarfszahlen wurden nun mit 1 < b; < 1000 Vi € I vom Zufallszahlen-
generator gewéhlt, und z¢o stimmte jeweils mit dem optimalen Zielfunktionswert zg
der Relaxation (1.7) tiberein. zy ist der heuristisch ermittelte Zielfunktionswert der
ganzzahligen Aufgabe (1.3), also zp < zy. Die Anzahl der Austauschschritte zur Er-
mittlung von z¢ bzw. z sei A1 bzw. A2. AuBer fiir die generierten (k, k+1)-Instanzen
sind die konkreten Ergebnisse in den nachfolgenden Tabellen enthalten. Der Hauptteil
der Rechenzeit entfiel auf die Ermittlung von zs. Dabei schwankte die Zeit sehr stark,
was nicht nur an den unterschiedlichen m und d liegt.
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unvergleichbare Teile erlaubt unvergleichbare Teile nicht erlaubt

d| m zZo ZH Al | A2 d| m zZ0 ZH Al | A2
2| 75| 1134754 | 11351 | 274 | 367 2| 14| 293583 | 2936 | 27| 27
92 | 13766,48 | 13770 | 320 | 399 83 | 11622,80 | 11623 | 328 | 328

41 5823,27 5824 | 124 | 124 31 4198,96 4199 78 78

79 | 12069,83 | 12144 | 296 | 301 100 | 12561,60 | 12562 | 488 | 488

28 | 3825,12 | 3826 | 84 | &4 49 | 9074,88 | 9075 | 142 | 142

97 | 11953,30 | 11954 | 457 | 457 117 | 14617,41 | 14618 | 552 | 552

45 | 5826,99 | 5829 | 155 | 188 36 | 5070,40 | 5071 | 128 | 128

76 | 10292,58 | 10300 | 350 | 465 15| 1613,99 | 1614 | 30| 30

24 | 3557,10 | 3558 | 63| 63 53 | 7073,01 | 7074 | 190 | 190

93 | 11958,30 | 11962 | 439 | 548 32 | 5318,92 | 5321 | 114 | 134

9| 40| 6255,06 | 6256 | 92 | 92 9| 17| 244925 | 2450 | 20| 20
58 | 10734,20 | 10735 | 128 | 128 34 | 5156,62 | 5157 | 91| 91

79 | 13591,78 | 13599 | 196 | 216 103 | 14565,32 | 14566 | 458 | 458

66 | 11128,06 | 11134 | 150 | 174 52 8452,16 8453 | 167 | 167

15| 3286,83 | 3287 | 25| 25 120 | 16966,43 | 16967 | 585 | 585

114 | 17280,45 | 17291 | 325 | 391 69 | 12089,73 | 12090 | 257 | 257
101 | 15833,15 | 15834 | 248 | 248 17 2440,91 2441 30 30

49 | 7901,33 | 7902 | 120 | 120 56 | 8930,29 | 8931 | 179 | 179

118 | 20433,05 | 20442 | 312 | 364 4 1402,00 1402 3 3

67 | 12529,09 | 12530 | 143 | 143 22 | 4593,61 | 4594 | 29| 29

Eine genauere Untersuchung der zehnten Instanz in der rechten Tabelle ergab, daf3
auch dort zp < z¢ + 2 ist, die MIRUP-Hypothese fiir das d-VPP bei Abwesenheit
unvergleichbarer Teile also noch aufrechterhalten werden kann. Bei den erzeugten
(k,k + 1)-Instanzen war jeweils zp = [z¢]. Somit bestétigen die Tests, dafl bei Ab-
wesenheit unvergleichbarer Teile in der Regel zp = [2¢] gilt.

5.4 Offene Fragen

Die Hauptfrage bleibt, in welcher Weise das Gap im d-VPP unter der Sortierbarkeits-
bedingung (5.1) und im 1CSP beschrankt ist. Gibt es z. B. im 1CSP eine feste obere
Schranke fiir das Gap oder konnte zumindest A < O(lnm) gezeigt werden?

In [36] sind zwei Unvollstandigkeitssétze K. GODELS (1906-1978) von 1931 angege-
ben, die den Agnostikern Argumente liefern konnten:

1. Wenn die axiomatische Mengentheorie widerspruchsfrei ist, gibt es Sétze, die
weder bewiesen noch widerlegt werden konnen.

2. Es gibt kein konstruktives Verfahren, mit dem zu beweisen wére, dafl die axio-
matische Theorie widerspruchsfrei ist.

Solange aber nicht feststeht, dafi ein Sachverhalt nicht beweisbar ist, wie z. B. die
Kontinuumshypothese der Mengenlehre, hat die Behauptung ,,Ignoramus et ignorabi-
mus“ (Wir wissen nicht, und wir werden nicht wissen) keine Berechtigung. Schlieflen
wir uns also der Forderung von D. HILBERT (1862-1943) an: , Fiir uns gibt es kein
Ignorabimus. Wir miissen wissen, wir werden wissen.
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