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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Technische Problemstellung

Reibungserregte Schwingungen in technischen Systemen stellen ein bis heute nicht
vollstdndig verstandenes oder gar gelostes Problemfeld dar. Die Auswirkungen solcher
Schwingungen sind vielfdltig und reichen von Qualitidtseinbuflen gefertigter Werkstiicke in-
folge schwingender Werkzeugmaschinen bis hin zu den variantenreichen Schwingungsformen,
die Fahrzeugbremsen zeigen kénnen. Die Auswirkungen der letztgenannten Problemklasse
ergeben sich dabei aus der Wahrnehmung durch betroffene Personen, welche von Irritation,

Unzufriedenheit und Verdrgerung bis hin zu Schmerz reichen kann.
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Abbildung 1.1: Vergleich von Reklamationskosten beziiglich des Radios und der Bremsen
einer Baureihe von Oberklassefahrzeugen. Dargestellt sind kumulierten Kosten pro Fahrzeug
in Abhéngigkeit von den Monaten nach Inbetriebnahme (aus einer Fallstudie [55]).

Die wirtschaftlichen Konsequenzen fiir die Fahrzeugindustrie sind nicht zu unterschétzen: so
werden die durch Kundenreklamationen aus dem Bereich NVH (Noise- Vibration-Harshness)
entstehenden Kosten allein in Nordamerika auf etwa 1 Milliarde US-$ pro Jahr geschitzt
(siehe z.B. [7]).

Fallstudien zeigen zudem, dass die Reklamationskosten beziiglich der Bremsen eines Fahr-
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zeugs diejenigen beziiglich anderer Komponenten deutlich iibersteigen konnen. In Abbildung
1.1 sind beispielhaft Reklamationskosten beziiglich der Bremsen eines Oberklassefahrzeugs

im Vergleich zu den Kosten beziiglich des Radios dargestellt (aus [55]).

Reklamationen beziiglich der Bremsen gehoren zu den haufigsten Beschwerdegriinden
bei PKW. Als noch wohl gravierender als diese kurzfristigen Kosten sind jedoch die
langfristigen Auswirkungen infolge der verminderten subjektiven Qualitdts- und damit

Produktwahrnehmung zu bewerten.

Neben den wirtschaftlichen Auswirkungen auf die PKW-Industrie wird den Auswirkungen
von Larmemissionen durch Schienenfahrzeug auf Anwohner und Nutzer immer mehr Beach-
tung geschenkt. Insbesondere die hohen Schallpegel dieser Emissionen kénnen dabei Schmer-

zen oder gar gesundheitliche Folgen nach sich ziehen [1], [80].

1.2 Motivation

Es besteht somit grofles Interesse seitens der Industrie, moglichst quietscharme Bremsen
herzustellen. Dabei ist es natiirlich wiinschenswert, diese Anforderung bereits sehr friih
in der Produktentwicklung — also am besten schon vor dem ersten realen Prototypen —
beriicksichtigen und erfiillen zu konnen. Zu diesem Zweck ist ein vertieftes Verstdndnis
notwendig, um einerseits dem Konstrukteur Gestaltungsregeln an die Hand zu geben, sowie

andererseits leistungsfihige Simulationswerkzeuge bereitstellen zu kénnen.

Obwohl seit den ersten Forschungsbemiihungen gegen Ende der 30er Jahre des 20. Jahr-
hunderts grofle Fortschritte hinsichtlich Verstdndnis und Umsetzung in Simulationsmodelle
erzielt werden konnten, ist es dennoch bis heute nicht gelungen, allein auf Basis von Berech-
nungen verléssliche Vorhersagen hinsichtlich des Gerduschverhaltens einer Bremsenkonstruk-
tion zu treffen. Zwar hat die Einfiihrung von FE-Programmen zu einer deutlichen Steigerung
der Detailgenauigkeit der Modelle gefiihrt, doch hat sich auch gezeigt, dass eine Erhohung
des Detaillierungsgrades der Modelle nur in begrenztem Maf§ zu verbesserten Vorhersagen
hinsichtlich des Stabilitdtsverhaltens fiihrt.

Offensichtlich liegen die Probleme tiefer, sodass grundlegende Fragen zu kldren sind. Bislang

nur unzureichend geklarte Problemkreise sind beispielsweise

e der Einfluss der Materialdimpfung sowie der Fiihrungsbewegung des Rotors,
e die konsistente Form der Reibungslinearisierung sowie

e die Einfliisse der verwendeten Kontaktformulierung
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auf das Stabilitatsverhalten des Modells.

Dariiber hinaus besteht nach wie vor Bedarf an einem verbesserten Verstdndnis der zugrun-
deliegenden Mechanismen, da bis heute nicht ausreichend geklért ist, welches die wesentli-
chen Einflussfaktoren sind und wie das Quietschverhalten nachhaltig zu beeinflussen ist. Zu
diesem Zweck miissen letztlich analytische Modelle herangezogen werden, da nur sie einen

tieferen Einblick — quasi den Blick ”hinter die Kulissen” — gestatten.

Kommerzielle FE-Programme hingegen liefern zwar im Rahmen der Modellierung akkurate
und sehr umfassende numerische Ergebnisse — doch ldsst sich der Einfluss eines bestimm-
ten Parameters in der Regel nur sehr mithsam in einer Art "reverse engineering” aus dieser
Datenflut herauslesen. Die Identifikation der mafigeblichen Systemparameter und ihres Ein-

flusses ist so kaum moglich.

Zusammenfassend lésst sich also festhalten, dass trotz der grofien Fortschritte und des ho-
hen Kenntnisstands zur Problematik des Bremsenquietschens die simulativen Vorhersagen
nach wie vor nur bedingt belastbare Prognosen gestatten. Es ist somit notwendig, Un-
zuldnglichkeiten in der bisherigen Modellbildung aufzuspiiren und neue Mafinahmen auf-
zuzeigen. Dies verlangt nach einer vertieften thematischen Durchdringung und somit nach

einer grundlegenden Untersuchung der Problematik.

1.3 Literaturiibersicht

Im Folgenden soll eine kurze Ubersicht iiber fiir diese Arbeit wesentliche Entwicklungen
in der Literatur gegeben werden. Dies erfolgt unter Beschrankung auf die unmittelbar re-
levanten Bereiche der Stabilitdtstheorie zirkulatorischer Systeme sowie der mechanischen

Modellierung des Bremsenquietschens.

1.3.1 Stabilitét

Die Linearisierung der Reibungskrifte fithrt auf Stérungsgleichungen mit nichtsymmetri-
schen Fesselungsmatrizen. Die ersten umfangreichen Veroffentlichungen zur Stabilitéit dieser
sogenannten zirkulatorischen Systeme stammen von Bolotin [5] bzw. Ziegler [98]. Letzterer
wies insbesondere darauf hin, dass die Stabilitédt solcher Systeme nur mittels einer kineti-
schen Stabilitéitstheorie entschieden werden kann und somit eine rein statische Rechnung

nicht ausreichend ist.

Ein einfaches Beispiel zur Erkldrung zirkulatorischer Probleme — ein Doppelpendel mit mit-
gehender und somit lageabhéngiger Last — wird heute zumeist als Ziegler-Pendel bezeichnet

und erkldrt auch die hiufig gewédhlte Bezeichnung dieser Probleme als Folgelastprobleme.

In seiner Arbeit [98] aus dem Jahr 1952 zeigte Ziegler zudem, dass grenzstabile zirkulatori-
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sche Systeme nahe der Stabilitdtsgrenze durch eine beliebig kleine Dampfung destabilisiert
werden konnen. In der Literatur wird hier hdufig vom Ziegler-Paradozon gesprochen. Die-
ser vollkommen kontra-intuitive Effekt ist bis heute Gegenstand der Forschung. Neben den
Arbeiten von Bolotin und Ziegler waren es in der Folge beispielsweise Herrmann, Jong,
Nemat-Nasser (z.B. [25], [63]) und Leipholz [49], die sich mit diesen Systemen und den ihnen

eigenen Phénomenen beschéftigten.

Erwahnenswert sind daneben die Arbeiten von Seyranian und Mailybaev [54], [82], welche
die Grenze des Stabilitdtsgebiets des Ziegler-Pendels als singuldre Fliache (den sog. whitney
umbrella) im Parameterraum deuteten. Sie wendeten systematisch die durch Vishik und
Lyusternik [88] angegebenen Methoden der Storungsrechnung fiir Differentialoperatoren auf

die Stabilitdt mechanischer Systeme insbesondere in der Néahe singulérer Punkte an.

Eine sehr umfassende Ubersicht zur Entwicklung, Kritik und Einordnung zirkulatorischer Sy-
steme im Allgemeinen gibt Elishakoff in [9]. Magnus diskutiert in [52] den Einfluss verschie-
dener Arten von Kriften auf das Stabilitdtsverhalten und geht dabei auch auf zirkulatorische

Kriafte ein.

1.3.2 Modelle zur Untersuchung des Bremsenquietschens

Seit Beginn der Forschung zu Bremsenvibrationen im Allgemeinen wurde eine Vielzahl von
Modellen vorgeschlagen, um die grundlegenden Mechanismen zu erkldren und damit den
Weg zur Berechnung groBer, detaillierter Modelle zu eréffnen. Umfangreiche Ubersichten
zur geschichtlichen Entwicklung der Untersuchungen zum Bremsenquietschen sind beispiels-
weise die von Kinkaid [40] und die von Wallaschek [92]. Eine speziell auf Minimalmodelle

konzentrierte Ubersicht jiingeren Datums gibt von Wagner [89)].

Prinzipiell kénnen Bremsenvibrationen in fremderregte und selbsterregte Schwingungen ein-
geteilt werden. In die Kategorie der Fremderregungsmechanismen fallen priméar Modelle zur
Erkldrung tieffrequenter Bremsenvibrationen wie beispielsweise das Rubbeln (siehe [36],
[79]). Da jedoch im Experiment beim Bremsenquietschen kein Zusammenhang zwischen
Drehzahl und Schwingungsfrequenz festgestellt werden kann, sind solche Modelle fiir die Er-
klarung des Bremsenquietschens nicht geeignet. Gleiches gilt auch fiir den Mechanismus der
Parametererregung, der ab und an als Erkldrung ins Spiel gebracht wird (siehe z.B. [8]). Pa-
rametererregungen treten lediglich in recht eng begrenzten Frequenzbereichen auf, bediirfen
eines dufleren Einflusses und die entstehenden Schwingungen sind isochron zur Schwankungs-
frequenz der Parameter. Keines dieser Charakteristika konnte im Zusammenhang mit Brem-

senquietschen beobachtet werden.

Der primére Mechanismus hinter dem Bremsenquietschen ist vielmehr in der Gruppe der

Selbsterregungsmechanismen zu suchen. Bei (fast) allen Modellen wird dabei unterstellt,
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dass eine stationédre Losung im Form einer Ruhelage existiert, die fiir bestimmte Kom-
binationen von System- oder Betriebsparametern instabil wird. Die wichtigsten Instabi-

litatsmechanismen in der Literatur sind dabei

e die sogenannte "fallende Kennlinie” (auch negative Dédmpfung) und

e Flatter-Instabilitdten infolge lageabhéngiger Lasten, die auch als "mode coupling” be-

zeichnet werden.

Der erstgenannte Mechanismus der Destabilisierung der Ruhelage infolge eines negativen
Gradienten der Gleitreibungszahl p iiber der Relativgeschwindigkeit der Kontaktpartner ist
der dlteste Erklarungsansatz fiir reibungserregte Vibrationen von Bremsen und stammt von
Mills [58] aus den spéten 30ern des 20. Jahrhunderts. Seitdem wurde er vielfach untersucht
und hat als Standardbeispiel fiir reibungserregte Schwingungen Eingang in die Literatur
gefunden [13], [18], [38], [53].

Dieser Mechanismus erklért die Entstehung von Schwingungsanteilen parallel zur Oberfliche
der Bremsscheibe. Experimentelle Untersuchungen zeigen jedoch, dass beim Quietschen
die Lateralbewegungen die Anteile in Umfangsrichtung bei weitem iiberwiegen. Dariiber
hinaus tritt Quietschen auch bei hoheren und hohen Drehzahlen auf, bei denen der
Gleitreibungskoeffizient in der Regel konstant ist oder sogar einen positiven Gradienten
iiber der Relativgeschwindigkeit haben kann. Wihrend fiir manche Bremsenvibrationen bei
niedrigen Geschwindigkeiten dieser Mechanismus durchaus als Erklarung dienen mag (siehe

[26]), so ist er offenbar nicht der Hauptausloser des Bremsenquietschens.

Als allgemein anerkannte Erkldrung des Bremsenquietschens werden heute Modelle betrach-
tet, welche die Reibkrifte als mitgehende Lasten auffassen, was letztlich den Verlust der
Symmetrie der Fesselungsmatrix zur Folge hat. Dieser Mechanismus ist nicht auf bestimm-
te Reibkennlinien angewiesen und steht auch ansonsten in guter Ubereinstimmung mit
den experimentellen Ergebnissen. Die vermutlich ersten Veroffentlichungen entsprechender
Starrkorpermodelle sind aus den 1970er Jahre und stammen von North [65], [66]. In der Folge
wurde auf Basis dieser Arbeiten eine Vielzahl weiterer Modelle entwickelt, die nunmehr auch
die elastischen Eigenschaften der Kontaktpartner beriicksichtigten. Beispiele hierfiir sind die
Arbeiten von Millner [57], Nishiwaki [64] oder die zahlreichen Arbeiten von Mottershead
und Ouang (so beispielsweise [59], [69]). Hinsichtlich der beiden letztgenannten Autoren
ist anzumerken, dass sie sich in spéateren Veroffentlichungen auf Parametererregungseffekte

konzentrierten.

Analytische Modelle unter Verwendung elastischer Strukturmodelle (Balken, Kirchhoff-
Platten) aus der jiingeren Vergangenheit stammen beispielsweise von Heilig [23], Hochlenert

[30], Spelsberg-Korspeter [83] oder von Wagner [90]. Bei Letzteren lag dabei der Schwerpunkt
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auf einer detaillierten Modellierung des Reibkontaktes, wobei Ansétze aus der Kontaktmo-
dellierung von Wanderwellenmotoren Anwendung fanden [91]. Zudem wurde dieses analyti-
sche Modell genutzt, um eine Regelung zur aktiven Unterdriickung von Bremsenvibrationen

auszulegen [29].

Da die untersuchten Modelle — insbesondere bei Beriicksichtigung elastischer Kérper — haufig
sehr grof§ und uniibersichtlich werden, gibt es immer wieder Versuche, einfache Minimal-
modelle zur Erklarung reibungsinduzierter Flatter-Instabilitdt anzugeben. Ein frithes Bei-
spiel hierfiir ist das in North [66] angegebene Modell mit zwei Freiheitsgraden, das spéter
beispielsweise von Popp [70] aufgegriffen und weiterentwickelt wurde. Ein weiteres haufig
verwendetes Modell ist das von Hoffmann und Gaul (z.B. [31]) vorgestellte Modell eines Ein-
massenschwingers mit schrig angeordneter elastischer Anbindung zur Auflenwelt und einer
Kontaktfeder. Dieses relativ einfache Modell geniigt bereits, um die Symmetrie der Stei-
figkeitsmatrix der zugehorigen Bewegungsgleichung zu brechen. Die physikalische Deutung
der Systemelemente und damit die Ubertragung auf praktische Probleme ist jedoch kaum
moglich, sodass dieses Modell nicht weiter zum Verstdndnis der zugrundeliegenden physika-
lischen Zusammenhénge beitréigt. Ein Modell aus der jiingeren Vergangenheit zur Untersu-
chung rdumlicher Reibung mittels einer taumelnden starren Scheibe schldgt von Wagner in
[89] vor.

Seit Ende der 1980er werden verstirkt FE-Formulierungen zur Untersuchung detaillierter
Bremsenmodelle verwendet (beispielsweise [51], [77]). Heutzutage sind FE-Berechnungen
aus der industriellen NVH-Analyse nicht mehr wegzudenken (siche z.B. [8], [37], [92]).

Neben diesen Ansétzen gibt es noch weitere zur Erklarung herangezogene Selbsterregungs-
mechanismen, wie beispielsweise die von Spurr vorgeschlagene sprag slip-Theorie [84], die
jedoch bislang keine besondere Bedeutung erlangt hat. Hierauf soll im Folgenden nicht néher

eingegangen werden.

1.4 Thema und Gliederung der Arbeit

Abstrakt betrachtet stellt eine Scheibenbremse ein System elastischer Kontinua dar, die
teilweise Fiihrungsbewegungen unterworfen sind und zwischen denen reibungsbehaftetete
Kontakte vorliegen. Gegenstand dieser Arbeit ist daher eine grundsétzliche Betrachtung des
Stabilitatsverhaltens solcher Systeme unter besonderer Ausrichtung auf die Behandlung des
Quietschens von Fahrzeugbremsen. Mit den so entwickelten Ergebnissen soll beispielhaft ein
analytisches Bremsenmodell untersucht werden, um die mafigeblichen Systemparameter zu

identifizieren.

Wie eingangs angemerkt, ist eine Klarung der offenen Fragen und Defizite nur durch eine
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grundlegende Analyse des Problems zu erwarten. Dementsprechend wird vor der Diskussion
eines Modells zunéchst die dafiir bendtigte Theorie dargestellt und entwickelt. Die folgenden

Ausfithrungen gliedern sich in fiinf Kapitel:

e Kapitel 2: Zunéchst werden Grundlagen der Kinematik elastischer Kérper und ins-
besondere von Kontakten zwischen elastischen Kérpern zusammenfassend vorgestellt.
Dabei wird auch auf die raumfeste Beschreibung elastischer Korper eingegangen, die
Fiihrungsbewegungen unterworfen sind. Hierauf aufbauend werden mit Hilfe des Prin-
zips von Hamilton die rdumlich diskretisierten Bewegungsgleichungen zunéchst ohne
Beriicksichtigung der Kontakte angegeben. Anschliefend werden fiir verschiedene alter-
native Moglichkeiten der Kontaktformulierung die diskretisierten Formen der virtuellen

Arbeiten der Kontaktkrifte hergeleitet und linearisiert.

Als Ergebnis dieses Kapitels wird die prinzipielle Form der um die Ruhelage lineari-
sierten Storungsgleichungen von Systemem bewegter Kontinua fiir verschiedene Kon-

taktformulierungen bestimmt.

e Kapitel 3: Gegenstand dieses Kapitels ist die Beurteilung der Stabilitdt der Ruhe-
lage anhand der zuvor ermittelten Stérungsgleichungen. Nach einer energetischen Be-
trachtung werden hierfiir zunéchst grundlegende Aspekte der Stabilitdt quadratischer
Eigenwertprobleme mit Matrizen allgemeiner Struktur diskutiert. Auf Basis dieser Dar-
stellung werden speziell fiir die Untersuchung von Reibungsinstabilitéiten relevante Er-
gebnisse der Stabilitidtstheorie zusammengestellt und entwickelt. AnschlieBend werden
Grundlagen zum Einfluss skalarer Systemparameter auf Eigenwerte und Eigenvektoren

eines Systems vorgestellt.

Nach diesen Vorbereitungen werden oszillatorische Instabilitdten der trivialen Losung
der in Kapitel 2 ermittelten Stérungsgleichungen untersucht. Dabei wird insbesondere
auf die Einfliisse der Fithrungsbewegung, der Reibungslinearisierung und der Materi-

alddmpfung eingegangen.

e Kapitel 4: Zunidchst werden experimentelle Ergebnisse vorgestellt und daraus An-
forderungen an ein geeignetes mechanisches Modell abgeleitet. Als Folgerung aus
den Kapiteln 2 und 3 liegt das Augenmerk dabei auf der konsistenten Formulierung
der Kontaktkinematik (und hier insbesondere auf den Relativbewegungen im Kon-
takt). Nach Diskretisierung des Modells werden anhand von Eigenwertanalysen Sta-
bilitdtsuntersuchungen durchgefiithrt. Unter Hinblick auf die Ergebnisse von Kapitel
3 werden dabei verschiedene Modellierungsstufen der geschwindigkeitsproportionalen
Krifte miteinander verglichen. Anhand des analytischen Modells werden zudem die fiir

das Quietschen mafigeblichen Parameter herausgearbeitet.

e Kapitel 5: Die Arbeit schlieffit mit einer Zusammenfassung samt einer Einordnung der
Arbeit und einem Ausblick.



Kapitel 2

Elastische Systeme mit Reibkontakt

In diesem Kapitel werden elastische Systeme mit Kontakten in allgemeiner Form behan-
delt. Besonderes Augenmerk wird dabei auf Systeme elastischer Korper gesetzt, die teilweise
Fithrungsbewegungen unterworfen sind. Beispiele hierfiir sind Bremssysteme, Kupplungen
oder "singende Gléser” (sieche Abbildung 2.1).

e e
Nz

Abbildung 2.1: Beispiele fiir Systeme elastischer Kérper mit Reibkontakten.

Zunéchst werden kinematische Grundbegriffe zur Beschreibung von elastischen Festkorpern
und Kontakten zwischen ihnen eingefiihrt. Mittels des Prinzips von Hamilton wird eine in-
tegralschwache Formulierung der Systemdynamik angeben. Diese wird im Weiteren genutzt,
um die prinzipielle Form diskretisierter Ndherungslosungen zu untersuchen. Dabei werden
keine besonderen Einschrinkungen hinsichtlich der Ansatzfunktionen gemacht, sodass die
Ergebnisse fiir analytische Rechnungen mit globalen Ansétzen ebenso giiltig sind wie fiir FE-
Formulierungen. Hierbei wird insbesondere auf die Beriicksichtigung der Fiihrungsbewegung

bei einer Beschreibung der Verschiebungen in raumfesten Koordinaten eingegangen.

2.1 Kinematik

Im Folgenden sollen grundlegende Aspekte der Kontaktmechanik elastischer Korper dis-
kutiert werden. Dies geschieht im Hinblick auf die zu untersuchenden Probleme unter
Beschrinkung auf zweiseitige, dauerhaft geschlossene Kontakte. Die besonderen Proble-

me, die infolge einseitiger Kontakte auftreten, sind fiir die letztlich angestrebte Stabi-

8
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litdtsuntersuchung mittels Linearisierung um die Ruhelage nicht weiter von Bedeutung.

2.1.1 Allgemein

Ein Korper B; besteht aus einer Menge materieller Punkte. Diese materiellen Punkte werden
eindeutig durch ihre materiellen Koordinaten gekennzeichnet, die in der Spaltenmatrix X =
(X1,... ,Xn)T zusammengefasst sind. Die Oberfliche des Korpers wird im Folgenden mit
0B; bezeichnet und beinhaltet alle materiellen Punkte, die nicht ausschliellich von weiteren
materiellen Punkten des Korpers umgeben sind. Das Innere des Korpers ist B; und der
Gesamtkorper wird durch die Vereinigung beider Teilmengen gebildet, d.h. B; = | J {B;, 9B;}

)

Abbildung 2.2: Kérper B;: Kérperinneres B; und Berandung 08;.

Die réaumliche Position eines materiellen Punktes wird nach Einfithrung eines Koordinatensy-
stems durch die rdumlichen Koordinaten x = (z1, .. ., xn)T beschrieben. Zwischen raumlichen

und materiellen Koordinaten des Korpers ¢ besteht der eineindeutige Zusammenhang

x =x(X,1), X =X(x,t). (2.1)

Wiéhrend bei kartesischen Koordinatensystemen die Koordinaten eines Punktes identisch
sind mit den Koeffizienten der Basisvektoren in den Komponenten des Ortsvektors, ist dies
bei krummlinigen Koordinatensystemen im Allgemeinen nicht der Fall. Ist beispielsweise der
Ortsvektor 7 zu den kartesischen Koordinaten x = (x,y, 2) gegeben als 7= ze, + yé, + z€,

so lautet er fiir Zylinderkoordinaten x = (r, ¢, z) ndmlich 7= ré,.(p) + 2€,.

In jedem Fall jedoch ist der Ortsvektor eine eineindeutige Funktion der rdumlichen Koordi-
naten, d.h. 7= 7(x), da mit (2.1)

r=r(X,t) =7 (x(X),t) (2.2)

folgt.

Geschwindigkeit und Beschleunigung eines materiellen Punktes ergeben sich als zeitliche
Ableitungen seines Ortsvektors bei festgehaltener materieller Koordinate, d.h.
d2

d
v(X,t) = —| (X a(X,t) = —| r(X,t). 2.
BX0 = g TGN, a0 = Gl FOGH (23)
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materiell rdumlich

Abbildung 2.3: Materielle und réaumliche Koordinaten. Ortsvektor im Raum.

Diese Groflen lassen sich auch mittels raumlicher Koordinaten ansprechen: mit dem durch
(2.1) gegebenen Zusammenhang X = X(x,t) ergeben sich Geschwindigkeit und Beschleu-
nigung des gerade bei den rdumlichen Koordinaten x befindlichen materiellen Punktes X
durch Substitution X = X(x,t) in (2.3) zu

T(x,t) = 5(X(x,1),8),  d(xt) =a(X(x1),1). (2.4)

Dariiber hinaus lassen sich ausgehend von den Geschwindigkeiten der materiellen Punkte die
zugehorigen virtuellen Verrickungen im Sinne des Prinzips von Hamilton bequem ermitteln.
Bei der Formulierung der virtuellen Arbeit einer potentiallosen Kraft im Sinne des erweiterten
Prinzips von Kirchhoff-Hamilton ist die virtuelle Verriickung eines Kraftangriffspunktes bei

festgehaltener materieller Koordinate X zu formulieren [76]. Sie geht also geméf}

5T = dT‘ |)t(:=ccc'>:)r;sstt (25)
aus dem totalen Differential d7 des Ortsvektors 7 hervor. Das totale Differential d7 lasst
sich dabei bequem aus der Absolutgeschwindigkeit " des materiellen Kraftangriffspunktes

ermitteln.

Zur Beschreibung der Deformation eines Korpers ¢ ldsst sich der Deformationsgradient F

des Korpers ¢ als Gradient
F = Gradf (2.6)

des Feldes der Ortsvektoren 7 seiner materiellen Punkte einfithren, wobei Grad den Gra-
dienten beziiglich des materiellen Koordinatensystems bezeichnet [74], [96]. Der Deforma-
tionsgradient stellt den materiellen Gradienten einer rdumlichen Gréfle dar und ist somit
ein sogenannter Doppeltensor oder Zweifeldtensor. Ist dR ein Linienelement im materiellen
System und dr ein Linienelement im rdumlichen System, so vermittelt der Deformationsgra-
dient zwischen beiden geméaf

d7 = FdR. (2.7)
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. L rdumlich
materiell rdumlich

dR =
(D& :
= ;
a) b)

Abbildung 2.4: a) Deformationsgradient. b) Verschiebungsfeld.

Zur kompakten Charakterisierung der Deformation existiert eine Vielzahl von Groflen.
Als Ma8 fiir die Verzerrung liasst sich beispielsweise der Green-Lagrange-Verzerrungstensor
einfithren:

2 1/ 3.3
E:§<(F)TF—

N

. (2.8)

Wiéhlt man als Referenz fiir die materiellen Koordinaten eine deformationsfreie Konfiguration
im Raum, in der die rdumliche Position eines materiellen Punktes als 7 (X) gegeben ist, so ist
F eine geeignete Grofle, um die Deformation zwischen diesem Ausgangszustand und einem

anderen Zustand zu charakterisieren.
Mit dem Verschiebungsfeld @(t) = 7 (X, t) — 7 (X, t) gilt £ = T + Grad @ und damit folgt
fiir kleine Deformationen Gradd < 1 der linearisierte rdumliche Almansi-Verzerrungstensor

zu

€= Elin =

(Gradi + GradﬁT) : (2.9)

DO | —

Der linearisierte Verzerrungstensor ist also darstellbar als Funktion des Verschiebungsfeldes.

materiell rdumlich

oB @p

a)

Abbildung 2.5: a) Kérper: materiell B, raumlich Q. b) Oberfldchenbereiche der riumlichen
Platzierung €2; des Korpers B;. Die Bereiche des Kontaktpartners €2, sind nicht bezeichnet.

Die rdumliche Platzierung eines Korpers ¢ lautet

O =7{B;} = {7(X) |X € B;}. (2.10)
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Hierbei ist €; die Menge der Platzierungen aller Kérperpunkte und umfasst das Innere €;

sowie die rdumliche Berandung
I =90, = 7{0B;} = {F(X) | X € 0B;} (2.11)

eines Korpers.

Die Oberfliche I'® der raumlichen Platzierung des Korpers ¢ lisst sich in folgende, nicht

notwendigerweise zusammenhéngenden Teilbereiche unterteilen:

F%) — Bereich, in dem eine Dirichletsche Randbedingung gilt ,

I‘((f) — Bereich, in dem eine von Neumannsche Randbedingung vorgegeben ist, sowie
Fg) — Bereich auf i, in dem Kontakt zu einem anderen Koérper herrscht.

Dabei gilt I = ng) . Obgleich sich die Definition (2.10) auf die rdumliche Position 7
j=D,o,C
bezieht, sind die eingefithrten Mengen dquivalent durch die entsprechenden raumlichen Koor-

dinaten x dieses Ortsvektors ansprechbar. Die Aussagen 7(x) € €2; und x € €2; beipielsweise

werden daher im Weiteren synonym gebraucht.

2.1.2 Kontakt

Zur Beschreibung des Kontaktes der Oberflichen I'®, T'0) der Kérper B; , B; ist es notwendig,
die sich beriihrenden Punkte 77 € I'¢ zu identifizieren. Dabei wird in der Regel eine der beiden
Oberflachen zur Parametrisierung gewéhlt. Der Kontaktbereich I'¢ ist dabei nicht a priori

bekannt und wird durch die Menge der sich beriithrenden Punkte bestimmt.

Wird ein Punkt 7 auf der Oberfliche I'® von € gewahlt, so lasst sich der zugehorige
Kontaktpunkt auf I'¥) durch

7(7) = arg min |7 — || e r® fir 7 e DO (2.12)
oin

;€

definieren. Zusammen bilden beide Punkte das Kontaktpaar {7%1, 7%]} Der Accent circonflexe
soll dabei kennzeichnen, dass ein Punkt Teil der Oberflache ist.
In jedem der Punkte 7%1-, 7%J eines Kontaktpaares lasst sich eine Flachennormale el bzw. e

angeben, die per Definition kérperauswérts weisen soll (sieche Abbildung 2.6).

Diente Gleichung (2.12) dazu, zu einem Punkt der Oberfliiche I'™ den korrespondierenden

Kontaktpunkt auf ') zu finden, so lisst sich nun eine Abstandsfunktion (gap-function)

9:(F) = — min_[|F; —7|] <0 fiir 7, € T® (2.13)

TjEF(]>
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)~ g

0.

J

Abbildung 2.6: Kontaktkinematik.

einfithren, die den Abstand zwischen dem Punkt 7, € I'® und der Oberfliiche ') angibt.
Diese Funktion bezieht sich dabei auf den nédchstgelegenen Punkt 7 € . Fir gij = 0
fallen beide Punkte zusammen. Die Indizes der Funktion g;; zeigen dabei die Wahl von

Referenzoberfliache (i) und abhéngiger Oberfliche (j) an.

Der Abstand ist prinzipiell unabhéngig von der Wahl der Parametrisierungsoberfliche, d.h. es

gilt g;; = g;i. Fiir kleine Abstdnde g > 0 ist ndherungsweise e\ ~ —&) und fiir g =0 gilt
el = —&Y) exakt. Damit lisst sich gi; auch schreiben als
g = (;»j _ f) 2v <o, (2.14)

Ausfiihren der ersten Variation dieser Gleichung liefert unter Beachtung der Orthogonalitét
(;?j _ F) 68 = 0 (2.15)
dann

5gi; = (5}3 - 57?) LE9 <. (2.16)

Abbildung 2.7: Abstandsfunktion g;;.

Sich beriihrende Festkorper kénnen nicht ineinander eindringen: bei einem geschlossenen

Kontakt bedeutet dies, dass die Normalkomponente der Relativgeschwindigkeit zweier Kon-
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taktpunkte entweder verschwindet oder zu einer Offnung des Kontaktes fithrt. Fiir ein Kon-

taktpaar {7%1, 7%3} heif3t dies fiir die Normalkomponente der Relativgeschwindigkeit

70 _ (77(7%]) _ g(,%)) el (2.17)

n,rel — n

Es ergibt sich somit, dass fiir einen geschlossenen Kontakt die Normalkomponente der Re-

lativgeschwindigkeit negativ ist oder verschwindet, d.h.

~

PP ~ ~ .
9;(7) =0 : % <0 und damit auch (573 - 5@) EW <. (2.18)

n,rel — n

Dies steht im Einklang mit Gleichung (2.16) und rechtfertigt die zuvor scheinbar kiinstliche

Vorzeichenwahl der Abstandsfunktion.
Ist ein Offnen des Kontaktes ausgeschlossen, so gilt
i;(7;) = 0 = const : {775156)1 =0 und damit auch <57%'] - 57%;) e =0, (2.19)

Es lassen sich also zwei Falle unterscheiden:

e Der Kontakt ist geschlossen und kann sich nicht 6ffnen: g =0, dg=0.

e Der Kontakt ist geschlossen, kann sich prinzipiell 6ffnen: ¢ =0, dg <0 .

Der Kontaktbereich F(éj ) der Oberfliichen 1, 7 ergibt sich als Menge aller Punkte eines Koérpers
i, die zu einem anderen Korper j des Systems einen verschwindenden Abstand g¢;; = 0 haben.

Es gilt somit
P = {71 g5(%) =0} baw. T = {75 | g;() = 0}, (2.20)
Im Kontakt sind die rdumlichen Positionen der Kontaktpunkte gleich, und es folgt

Fd. Retd ferd wmddwmt 1 =rd) 221

Fiir ng ) = ) sind die Korper nicht im Kontakt.
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2.2 Kinetik

Die Kinetik soll mit Hilfe des erweiterten Prinzips von Hamilton behandelt werden. Dieses
erlaubt eine kompakte Darstellung dynamischer Probleme, ohne auf eine vorherige Diskreti-
sierung angewiesen zu sein. Dariiber hinaus stellt es zugleich eine integralschwache Formu-
lierung als Ausgangspunkt fiir Naherungslosungen (z.B. im Sinne finiter Elemente) bereit.
Zudem lassen sich a priori Aussagen iiber Symmetrieeigenschaften der Systemmatrizen des

diskretisierten Problems treffen.

2.2.1 Mechanisches Prinzip

Bei Herleitung des Prinzips von Hamilton durch Integration des Prinzips der virtuellen Arbeit

ergibt sich zunéchst die allgemeine Form

t t
/5Tdt+/ SW dt = 0. (2.22)
0 0

Hierbei bezeichnet T die gesamte kinetische Energie des Systems und 6W die gesamte vir-
tuelle Arbeit des Systems, welche die virtuelle Arbeit der inneren und dufleren Krifte sowie
die virtuelle Forménderungsarbeit umfasst. Bei der Diskussion kontinuierlicher Systeme ist
neben (2.22) noch die Angabe der wesentlichen Randbedingungen (Dirichletsche Randbe-
dingungen) erforderlich. Héufig lassen diese sich fiir einen Korper ¢ als linearer Differential-

operator
D[] =0 , 7 €T}y (2.23)

auf F%) schreiben, der im Allgemeinen explizit zeitabhéngig sein kann.

Die kinetische Energie T' = ). T; des Systems setzt sich additiv aus der kinetischen Ener-
gie T; der Systembestandteile zusammen. In materieller Formulierung gilt hierbei fiir einen

Einzelkorper ¢
1 — —
2 Jg,

Das Potential des Systems setzt sich zusammen aus den inneren elastischen Potentialen der

Korper sowie den dufleren Potentialen der konservativen Krifte auf die Korper:
v=%" (U}I) + Uf“) . (2.25)

Fiir die erste Variation des Potentials gilt

U= (5U§” + 5U§A>) . (2.26)

)
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Beispielsweise gilt fiir einen linearelastischen Korper ¢, bei dem der Spannungs- und Verzer-

L

rungstensor (2. Stufe) iiber den symmetrischen Elastizitétstensor C; (4. Stufe) geméaf

—

G =0C; & (2.27)

verkniipft sind, fiir das innere elastische Potential und seine Variation

1 - % — — % —
Ulh = 5/ & CigdV bazw. oUY :/ & - C; & dV. (2.28)
Bi Bi
Hierbei bezeichnet -- das Doppelskalarprodukt zwischen zwei Tensoren, das auch als

Verjiingung bezeichnet wird.

Die virtuelle Arbeit der elastischen Spannungen ist damit gegeben als

1

s = _suh = _ / 52 .G 2 av. (2.29)
B;

Die Verkniipfung der virtuellen Arbeiten einer Potentialgréffe mit der Variation ihres Po-
tentials lautet fiir alle anderen Potentialgrofien analog und es ergibt sich letztlich fiir die

virtuelle Arbeit aller Potentialgréffen am System
OWpor = —0U. (2.30)

Fasst man also die virtuelle Arbeit aller Potentialgroflen als Variation des Gesamtpotentials
U auf, so lasst sich durch Einfiihren der Lagrangefunktion L = 7' — U Gleichung (2.22) zu

t t
5/ Ldt —|—/ ((5Wpl + (SWC) dt =0 (231)
0 0

mit der virtuellen Arbeit der potentiallosen Kréfte dW,; und der virtuellen Arbeit der Kon-
taktkrifte W umschreiben. Weitere Details sind beispielsweise in [76] zu finden.

Die Trennung der Kontaktkréfte von den iibrigen potentiallosen Kréften ist hierbei vorteil-

haft, da ihnen im Folgenden besonderes Interesse zuteil wird.

Obgleich Kontaktkrifte sich nicht aus einem klassischen Potential ableiten lassen, wird haufig
der nichtdissipative Anteil der Kontaktnormalspannungen in Form einer Potentialfunktion
[T¢ eingefiihrt, deren Variation dann u.a. die virtuelle Arbeit der Kontaktnormalspannungen

liefert (siche z.B. [97]). Die Systemgleichungen lauten dann

t t
5/ (L —Tlg) dt+/ (OW, + dWE) dt =0, (2.32)
0 0
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wobei 0W/ die virtuelle Arbeit der tangentialen Kontaktspannungen sowie des dissipations-
behafteten Anteils der Normalspannungen im Kontakt beinhaltet. Diese Schreibweise erlaubt
letztlich durch Auswechseln von Il die Anwendung verschiedener Normalkontaktformulie-

rungen, ohne die restliche Dynamik stets neu anschreiben zu miissen.

2.2.2 Potentiallose Krifte

Die virtuelle Arbeit 0W,; der potentiallosen Krifte umfasst grundsétzlich alle Krifte, die
nicht in 7" oder U Beriicksichtigung fanden. Hierzu zdhlen neben den nichtkonservativen

Teilen der Kontaktspannungen auch Dampfungskrifte. Diese kann man einteilen in

e innere Dampfung infolge des dissipativen Werkstoffverhaltens

e duflere Dampfung durch dissipative Kréifte von auflen, wie z.B. Luftreibung.

Im Rahmen dieser Arbeit wird lediglich viskose Dampfung beriicksichtigt — andere Formen

der Dampfung, wie beispielsweise Fiigestellenreibung, werden nicht betrachtet.

Die Modellierung von Dampfungseffekten erweist sich in der praktischen Berechnung als recht
problematisch. Nicht zuletzt liegt dies an der Schwierigkeit, die zahlreichen Mechanismen
im Versuch voneinander abzugrenzen und experimentelle Daten der Einzelph&nomene zu

ermitteln.

Ein héufig in der Rotordynamik verwendeter Ansatz zur Modellierung viskoser Dampfung
besteht in der Annahme, dass die Dissipation abhéngig ist von der Bewegungs- und der
Deformationsgeschwindigkeit des Korpers [14]. Wird die Dissipation fiir kleine Geschwindig-
keiten als proportional zur Bewegungs- und Deformationsgeschwindigkeit angesetzt, so lédsst

sich dann fiir den i-ten Korper die virtuelle Arbeit der Dampfung als

%% @ _ 1144 ® + oW ® _ _ op; Qzﬁz da — (583; . 52 --gj}dv 2.33
D D, Dyi
Qi Bi

schreiben. Der Operator -- bezeichnet dabei das Skalarprodukt zwischen zwei Tensoren.

Der Anteil 5Wl()i?a der duleren Dampfung wird dabei als proportional zur Geschwindigkeit ﬁ,
von Korperpunkten p;(x) beziiglich des raumfesten Systems angenommen. Das Mitnehmen
der Dichte wird sich spéter als praktisch erweisen, da der erste Summand dann gerade

proportional zur Massenmatrix des Korpers ist.

—

Im Beitrag 5W[(i)i der inneren Dédmpfung beschreibt der Tensor D; die Dissipation infolge

kleiner materieller Deformationsgeschwindigkeiten 531 = 5:; und wird hier ebenfalls als

4
at1x
konstant angenommen.
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Wiéhrend der erste Summand sicher selbstadjungiert ist, hingt dies beim zweiten von den

Eigenschaften von D; ab. Héufig wird der Dissipationstensor als Vielfaches des Elasti-

Wl

zitatstensors gewahlt, d.h. ﬁl = 3;C;.

Déampfung, die wie beschrieben als proportional zu Massen- und Steifigkeitsoperator gewéhlt
wird, bezeichnet man als proportionale Dampfung oder auch als Rayleigh-Dampfung. Werden
fiir die Diskretisierung mitrotierende Koordinaten gewéhlt, entstehen aus der Dampfung
lediglich symmetrische Beitrdge zu den Systemmatrizen. Wahlt man bei der Diskretisierung
bewegter Kontinua jedoch raumfeste Koordinaten, so entstehen aus der inneren Dampfung
auch schiefsymmetrische Anteile in der Matrix der lageproportionalen Kréfte. Diese sind
beispielsweise fiir die Destabilierung von Rotoren durch innere Dampfung verantwortlich
[14], [34].

Es muss zudem angemerkt werden, dass dieser Ansatz Frequenz- und Amplitu-
denabhéngigkeit der Dampfung sowie hysteretisches oder anisotropes Verhalten nicht
beriicksichtigt. Aulerdem ist die Symmetrie des Dissipationstensors physikalisch nicht zwin-

gend notwendig sondern lediglich eine Annahme.

2.2.3 Kontakt

Ist 5;; der Randspannungsvektor in der Kontaktzone ng ) des Korpers ¢ und §j; der entspre-
chende Vektor in T'U%) auf j, so lautet die gesamte virtuelle Arbeit die Randspannungen in

diesem Kontakt

SWED = [ 67 - 5;da+
)

07 - 8 da. (2.34)

i
FC

Da die Randspannungsvektoren s;;, §j Schnittgrofien darstellen, gilt s;; + 5 = 0. Jeder

dieser beiden Spannungsvektoren lasst sich geméfl
§= 0,6, + 76 (2.35)

in Anteile normal und tangential zum lokalen Oberflichenelement zerlegen. Da die Einheits-

vektoren €,, €; auf den beteiligten Oberflichen geméaf3
gi) =0 und gl =gV (2.36)

gegensinnig gerichtet sind (siehe Abbildung 2.8), folgt fiir die Koordinaten der Spannungs-

komponenten
i) = g U und 70D — G0 (2.37)
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Zudem ist die rdumliche Ausdehnung beider Kontaktzonen identisch:

ng) _ ng). (2.38)
Damit lésst sich (2.34) mit §;; = §j; umschreiben zu

WS = / ., (07; = 07) - 5 da. (2.39)
e

Abbildung 2.8: Kontaktspannungen und lokale Einheitsvektoren.

Mit (2.37) folgt

Wi = [ @b (o2 + 796) da (2.40)
rs’
= WL + oW (2.41)

2.2.3.1 Beitrag der Normalspannung

Unter der Voraussetzung, dass der Kontakt sich nicht 6ffnet, sondern bestehen bleibt, gilt
0g = 0 und wegen

0935 o) da =0 (2.42)

WS — / (67 — 07;) - €\ gl dg = /
c =6g=0 ¢

in Verbindung mit (2.19) verschwindet der Beitrag der Normalspannungskomponente old)
zur virtuellen Arbeit der Kontaktkréafte. Fiir dg;; = 0 stellt der Kontakt eine zweiseiti-
ge kinematische Nebenbedingung dar und die virtuelle Arbeit der damit einhergehenden

Zwangskriéfte ist null.

Es ist zu beachten, dass dies fiir einseitige Bindungen (d.h. Kontakte die sich 6ffnen kénnen)
im Allgemeinen nicht gilt: hier ist vielmehr dg < 0 und somit dW¢,, = f ogh,da < 0
(Fouriersche Ungleichung, siehe [45]).
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Obgleich die virtuelle Arbeit 0W¢,, der Kontaktnormalspannungen verschwindet und somit
keinen direkten Einfluss auf durch eine Projektionsmethode gewonnene Bewegungsgleichun-
gen hat, werden sie spéter zur Ermittlung der Scherspannungen im Kontakt bendtigt. Es
ist also notwendig, die Systemgleichungen unter Beachtung der Nebenbedingungen zu l6sen
und gleichzeitig die dazu notwendigen Zwangsgréfien zu ermitteln. Offensichtlich ist dies mit

erhohtem Aufwand verbunden.

Klassischerweise wird man hierbei die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren anwen-
den, da diese nicht auf einer Elimination der Zwangsgrofien beruht und die Nebenbedingung
exakt reprasentiert. Daneben gibt es eine Vielzahl abgeschwéchter Formulierungen (z.B. die
grofie Klasse der regularisierten Probleme), die Ndherungslosungen unter reduziertem Auf-

wand gestatten.

2.2.3.2 Beitrag der Scherspannungen

Im Rahmen dieser Arbeit werden ausschliellich Kontakte T’ gj) betrachtet, in denen Glei-
treibung vorliegt. Diese muss stets durch eine explizite Beziehung (Reibungsmodell, konsti-
tutive Gleichung) gegeben sein. Abhéngig von Anwendungsfeld und Groflenskala existiert
eine grofie Vielfalt von Reibungsmodellen (siehe z.B. [6] oder [44]). Auf der Makroskala am
weitesten verbreitet sind Reibungsmodelle nach Coulomb-Amontons, die trockene Reibung

und Mischreibung zwischen Festkérpern beschreiben.

Die Amontons’schen Gesetze sind empirisch gewonnene Gesetze, die — aufbauend auf Ar-
beiten da Vincis — im Wesentlichen von Amontons formuliert und spéter von Coulomb ver-
vollstandigt wurden [3]. Sie postulieren in ihrer Urfassung, dass die Gleitreibungskraft Fr
unabhéngig ist von der Kontaktflache A. Dies lasst sich auch derart deuten, dass die Gleitrei-
bung unabhéngig von der Ausdehnung des Kontaktes als flichenspezifische Grofle 7 = %
formuliert werden kann. Dariiber besagen die Amontons’schen Gesetze die Proportionalitéit
zwischen dem Betrag der Normal- und Reibungskraft, d.h. Fr = uFy. Die Gleitreibungskraft

ist somit eine eingepréigte Kraft, die jedoch von einer Zwangskraft abhéngt.

Fléchenspezifisch formuliert lautet die Gleitreibungsspannung

_dFy) _ d(Fy)
= SN S g, (2.43)

wobei in den meisten Anwendungsfillen
p = const — trockene Reibung oder i = p(|Vrer|) — Mischreibung (2.44)

gewihlt wird. Die Richtung der Gleitreibungskraft steht dabei der Relativbewegung der im

Kontakt stehenden materiellen Punkte entgegen.
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Dariiber hinaus existieren detailliertere Reibungsmodelle, die iiber die Relativgeschwindig-
keit hinaus weitere Einflussfaktoren (wie z.B. die Normalspannung, die Belastungsrate, usw.)

beriicksichtigen. Weitere Details hierzu finden sich beispielsweise in [3], [35].

A

Urel

Abbildung 2.9: Reibung: Beispiel fiir die Abhéngigkeit des Gleitreibungskoeffizienten p von
der Relativgeschwindigkeit v,.; der Kontaktpartner.

In einem Gleitreibungsgebiet ng ) lautet also mit dem Reibgesetz (2.43) der Randspannungs-

vektor auf den Korper ¢
5, = ol (géij) I Mgt(ij)> , (2.45)

Dieser Randspannungsvektor 5;; steht mit dem Spannungstensor c:f; iiber

U

—

S; —

Q

e, (2.46)

in Verbindung, wobei &\ die Flichennormale auf die Oberfliche von i im betrachteten
Oberflachenpunkt darstellt. Der Spannungstensor &, ist durch eine Materialgleichung (innere
konstitutive Gleichung) mit den Verzerrungen und gegebenenfalls den Verzerrungsgeschwin-
digkeiten verbunden. So gilt fiir

e cinen elastischen Korper c%- = gz(ezl) und fiir

e cinen viskoelastischen Korper gi = gi(g;, 5’;)
Wihrend fiir rein elastische Kérper die Kontaktnormalspannung also nur von der Deforma-
tion abhéngt, ist sie fiir viskoelastische Korper zudem auch eine Funktion der materiellen

Deformationsgeschwindigkeit 531

Es ist jedoch zu beachten, dass dieser Zusammenhang noch nicht ausreichend ist, die Kon-
taktnormalspannungen explizit zu berechnen, da die Verzerrungsfelder der Kontaktkorper

zunachst ermittelt werden miissen.

Die Gleitreibungsspannungen sind grundsétzlich der Relativgeschwindigkeit der materiellen

Kontaktpunkte entgegengesetzt. Im Allgemeinen gilt fiir den Richtungsvektor

ol = o = e i) = a7 - o
Urel

7). (2.47)
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Abbildung 2.10: Gleitreibung: Relativgeschwindigkeit #,..;, Normalspannung oy, Richtungs-
vektor €; der Gleitreibung und tangentiale Komponente §; des Randspannungsvektors.

Die Richtung @(ij ) des Spannungsvektors s; ist somit abhéngig von der Relativbewegung der

Kontaktpartner i, 7 und ist nicht a priori als Funktion des Ortes bekannt. Zudem ist der
Richtungsvektor & in einem Oberflichenpunkt 7 € T; stets Teil des Tangentialraums an

)

den Korper €); in diesem Punkt. Der Richtungsvektor in I’gj ist somit allgemein durch

o = (7)) fiw iy e 0 (2.48)
gegeben. Dies ist die allgemeine Form raumlicher Reibung. In Analogie zur Klassifizierung
kinematischer Nebenbedingungen von Systemen wird diese Form der Reibung im Folgenden
als nicht-holonome Reibung bezeichnet, da die zugehorige virtuelle Arbeit nicht als Funktion

darstellbar ist, die nur von den generalisierten Koordinaten abhéngt.

Abbildung 2.11: Holonome Gleitreibung. Die materiellen Punkte eines Kontaktpunktpaares
zwischen den Platzierungen €2, Q; zweier Korper bewegen sich in der Ebene Y. Der Rich-
tungsvektor der Gleitreibung ist kollinear zur Schnittgeraden zwischen der Bewegungsebene
Y.p und der Tangentialebene > im Kontaktpunkt.

Ein wichtiger Sonderfall liegt jedoch vor, wenn die Randspannung infolge der Gleitreibung

entlang einer bekannten Raumkurve wirkt. Dies ist beispielsweise der Fall, wenn

e die beteiligten Korper ebene Bewegungen ausfithren und die Tantentialebene im Kon-
takt nicht mit der Bewegungsebene zusammenfillt. Die Richtung der Reibspannung ist
dann kollinear zur Schnittgeraden der Bewegungsebene Y und der Tangentialebene
Yr im Kontaktpunkt (siehe Abbildung 2.11).
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e der Kontaktpunkt durch eine holonome Nebenbedingung an eine Raumkurve gebunden

ist.

In beiden Féllen ist der Richtungsvektor é’t(ij ) als Tangentenvektor an eine Kurve gegeben,

die vollstandig iiber die Lage des Systems ausgedriickt werden kann.

Lediglich der Richtungssinn der Kurventangente muss nach wie vor iiber das Vorzeichen der
Relativgeschwindigkeit ermittelt werden. In vielen Féllen — so z.B. nach Linearisierung der

Bewegungsgleichungen — entféllt diese Abhéngigkeit jedoch, und es gilt dann
&V =) fiwrerd (2.49)

Diese Reibung wird im Folgenden als holonome Reibung bezeichnet, da sich ihre Richtung
vollstdndig als Funktion der Lage der im Kontakt stehenden Korper darstellen lasst. In der

Literatur findet sich bisweilen auch der Begriff der linienférmigen Reibung [93].

Der Beitrag der Gleitreibungsspannungen lautet damit

SWED = /F po el (57, — 67;) da. (2.50)

2.2.3.3 Gesamte virtuelle Arbeit

Da der Beitrag der Normalspannungen zur virtuellen Arbeit verschwindet, verbleibt lediglich
der Anteil der Tangentialspannungen infolge der Gleitreibung. Fiir Coulombsche Reibung

lautet die gesamte virtuelle Arbeit der Kontaktspannungen somit

5Wg'j>:5ng§):/<w) 1o DD (57 — 57 da. (2.51)

FC
Damit die Gleitreibung Einfluss auf die Systemdynamik nehmen kann, darf die Tangenti-

alkomponente der Differenz der virtuellen Verschiebungen beider Kontaktpunkte nicht ver-

schwinden.

Beispiele: Zunichst werden Vertikalschwingungen einer undehnbaren Saite betrachtet, die
mit der Geschwindigkeit vy durch zwei Rollenlager bewegt wird und bei z = x* im Kontakt
mit einem Massenpunkt steht (siehe Abbildung 2.12 a). Zwischen beiden herrscht die Rei-
bung 7. Wird die Saite als unendlich diinn modelliert, so besteht kein Unterschied zwischen
der Ober- und der Unterseite der Saite und alle Punkte der Saite bewegen sich ausschliellich
in vertikaler Richtung. Aus der Normalkontaktbedingung folgt dy = dw(z*). Die Differenz
(07sqite— 0Ty, ) zwischen den virtuellen Verschiebungen beider Punkte verschwindet und damit
ist 6We = 0. Die Reibung beeinflusst die Dynamik des Systems somit nicht. Es ist anzu-
merken, dass in diesem Beispiel sogenannte nichtmaterielle Randbedingungen vorliegen, die

ihrerseits das Stabilitatsverhalten beeinflussen kénnen [75].
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Abbildung 2.12: Beispiele zur virtuellen Arbeit der Reibung: a) Bewegte Saite.  b) Bewegter
Balken mit detaillierter Kontaktkinematik.

Als zweites Beispiel wird ein mit der Geschwindigkeit vy durch zwei Rollenlager beweg-
ter Biegebalken betrachtet (sieche Abbildung 2.12 b). Unter Verwendung der kinemati-
schen Annahme ebener Querschnitte lédsst sich die virtuelle Verschiebung eines Kontakt-
punktes an der Oberfliche mit Hilfe der vertikalen virtuellen Verschiebung dw des ent-
sprechenden Punktes der neutralen Faser zusammen mit dem Beitrag aus der virtuel-
len Verkippung da des Querschnittes ermitteln (siche auch [29], [78], [83]). Im dargestell-
ten Beispiel gilt fiir die virtuelle Verschiebung eines Punktes an der Oberseite des Bal-
kens 070 = (acosada , dw — asinada)’, wihrend die virtuelle Verschiebung der Masse
67m = (0, dy)" lautet. Fiir a > 0 gilt offenbar A (0TB.o0 — 0T,) # 0 und damit auch
0We # 0. Bei diesem System hat die Reibung somit Einfluss auf die Dynamik. Weitere
Ausfithrungen finden sich in Kapitel 4.

2.3 Diskretisierung

Ausgangspunkt zur Diskretisierung von Feldproblemen ist hdufig eine integralschwache For-
mulierung, die entweder direkt aus einem mechanischen Prinzip (z.B. dem der virtuellen
Arbeit) resultiert oder aber durch entsprechende Umformulierung aus der zugrundeliegen-
den Feldgleichung entsteht (z.B. Verfahren der gewichteten Residuen). Daneben existieren
noch andere Verfahren, wie z.B. Kollokationsverfahren oder Finite-Differenzen-Verfahren,

auf die aber hier nicht nidher eingegangen werden soll [19], [72], [76].

Das Prinzip von Hamilton soll im Folgenden als Ausgangspunkt fiir die Diskretisierung
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dienen, da es einerseits physikalisch motiviert bereits eine integralschwache Formulierung
bereitstellt und andererseits fiir selbstadjungierte Differentialoperatoren (im Ort) symmetri-
sche Systemmatrizen garantiert. Insbesondere die letztgenannte Eigenschaft wird bei Stabi-

litdtsuntersuchungen von Vorteil sein.

Konkret soll im Folgenden ein System von n Kontinua untersucht werden, die stationéren
Fithrungsbewegungen unterworfen sind. Auf die Kontinua wirken neben Tragheit und ela-

stischen Kraften auch allgemeine potentiallose Krifte sowie Kontaktkrifte.

Mit Gleichung (2.32) ist die Dynamik des Systems durch

t t
5 / (L —Tlo) dt + / (W, + 6W2) dt = 0 (2.52)
0 0

in Verbindung mit den wesentlichen Randbedingungen gegeben, wobei L = T — U die La-
grangefunktion und 0W), die virtuelle Arbeit der potentiallosen Kréfte des gesamten Systems
repréasentiert. Da im Folgenden verschiedene Varianten zur Formulierung des Normalkon-
taktes vorgestellt werden sollen, wird der Einfluss des Normalkontaktes hier allgemein als
Variation der (kiinstlichen) Potentialfunktion 1o geschrieben. Die Formulierung des Normal-
kontaktes als Variationsproblem stellt dabei eine schwache Formulierung dar und eroffnet —
je nach Formulierung — vielfdltige Moglichkeiten fiir Approximationen. Die virtuelle Arbeit
der restlichen Kontaktgréfien ist in W zusammengefasst. Zur Formulierung des Problems
im Sinne des Prinzips von Hamilton treten schliefllich noch die wesentlichen (geometrischen)

Randbedingungen.

Sind die Potentiale des Systems linear in den Verschiebungen, so ldsst sich (2.52) nach

Ausfithren der Variationen und partieller Integration in der Zeit als

L

n

> { / (57; 0idi; + 65 - Ch, - E) av — 5W]§f)}
- B;

=1
_Z Z /M 57r ) _ *“’j)) da (2.53)

=1 j=i+1

schreiben. Hierbei ist 7 der Ortsvektor eines Masseteilchens des Korpers B;, ng) der
Kontaktbereich zwischen Koérper ¢ und Korper j in rdumlicher Darstellung und ng) =
frgj) 79 da bzw. SWEE) = frgj) owt) da das Normalkontaktpotential bzw. die virtuelle
Arbeit der tangentialen Kontakréifte im Kontakt i-j. Die Doppelsumme auf der rechten Seite
realisiert die Summation iiber alle moglichen Kontaktpaare, ohne eine Paarung doppelt zu

beriicksichtigen.

Die virtuelle Arbeit der potentiallosen Krifte ldsst sich geméf
(5Wl = 5W + (5Wplr (2.54)

in Anteile aus der Ddmpfung und sonstige Beitriage aufteilen.
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Wechsel auf raumfeste Koordinaten Obwohl alle Punkte eines bewegten elastischen
Korpers ¢ im Allgemeinen unterschiedliche Geschwindigkeiten haben, ldsst sich in vielen
Fallen dennoch eine gemeinsame Fiihrungsbewegung abspalten. Die Bewegung des elasti-
schen Korpers wird somit unterteilt in eine (quasi) Starrkérperbewegung und eine iiberlagerte
Kontinuumsbewegung. Als Beispiel mag hier eine rotierende elastische Scheibe dienen: in
vielen praxisrelevanten Fallen lasst sich dieser Scheibe — intuitiv — eine ("die”) Drehzahl zu-
ordnen. Die Gesamtbewegung wird dann zusammengesetzt aus dieser Drehbewegung sowie

iiberlagerten Kontinuumsschwingungen.

Allgemein gilt dann fiir den Ortsvektor eines materiellen Teilchens X des Koérpers 4
7(X, 1) = b(X, t) + i@;(X, ), (2.55)

wobei b;(X, t) die Fithrungsbewegung darstellt und @;(X,t) das iiberlagerte Verschiebungs-
feld ist.

Geschwindigkeit und Beschleunigung eines materiellen Punktes ergeben sich als materielle

Zeitableitungen (d.h. fiir X = const) zu

d 0 - 0
ﬁ;Xat = 73 ﬁ;Xat :_bl Xat _HZ' X7t :HZ HiT‘e ) 2.56
X0 = | RO =GR+ (K0 = et T (2.56)
d? 0% - 0?
CLZ'<X, t) = @ . Ti(X, t) = @bZ(X, t) —+ @U&X, t) = Q4 F -+ Qi rel- (257)

Ist die Fiihrungsbewegung b cine Starrkorperbewegung beziiglich des raumfesten Systems,

so lasst sich mit der Identitat
bi(X,t) = by (x(X, ) = b(x) (2.58)

ein Zusammenhang zwischen den mitbewegten kérperfesten Koordinaten X = [ X, X5, X3]"
und den rdumlichen Koordinaten x =[xy, 7o, 73]" herstellen. Fiir stationire

Fiithrungsbewegungen hat dieser Zusammenhang die Form
x=X+vrt < X=x—-vyt — x=x(X,t) und X =X(x,?). (2.59)

Dabei beinhaltet die Spaltenmatrix vy = [vr1, vra, 'UT’?JT die durch die Fiihrungsbewegung
verursachten zeitlichen Anderungen vry = % der Koordinaten zj. Mit diesen Beziehun-
gen lassen sich Geschwindigkeit und Beschleunigung (2.56), (2.57) implizit als Funktion der

raumlichen Koordinaten ausdriicken:
U;(x) = v (X, 1), 1) und  a@;(x) = a@; (x(X,1),t). (2.60)

Da diese Darstellung explizit zeitabhidngige Raumkoordinaten beinhaltet, ist sie nicht zum

Aufbau von Formulierungen geeignet, die mit Ansatzfunktionen in rdumlichen Koordinaten
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arbeiten. Es muss daher auf raumliche Vektorfelder p;(x,t) iibergegangen werden, die x und

t als unabhéngige Variable haben.

Mit dem rdumlichen Verschiebungsfeld w;(x,¢) und (2.58) ldsst sich dann das rdumliche Feld
7i(x, 1) = bi(x) 4 @ (x, t) (2.61)

formulieren.

Der Zusammenhang zwischen den Vektorfeldern 7;(X, t) und p;(x,t) ist durch die Forderung
gegeben, dass die Auslenkungen beider Felder zu allen Zeitpunkten identisch sind, d.h.

ix,t) = 7(X(x,1),t) (2.62)
o bi(x) +T(x, ) = b (X(x,1) + @ (X(x,8), 1) (2.63)

woraus sich nach Subtraktion der Fiihrungsbewegung (2.58) der Zusammenhang beider Fel-

der zu
wi(x,t) = u; (X(x,1),1t) (2.64)

ergibt. Wahrend das Feld p; originér in rdumlichen Koordinaten formuliert ist, ist das materi-
ell angesprochene Feld lediglich durch den Zusammenhang X = X(x,¢) zu einem raumlichen

Feld umgeschrieben worden. Zeitliche Differentiation des Feldes p;(x, t) erfolgt bei x = const

und ergibt p; = w;. Fiir stationire Fithrungsbewegungen gilt x = vy = —X und aus (2.64)
folgt
N d
hixt) = S {@(X(x 1)}
8
~ Dax +ZXk X, 1) (2.65)

= Z vr ko (X, ). (2.66)
Ein Vergleich mit (2.56) zeigt, dass

gilt. Zudem ist a;f(kﬁi = aikw SchlieBlich erhilt man zwischen dem réumlichen Feld

und dem materiellen Feld 7;, das die Ableitung materieller Geschwindigkeiten erlaubt, den
Zusammenhang
pi=w; = V;— VUi — ZvTvk’a—kai . (268)
k
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Analog dazu ergibt sich fiir die Beschleunigung

S @ @ 0 9 .
Di = w; = —CL,LF ZUTkatax ZZUTkUTKa—xka—w’wi. (269)

Zusammenfassend lassen sich also die kinematischen Grofien 7;, U, d@; eines materiellen Teil-

chens mittels

7= p=b (2.70)
. 0 -
A— sz—l—wz—ierTka (2.71)

2

a; = azF"‘wz‘l'Zkaata Zzg’ ;)é 81‘( (272)
L

k

in Abhéngigkeit von einem raumlichen Feld @;(x,t) angeben. Fiir die Fithrungsgrofen @;r
und v;p gilt hierbei

. 0 - . 0* -
Vir = &bz und a;p = @bz (273)

Fiir ein stationéres Feld sind sie zeitlich konstant, konnen jedoch vom Ort abhéngig sein.

Anders als beim Feld 7; sind dabei x und ¢ voneinander unabhéngige Variable, sodass Wy =

L (x,t) = a(;’f ist. Aus der Darstellung des Geschwindigkeitsfeldes ; eines materiellen

Teilchens lésst sich nun leicht seine virtuelle Verriickung als
OF, = 01T, (2.74)

angeben.

Da die durch l_); dargestellte Starrkérperbewegung keine Deformationen des Korpers bewirkt,
folgt mit dem Zusammenhang aix = a% (d.h. Gradx {} = grad, {})

1
= 3 |erad {0} + grad{wi}T] (2.75)
fiir den linearisierten Verzerrungstensor 5:1».
Wegen % = &, d.h. Gradx {} = grad, {}, ist somit
— 1 —
Sxt) =3 [grad {7} + grad {aﬂ — Z(X(x,1),1). (2.76)

Wie zuvor ist bei Ermittlung der materiellen Zeitableitung wiederum die durch die

Fiithrungsbewegung hervorgerufene Koordinatendnderung zu beriicksichtigen. Es gilt

CEX(x.1) ez+ZXk -z yu.2s (277

v
dt ot - Tk 9z
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Damit lésst sich die virtuelle Arbeit 5Wg?i der inneren Dampfung ebenfalls von materiellen
auf raumfeste Koordinaten umschreiben (siehe Gleichung (2.33)). Die virtuelle Arbeit 5Wg}a

der dufleren Dampfung ist bereits vom Ansatz her in raumfesten Koordinaten formuliert.
Die Bewegungsgleichungen des Systems lauten damit in raumfesten Koordinaten x

n

Z{/ﬂ(éwz 0i {wZ+ZUTk_wZ+ZZUTkUT€ax e wi—|—6p,i] (2.78)
i=1 i

€’+ZUTI<73 >
—Z Z /”> o) *C”)) da.  (2.80)

=1 j=i+1

L

—
—
—
—

468+ Cp & + 08, -+ B;D

+ (5’U_J’1 . Ql-ozi@ >Jd’U — 5Wpl,r} (279)

2.3.1 Diskretisierung ohne Kontakt

Zur Diskretisierung des raumlichen Feldes w;(x) des Koérpers i wird nun ein d—gliedriger

Ansatz der Form

d
=" Roi(x) gimn(t) + A (2.81)

m=1

gewihlt, wobei R,i vektorielle Ortsansatzfunktionen darstellen, g;, = @i (t) die zugehorigen
generalisierten Koordinaten sind und Agd) der verbleibende Fehler ist. Da sowohl Verfahren
mit globalen Ansatzfunktionen als auch solche mit lokalen diesem Schema entsprechen, gelten
die folgenden Uberlegungen fiir analytische Handrechnungen ebenso wie fiir Berechnungen

mit kommerziellen FEM-Paketen.

Fasst man die Ortsansatzfunktionen fiir den i-ten Korper in der Zeilenmatrix
‘bi - [Rb RQ, o 7Rn]l (282)
und die zugehorigen generalisierten Koordinaten in der Spaltenmatrix

Qi =g, qnl} (2.83)

zusammen, so lasst sich die N#herungslosung des Feldes (2.81) sowie der entsprechenden

Ableitungen kompakt als

w; ~ Pq; ) U7@ ~ D;q; ) U7@ ~ D;q;
Sl = Sl [z | 251
2
@ @ 0 N _ @ (i
Xk: zé: UT,)kUC(Z‘,)E 92,07, wi(x,t) ~ Z Z UT k“ 7 ®,q; = [ zé: UT,kU’EF,)E(I)iJkU di
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schreiben. Aus der Geschwindigkeit folgt fiir die Variation

Typische Beispiele fiir Ortsansatzfunktionen sind lokal begrenzte Funktionen, die nur in
einem kleinen Bereich nicht verschwinden, oder globale Systeme von Ansatzfunktionen, die
den gesamten Bereich des Kontinuums abdecken. Die erste Variante bildet die Basis der
wichtigen Klasse von FE-Verfahren, wahrend die zweite Variante fiir analytische Rechnungen

von grofflem Wert ist.

Abhéngig von der Art des Ansatzes werden verschieden starke Anforderungen an die Ortsan-
satzfunktionen gestellt. Allen gemein ist, dass die Ansatzfunktionen linear unabhéngig sein
miissen, um eindeutige Gleichungssysteme zu erhalten. Zudem miissen sie ausreichende Dif-
ferenzierbarkeit aufweisen, damit alle geforderten Ortsableitungen darstellbar sind. Dariiber
hinaus wird in der Regel verlangt, dass alle bis auf eine Ansatzfunktion auf dem Rand
verschwinden, um eine eindeutige Zuordnung der wesentlichen (Dirichletschen) Randbedin-
gung vornehmen zu kénnen. Fiir die Ableitungen wird dies im Allgemeinen nicht gefordert.
Aufgrund ihrer ortlichen Beschranktheit ist diese Forderung bei lokalen Ansatzfunktion in
der Regel einfach zu erfiillen, wiahrend sie bei System globaler Ansatzfunktionen gesondert

beachtet werden muss.
Weitere Details zur Wahl der Ansatzfunktionen finden sich beispielsweise in [42], [73], [81].

Die Diskretisierung des in (2.80) auftretenden Tensor-Skalarprodukts, des inneren elastischen
Potentials sowie der inneren Dampfung erfordert an sich einen Ubergang auf Indexschreib-
weise, da diese Rechenoperation symbolisch nicht mehr durchfithrbar ist. Ist der Verzerrungs-
tensor & jedoch symmetrisch, so lassen sich mit Hilfe der Voigtschen Notation (z.B. [2]) mit
e = [e11 92 £33 2693 2613 2612]T die Tensorskalarprodukte in Matrizennotation schreiben und

man erhalt fiir die Variation des inneren elastischen Potentials

6U = / Se; Cie; Jdv (2.85)
Q;

sowie fiir den Anteile der inneren Dédmpfung an der virtuellen Arbeit der potentiallosen
Krifte

: _ )
W), = / se'D; <e+ v%)ka—xke> Jdv. (2.86)
i k

k3

Zudem lisst sich zeigen, dass e; und de] als
e;=Bi,q;, é=B;q, und de, =q,B; (2.87)

ausgedriickt werden konnen, wobei die Matrizen B; nur Ortsableitungen der Koordinaten
der Ansatzfunktionen Ry;(x) beinhalten (siche beispielsweise [15], [16]).
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Einsetzen in (2.80) liefert zunéchst

> (v

0i®; - @i + |:Qi Z v(Ti,)k‘InT : (I)i7a:k:| q;
k
oSS uel oo
k 0
a;0;®] - ®;d; + 3B] CBid; + Z VBl CiBi o i — 5%5?] Jdv (2.88)

55 - n)

=1 j=i+1

+ 6q, {BICiBZ-qz}> Jdv

Q;

und fithrt unter der Voraussetzung voneinander unabhéngiger generalisierter Koordinaten
¢im schlieBlich fiir jeden Korper ¢ auf die Matrix-Differentialgleichung

M;q; + (D; + Gi) q; + (K; + Npj) q; = Fe, +F (2.89)

mit den Systemmatrizen

M, = /Qi'i’z’T"I%‘JdU ) Mi:MZT (2.90)
Q;
D, = oM;+3K, |, Di:DzT (2.91)
G, = / 0 v @l &, Jdv | Gi=-G] (2.92)
Q k
K, = / (BTCB + [QZZZUTk vy ® D Jdv |, K;=K] (2.93)
Q
ND,i = / ﬁlzvif,kB—erZB%Z’k JdU s NDJ‘: —N—ll—)’z (294)
Q .

und der Spaltenmatrix F¢;, der durch die Diskretisierung der virtuellen Arbeit dW¢ der
Kontaktkréfte entsteht. Sonstige potentiallose Krifte sind in der Matrix F;; zusammenge-
fasst.

Diese Systemmatrizen werden dabei als
e Massenmatrix M, ,
e gyroskopische Matrix G; ,
e Diampfungsmatrix D, ,

o Steifigkeitsmatrix K, ,
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e zirkulatorische Matrix Np; der inneren Démpfung

bezeichnet. Es ist zu beachten, dass aus der Linearisierung der nichtkonservativen Kontakt-
krifte weitere Beitrdge auch zu diesen Matrizen entstehen.

Die gyroskopische Matrix G; enhélt die Fiihrungsgeschwindigkeiten v%)k linear, wéahrend in

der Steifigkeitsmatrix K sogar Quadrate der Elemente von vgf) auftreten konnen.

Die zirkulatorischen Anteile Np; aus der inneren Ddmpfung sind proportional zum Produkt
ﬁiv%)k, und somit fiir kleine Dampfungen 3; < 1 und kleine Fiihrungsgeschwindigkeiten
v%)k < 1 klein von quadratischer Ordnung. In vielen praktisch relevanten Féllen kénnen
sie daher im Vergleich zu den im Folgenden dargestellen nichtsymmetrischen Anteilen der

Reibungslinearisierung vernachlassigt werden.

2.3.2 Diskretisierung der Kontakte

Die Diskretisierung von Kontaktproblemen bringt in der praktischen Umsetzung eine Viel-
zahl von Problemen mit sich: diese reichen von der Ermittlung der in Kontakt stehenden
Bereiche bzw. Knoten iiber die Formulierung der Nichteindringbedingung bis hin zur Aus-
wahl numerisch effizienter Algorithmen. Dementsprechend vielfiltig sind die Methoden, die
in den letzen Jahrzehnten im Bereich der Strukturmechanik — und hier insbesondere im
Bereich der FE-Methoden — entstanden sind. Fiir Weiteres sei auf [2], [47], [96] oder [97]

verwiesen.

Im Folgenden sollen die wichtigsten Kontaktformulierungen grundlegend vorgestellt werden.
Das Augenmerk liegt dabei auf der grundsétzlichen Struktur der resultierenden Bewegungs-
gleichungen und hierbei insbesondere der Storungsgleichungen, anhand derer letztlich die

Stabilitdtsuntersuchungen durchgefiihrt werden.

Die virtuelle Arbeit der Kontaktkréifte am System ist allgemein gegeben durch

We = ZZ / @ (07 = 57“3) oA o)+ (67, — o) - € @ e | da (2.95)

i g=i+1

—691]

i g=i+1

Die Summation > ", > 77,

jede Paarung nur einmal beriicksichtigt wird.

, stellt eine Summe iiber alle Kontaktpaarungen i-j dar, wobei

Obgleich die virtuelle Arbeit der Kontaktnormalspannung o\ unter der Voraussetzung ei-

nes zweiseitigen ”idealen” Kontaktes verschwindet, muss diese bei der Formulierung des

Problems beibehalten werden, da sie fiir die Formulierung der Gleitreibungsspannungen im
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Kontakt benétigt wird. Im Allgemeinen wird die virtuelle Arbeit der Kontaktnormalspan-
nungen an den zur Diskretisierung verwendeten Ansatzfunktionen ndmlich nur in der Summe
der Ansatzfunktionen, jedoch nicht fiir jede einzelne verschwinden. Die Formulierung im Sin-

ne einer virtuellen Arbeit bietet also eine abgeschwéchte Formulierung des Problems.

Unter diesem Aspekt lassen sich somit zwei grundsétzliche Herangehensweisen unterscheiden:

e beliebige geeignete Ansatzfunktionen ®;: die virtuelle Arbeit der Kontaktnormalspan-
nungen verschwindet nur in der Summe iiber alle beteiligten Ansatzfunktionen. In

dieser Arbeit werden

— die Methode der Lagrange-Multiplikatoren

— eine Penalty-Formulierung

als typische grundsétzliche Verfahren zur Formulierung der Nichteindringbedingung

diskutiert. Eine Ubersicht iiber weitere Verfahren ist in [97] zu finden.

e spezielle Ansatzfunktionen ®: gelingt es, Losungsansitze fiir 7, 7; zu finden, die so
voneinander abhéngen, dass in den Kontaktzonen die Nichteindringbedingung von
vornherein erfiillt ist, so verschwindet die virtuelle Arbeit der Normalspannungen
identisch. Natiirlich wird es nur in besonderen Féllen moglich sein, derartige Funk-
tionen zu konstruieren. Es ist jedoch zu erwarten, dass solche Formulierungen auf-
grund der natiirlicherweise gegebenen Erfiillung der Nichteindringbedingung relativ

iibersichtliche Gleichungen hervorbringen.

Unabhéngig von der gewéhlten Formulierung treten stets der Richtungsvektor der Gleitreib-

ungskraft sowie der Gleitreibungskoeffizient ;o auf.
Wie in Kapitel 2.2.3.2 diskutiert, ist die Richtung €; der Gleitreibungskraft allgemein durch
die Relativgeschwindigkeit im Kontakt als

e—’t(lj) _

1
| —»(z] ’ 177“(6[]) (297)
Urel

definiert. Mit der Diskretisierung (2.84) der Geschwindigkeit folgt fiir die Relativgeschwin-
digkeit

7

rel

~ ®;q; + (2.98)

E :UTk i | 4 — Q5 — [E :U S

Somit ist die Relativgeschwindigkeit eine Funktion der generalisierten Lagen q;/; und Ge-

schwindigkeiten q;/; sowie der Fiihrungsgeschwindigkeiten véf), V(Tj) und es gilt fiir nichtho-

lonome Reibung (siehe 2.2.3.2)

et ~ et <qz> q;, qza qj ) V(TZ),V(T)> . (299)
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Im Sonderfall holonomer Reibung (siehe 2.2.3.2) ldsst sich die Richung der Gleitreibungskraft
allein aus der Konfiguration des Systems (d.h. der Kontur der Kérper) und ohne Heranzie-

hung der generalisierten Geschwindigkeiten ermitteln. Es folgt somit
& ~ el (q;) oder ¢ ~ ¢/’ (q;), (2.100)

wobei zwischen der Beschreibung in Koordinaten des Korpers ¢ oder j frei gewéhlt werden

kann.

Bei der Berechnung technischer Probleme wird zumeist der Fall eines konstanten Glei-
treibungskoeffizienten oder eines von der Relativgeschwindigkeit im Kontakt abhéngigen

beriicksichtigt. Im ersten Fall ist
{1 = const, (2.101)

wahrend im zweiten Fall

w= :u(ﬁrel) ~ fu (q’u q;, qh qj ) V;)7V§2)) (2102)

gilt.

2.3.2.1 Lagrangesche Multiplikatoren

Ausgangspunkt ist die Potentialfunktion
nE =3 /F g\ da (2.103)

zur Beschreibung des Normalkontaktes. Hierbei ist der Lagrangesche Multiplikator AU phy-

sikalisch mit der Kontaktnormalspannung zu identifizieren, d.h. )\,(fj ) — a,(jj ),

Variation dieser Potentialfunktion liefert

&= AG9) 5\
oT1 Z Z (/ﬁm 0gij A} da+/rgf> 9ij0N" da). (2.104)

=1 j=i+1

Durch (2.103) werden die Lagrangemultiplikatoren A7) als zusitzliche Unbekannte des Pro-
blems eingefiihrt und sind nicht explizit abhéngig von den generalisierten Koordinaten q;,
q;. Daher sind die Variationen dg;; und SALD) unabhéngig voneinander und Einsetzen von
(2.104) in die Systemgleichung (2.88) liefert zum einen die virtuelle Arbeit der Kontaktkréfte

We Z Z /”) 8 )\”)Jr(dr _57,) (ij) MASJ)) da (2.105)

=1 j=i+1
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und zum anderen als zweite Gleichung eine schwache Formulierung der Nichteindringbedin-

gung
0= /(i_) oM g5 da (2.106)
rs

fiir den Kontakt ¢ — 7.

Zur weiteren Auswertung der Systemgleichungen (2.88) sowie der Nebenbedingung (2.106) ist
es liber die Diskretisierung der Lagekoordinaten 7; hinaus notwendig, die Abstandsfunktionen

gi; sowie die Kontaktnormalspannungen )\gfj ) zu diskretisieren. Hierzu werden die Ansitze

9o = [61090an + -+ gh(X)gin] — [g1 (g + - + g5, () gjm] (2.107)
= 0,q, — 0;q; , 0, ¢ R | 0; € RY™™ — const (2.108)

und
)\,(fj) = [Wi(x)A1... Uy(x)Ag] = PA U e R = const (2.109)

benutzt. Die entsprechenden Variationen lauten

5guj) = 0q;0] —dq}0;  und  SAY) =ATWT (2.110)
Hierbei bezeichnen m und n die Anzahl der fiir die Kérper ¢ bzw. j verwendeten Ansatz-
funktionen und ¢ ist die zur Diskretisierung des Normalspannungsfeldes gewéhlte Anzahl
von Ansétzen. Werden lokale Ansatzfunktionen gewéhlt, tragen bei weitem nicht alle An-
satzfunktionen zur Spaltfunktion in einem Kontaktbereich bei: in diesem Fall wird @ viele
Null-Eintréage haben. Grundsétzlich ist m # n und ¢ kann prinzipiell frei gewéhlt werden —
durch geschickte Wahl der Diskretisierungen beider Korper und des Normalspannungsfeldes
lasst sich jedoch der Aufwand mitunter deutlich reduzieren ([2], [97]).

Bei der Diskretisierung der Tangentialkomponente (67; — 67;) - €; der virtuellen Relativver-

schiebung treten fiir holonome Reibung die Zeilenmatrizen

t) () = @&, (2.111)
t (q;) = ‘I’j‘@(ﬂ) (2.112)

und fiir nichtholonome Reibung die Zeilenmatrizen

tEI][) (qiaqja qi)Qj? Vgé)?ng)) = q)j ’ é;f(j\lf) <2114>
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auf. Die Skalarprodukte gelten dabei zwischen den Elementen der Matrix ®;/; der Ansatz-

funktionen sowie den Tangentenvektoren.

Mit diesen Diskretisierungsansétzen folgt fiir die virtuelle Arbeit der Kontaktspannungen im
Kontakt i-j

SWi = /F o (ejxp + u[tg_?/N]T\I:) A

caG

~da] (679 + pft}]), ") A da (2.115)

sowie die schwache Formulierung der Nichteindringbedingung

0 = SAT" (8;q; — 0;q;) da. (2.116)

(i)
ere

Im Folgenden werden die Abkiirzungen

Nijj = / 6,,% da , N; e R™ N; e R™, (2.117)
&)

Ty = /F(ij)u[tg)/N]T‘I’da , T, e R, T; e R™ (2.118)
CG

verwendet. Die Matrizen N und T stellen die Verkniipfung zwischen der diskreten Nor-
malkraft und den Normal- bzw. Tangentialspannungen im Kontakt dar. Sie sind dabei im
Allgemeinen nicht quadratisch oder gar symmetrisch. Da u je nach Reibungsmodell von den

generalisierten Koordinaten abhéngen kann, wird der Koeffizient unter dem Integral gelassen.

Mit den Abkiirzungen folgt fiir das Kontaktpaar i — j

M, O q; +Di+Gi 0 q;
0 M| \q 0 D, +G;| \g

Ki + ND,z‘ 0 q; Nz + TZ' .
+ [ 0 K; + ND,i:| (Clj) " [ } A=0

Diese Gleichungen stellen ein differentialalgebraisches Gleichungssystem dar. Es ist dabei zu
beachten, dass N nur fiir kleine Bewegungungen um eine stationdre Losung eine konstante
Matrix ist und T im Allgemeinen nichtlinear von den Systemkoordinaten abhéngt. Im Fall
holonomer Reibung gilt T# = T(, q), im Falle rdumlicher (nichtholonomer) Reibung TV =

T <,U, q;, qj7 qu qj7 V¥)> V?) .
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Mit den Abkiirzungen
M — {M 0] p- [DﬁGi
J
lasst sich (2.119) zu

M{+Pq+Qq+ (N+T)A = 0, (2.122)
N'qg = 0 (2.123)

umschreiben. Nach zweifacher Zeitdifferentiation der Nebenbedingung (2.123) ldsst sich
(2.122), (2.123) auf die Form

[M (N+T> (X) - [_qu_ Qq} (2.124)

N' 0
bringen und mit Standardverfahren nach den Unbekannten q und A l6sen. Da T im Allge-

meinen von den generalisierten Koordinaten q und q abhéngt, stellt (2.124) ein nichtlineares
Gleichungssystem dar.

Linearisierung um eine stationédre Losung mit

a=q+Aq, 4=A4, A(q+Aq)=A+AA (2.125)
ergibt
M (N+To)| (Ad) _ [~ (P+H)AG— (Q+Hy)Aq 2.1
Die Matrizen Hy;; wurden im Rahmen der Linearisierung der Reibungskrifte eingefiihrt. Sie
sind geméf
i | i 9 [TA] 9 [TA] |
[TA} (qo + Aq,Aq) = [TA} , + a9 Aq + 94 Aq
0 0
8 oT - OA oT - OA
= |TA —A T— A —A T— Ac
[ }o + oq dq |, qa- q 94|, a
N—— ——
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- [TA] L HyAq + H AG + T (Ta—A Aq+ 7oA Aq)
0 oq |, oq |,
= |TA| +HoAq+ HiAG+ ToAA (2.127)
0
definiert. Mit der Definition der Matrix T folgt
H Ori) g —a[t%)/H]T\I: d 2.128
o = [, (Gaal s n =g ) o, (2.12)
(@) qT
B o &)y v a[tN/H]
H1 = /ngc) <8q[tN/H] v +[LT\I’ da. (2.129)

Die Matrizen Hy und H; beinhalten also die Abhéngigkeit von Betrag und Richtung des
Reibspannungsvektors von den generalisierten Koordinaten q, ¢ des Systems. Der Einfluss

der Normalspannungsschwankungen AA auf die Tangentialkrifte wird durch Ty vermittelt.

Aussagen zur Stabilitdt des mechanischen Systems anhand der Systemmatrizen sind jedoch
von Formulierung (2.126) ausgehend nicht mdoglich. Fiir Stabilitdtsuntersuchungen ist es
daher sinnvoll, die Zwangskrifte A in den differentialalgebraischen Gleichungen (2.126) zu
eliminieren, um schliefllich ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen ohne algebraische
Nebenbedingung zu erhalten. Dieses kann dann auf iibliche Weise auf Stabilitdt untersucht

werden.

Durch etwas Rechnung erhélt man aus (2.126) die linearisierte Zwangskraft AA als explizite

Funktion der Koordinaten geméfl

AA(Aq,Aq)
S (NTM‘l(N + TO))_ [NTM—I(P +H)AG + N MY(Q + Hy)Aq)| (2.130)

Die Matrizen Li, Ly héngen dabei iiber N und T von den Ansatzfunktionen ab, die zur

Diskretisierung des Systems gewahlt wurden, sowie natiirlich vom Linearisierungspunkt.

2.3.2.1.1 Reibungsfreier Kontakt Fiir den idealen, reibungsfreien Kontakt gilt
Hy, =0 und t=0.
Die um die Referenzlésung qg linearisierten Bewegungsgleichungen lauten damit
-/~ N1
MAG + [I +N <NTM—1N) NTM*} PAq (2.132)

+[I+N<NTM‘1N) N™M }QAq 0.
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Uber die Symmetrieeigenschaften der entstehenden Matrizen lassen sich jedoch im Allgemei-
nen kaum Aussagen treffen. Zwar sind M~ und N (NTM~!N - NT symmetrische Aus-
driicke, doch ist das Produkt symmetrischer Matrizen nicht zwingend symmetrisch (vgl. den
Satz von Taussky iiber die Zerlegung beliebiger Matrizen in ein Produkt zweier symmetri-

scher Matrizen, u.a. in [33]). Liegt keine Démpfung vor, d.h. ist P = 0 und Np; = 0, und
N N\ -1 -

ist K = [I+ N (NTM_1N> NTM_l] K nicht symmetrisch, so muss jedoch aus phy-

sikalischen Griinden eine Transformation existieren, die K* symmetrisiert, ohne dabei die

Symmetrie von M zu zerstoren. Es liegt dann der Fall vor, dass sich trotz Konservativitét

des Systems eine Darstellung mit unsymmetrischen Matrizenoperatoren ergibt: dies wird

mitunter als pseudokonservatives System bezeichnet. Fiir eine weitergehende Behandlung

und zur Symmetrisierung solcher Systeme siehe [33].

2.3.2.1.2 Holonome Reibung mit konstantem Gleitreibungskoeffizienten Fiir
holonome Reibung, deren Richtung an eine Raumkurve gebunden ist, und einen konstan-

ten Gleitreibungswert p = const gilt

_ H HT _
T = [T/, — T = T(u,q).
Die Matrix H; verschwindet dann und die Matrizen T, sowie Hy hingen nur von den Lage-
koordinaten qq im Linearisierungspunkt ab, nicht jedoch von den Geschwindigkeiten.

Die geschwindigkeitsproportionalen Terme P = D 4 G hingen linear von den
Fithrungsgeschwindigkeiten ab, wéihrend sie in der Struktursteifigkeit sogar quadratisch auf-

treten konnen.

Fiir holonome Reibung und einen konstanten Gleitribungskoeffizienten lésst sich somit die

Zwangskraft in der Form

ausdriicken.

In die linearisierte Bewegungsgleichung eingesetzt, folgt
MAG + (D +G + NL{(qo, vr, u)) Aq + (Q +H, + NL (qo, vr, u)) Agq=0, (2.134)

wobei iiber die Symmetrieeigenschaften der Reibungsbeitrige NLSI/I keine weiteren Aussa-
gen getroffen werden konnen. Vielmehr werden die Eigenschaften dieser Matrizen von den

gewihlten Ansatzfunktionen in ®, @ und ¥ abhéngen.

2.3.2.1.3 Allgemeine Reibung Fiir nichtholonome Reibung, deren Richtung sich le-

diglich aus der Relativgeschwindigkeit der Kontaktpartner ableiten ldsst, oder einen ge-
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schwindigkeitsabhingigen Gleitreibungskoeffizienten p = p(v.¢) gilt

T = [Tivv _TéV]T = T(:uv q, qa VT)-
Die aus der Linearisierung der Reibkraft entstehenden Matrizen Hy/; sowie 'i‘o héngen dann
sowohl von den Lagen q wie auch von den Geschwindigkeiten ¢ im Linearisierungspunkt ab.

Liegt nichtholonome Reibung oder ein geschwindigkeitsabhéngiger Gleitreibungskoeffizient

vor, so lasst sich die Zwangskraft in der Form
AAY = LY (qo, 4o, v, 1)AG + L (qo, 4o, v, 1) Agq (2.135)

ausdriicken. Insbesondere wird LY # LI’ sein, da hier H; nicht verschwindet.

In die linearisierte Bewegungsgleichung eingesetzt, folgt

MAg + <D +G+H;, + NL{V(qu QO7VT,N)> Aq

+ (Q +H, + NLéV(Qm flo,VT,M)) Aq=0, (2.136)

wobei iiber die Symmetrieeigenschaften der Reibungsbeitrige NLé\;I wiederum keine weite-

ren Aussagen getroffen werden koénnen.

Die um eine Grundloésung linearisierten Systemgleichungen fiir nichtholonome Reibung oder
p = () und die Formulierung des Normalkontaktes mittels Lagrangescher Multiplikato-

ren lauten somit

MAG + P}y, (o, o, v, 1) Ad + Qs (dos o, vr, 1) Ag = 0. (2.137)

2.3.2.2 Penalty-Verfahren

Ein grundsétzliches Charakteristikum vom Kontaktproblemen besteht in der kinematischen
Nebenbedingung, dass die beteiligten Korper einander nicht durchdringen diirfen. Die zur
Einhaltung dieser Forderung notwendigen Zwangsgréffen héngen dabei von der vollstandigen
Losung der Bewegungsgleichungen ab und lassen sich nicht als explizite Funktion der Zu-

standsvariablen ausdriicken.

Die Grundidee von Penalty-Verfahren besteht darin, den nichtglatten Charakter ”harter”
Nebenbedingungen durch eine sogenannte Regularisierung abzuschwéchen. Die algebraischen
Nebenbedingungen werden hierzu durch einen direkt von den Zustandsvariablen abhéngigen

Term ersetzt, der die Zwangskréifte approximieren soll.

Ist die Systemdynamik durch die Bewegungsgleichung (2.80) gegeben, so lasst sich der Nor-

malkontakt durch Hinzufiigen der Potentialfunktion

(45) (i7)
II¢ = Z /Fm) cy gfj da — OIIE = Z /F(m ) g, 55 da (2.138)
C

Gj) ©+ ¢ (i5)
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beriicksichtigen. Der Koeflizient c%j ) ist hierbei der sogenannte Regularisierungsparameter.

Es soll noch erwahnt werden, dass auch nichtlineare Potentialfunktionen iiblich sind, an den

grundsétzlichen Ergebnissen éndert dies jedoch nichts.

Anders als bei (2.104) entsteht bei der Variation dieses Potentials keine simultan zu erfiillende
algebraische Gleichung. Es ergibt sich daher keine differentialalgebraische Gleichung, sondern
lediglich eine gewohnliche Differentialgleichung.

Die augenfillige Analogie von (2.138) zu Federpotentialen ist motiviert durch die haufig
angebrachte physikalische Interpretation dieser Regularisierung als Reprisentation der Stei-
figkeit der mikroskopischen Kontaktschicht. Deutet man (2.138) als elastisches Potential des

Kontaktes, so ist es naheliegend, die Kontaktnormalspannung als
ol = ng)gi]’ (2.139)
anzusetzen. Die virtuelle Arbeit der Kontaktkrafte im Kontakt ¢ — 7 ist dann

5WC = ng) /(_ <5g,~jgij + 12 (57:; — (577]) . @(ij)gij> da. (2.140)

ij)
Lo

Mit g;; und (075 — 675) - @(ij) aus (2.110) und (2.99),(2.100) lautet die Diskretisierung der
virtuellen Arbeit fiir einen Kontakt zwischen den Kérpern ¢ und j

rs
Im Folgenden werden die Abkiirzungen

On = /(__) 0,0,da k, (=i,j mit Oy = Oy, und Oy =const (2.143)
rs

und

H/N H/N ., mH/N H/N
Tk/ B /r(m “[tk/ ]TGZ da mit Tke/ # TEk:/ (2.144)
C

verwendet. Die Zeilenmatrix tkH/ A T é’t(g)/N mit den Projektionen der Richtung der
Gleitreibungsspannung auf die Ansatzfunktionen in @, héngt dabei von der Art der Reibung

ab. Es lassen sich folgende Félle unterscheiden:

e Fiir holonome Reibung kann die Richtung der Gleitreibung vollstdndig mittels der

Lagekoordinaten ausgedriickt werden. Daraus folgt tf' = t(q;,q;) und schliefilich
Th = Th(p @i, ).
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e Fiir nichtholonome Reibung ist die Richtung der Gleitreibung nur iiber die Re-

lativgeschwindigkeiten im Kontakt zu ermitteln. Daher gilt allgemein tY =
t{gv(qza qja qia Qja V¥)7 V(T])) und somit Tllg\z = T]]g\z(/% qi, qj7 qh qja V’gf)a ng))

In beiden Fillen kann p ebenfalls eine Funktion der Systemkoordinaten und insbesondere

der generalisierten Geschwindigkeiten sein.

Nun lésst sich die virtuelle Arbeit der Kontaktkréfte kompakt als
H/N H/N

0 + TN —e;-T//
—@,; - TN @, +1T!"

-
5W((JZ]) _ C%J) (5(1i) <gl) (2.145)
ji i J

5qj
= diDgqr [N + T] q=0q FL, (2.146)

mit q = (qZT, qDT und

T/ TN
H/N H/N
_Tji Tjj

# T (2.147)

schreiben. Dabei ist N = const und T je nach Art der Reibung von den Systemkoordinaten
abhingig.

Linearisierung der Kontaktkraft um eine Referenzlosung mit q = qg + Aq ergibt

i) i)y ij) 0 'i‘q i) 0(Tq .
Fo(q+Aq) ~ N (qo + Aq) + & Toqo + ) (aq) Aq+ i) (aq) AG
0 0
. o | oT . i OT .
= FC70+CS%J)NAq+c§%]) —q| +T, Aq+c§%]) —q| Aq
oq . oq .
S—— S——
1 —h;
— Feo+ A HiAa+ o HiAG + o) (N+ Ty ) Ag (2.148)

Die Ahnlichkeit dieses Ergebnisses mit der mittels Lagrange-Multiplikatoren gewonnenen
generalisierten Kontaktkraft wird klar, wenn man die Kontaktkraft A mit c%] )q und AA
mit ng )Aq identifiziert. Umschreiben liefert

8 T 1) a T ii ~ ~ ii
Fe(ao+Aq) =~ Feo+ QCEJ)q Aq + ch)q Aq+ (N - To) W Aq
0q =~ 0q =~ ~———
%AO 0 QAO 0 éAA
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woran die Ahnlichkeit mit Gleichung (2.127) leicht zu erkennen ist.

Die Differentialgleichung fiir die Storungen Aq lautet mit den Matrizen aus (2.148) allgemein
MAG + (D + G+ cg”H’;) Ad + (Q + i) (N + HO)) Aq = 0. (2.150)

Die Matrizen H, /1 driicken die Abhéngigkeit der Tangentialspannungen im Kontakt von den
generalisierten Koordinaten bzw. Geschwindigkeiten aus, wihrend N die Abhiingigkeit der

Normalspannungskomponenten vermittelt.

Die hier gewéhlte Regularisierung des Normalkontaktes ist ausschliefllich auf Lageebene
(" Kontaktsteifigkeit”) formuliert. Hierdurch erklart sich, dass hier — anders als bei der For-
mulierung mit Lagrangeschen Multiplikatoren — der Normalkontakt lediglich Eintrége in der

Steifigkeitsmatrix zur Folge hat und keine geschwindigkeitsproportionalen Terme auftreten.

2.3.2.2.1 Reibungsfreier Kontakt Liegt ein reibungsfreier Kontakt vor, so verschwin-
det die Matrix T sowie ihre Ableitungen H, s1- Die linearisierte Bewegungsgleichung lautet

dann
MAG + (D + G) Ag + (Q + cg'f')N) Aq = 0. (2.151)

Anders als bei der Formulierung mit Lagrange-Multiplikatoren léasst sich bei der hier
gewihlten Beschreibung feststellen, dass N sicher symmetrisch ist. Somit werden durch das
Hinzufiigen eines Normalkontaktes mittels der Penalty-Methode die Symmetrieeigenschaften

des Systems nicht veréndert.

2.3.2.2.2 Holonome Reibung mit konstantem Gleitreibungskoeffizienten Fiir
den Sonderfall holonomer Reibung in Verbindung mit einem konstanten Gleitreibungskoeffi-
zienten p = const ist H; = 0 und der Einfluss der Reibung auf die geschwindigkeitspropor-

tionalen Terme verschwindet:
MA§ + (D + G) Ag + (Q 4 (N + H0>> Aq = 0. (2.152)

Auffillig ist auch hier, dass alle aus dem Kontakt herrithrenden Beitréige gleichermafien durch

den Regularisierungsparameter c%j ) beeinflusst werden.

2.3.2.2.3 Allgemeine Reibung Ist die Richtung der Gleitreibungsspannung nicht als
eine nur von den verallgemeinerten Lagekoordinaten q abhingige Funktion darstellbar oder

der Gleitreibungswert eine Funktion der Relativgeschwindigkeit, verschwinden die Matrizen
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T und Hy; im Allgemeinen nicht. In diesem Fall lautet die um die Referenzlosung qo

linearisierte Bewegungsgleichung

MAG+ (D + G+ ;) Ag+ (Q+ ¢ (N+H;) ) Ag=o. (2.153)

2.3.2.2.4 Anmerkungen zum Penalty-Verfahren Insgesamt tritt die fiir Penalty-
Formulierungen typische Eigenschaft zutage, dass die Systemgleichungen direkt vom Regu-
larisierungsparameter (hier c%j )) abhéngen. Es ist daher zu erwarten, dass die Losungen des

Systems ebenfalls von diesem Parameter beeinflusst werden.

Sind keine physikalisch untermauerten Werte im Sinne einer Kontaktsteifigkeit fiir die-
sen Parameter Verfﬁgbar so ist zumindest eine Konvergenzuntersuchung der Losung in

b _, oo die mittels

Abhéngigkeit von cR ) durchzufithren. Es lisst sich zeigen, dass fiir cR
des Penalty-Verfahrens generierte Losung gegen die mit Lagrange-Multiplikatoren gewonne-
ne konvergiert (siehe [97]). Leider ist dies kein geeigneter Weg fiir praktische Berechnungen,
da mit steigendem Regularisierungsparameter das Problem numerisch meist schlecht kon-
ditioniert ist. Zudem gilt diese Konvergenzaussage zunéchst nur fiir den Normalkontakt,
sodass der Einfluss der Regularisierungsparameters auf die Reibkréafte noch einer nédheren

Untersuchung bedarf.

2.3.2.3 Spezielle Ansatzfunktionen

Mit der Kontaktspannung 5; = oi2&\? 4 7@)g")

des Kontaktes FC” )

am Korper i lautet die virtuelle Arbeit

sWED = / o (089 67 = 67) - 2 4 79 (o7 = o) - &) da

= WS+ oWl (2.154)

In einfachen Féllen wird es moglich sein, die Ansatzfunktionen so zu wéhlen, dass das Verbot
des gegenseitigen Ineinandereindringens schon durch den Ansatz erfiillt ist. Dafiir muss die

Bedingung
57 - €W L 57 @0 g7 @) — g e) = (2.155)
gelten. Die tangentialen Bewegungen diirfen dabei jedoch nicht eingeschrankt sein, d.h.

o &l 67 g unabhingig  ~ ia. 07 - &) — 67 @) £ 0. (2.156)

Offenbar verschwindet die virtuelle Arbeit 5Wg{1) dann identisch und es verbleiben nur noch

die Anteile der tangentialen Spannungen. Da bereits durch die Wahl der Ansatzfunktionen
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die kinematische Nebenbedingungen fiir den Normalkontakt erfiillt ist, stellt diese Form

eine Formulierung in Minimalform dar.

Sind geeignete Ansatzfunktionen jeweils in den Zeilenmatrizen ® zusammengefasst, so lautet

die gesamte virtuelle Arbeit im Kontakt

W = [ (s ] 0] ) - da = oW 2150
C

Der Betrag 7(%) der Reibspannung in einem Kontaktpunkt ist wiederum durch ein Reibungs-
modell beschrieben. Nach Coulomb folgt

70 = o)) (2.158)
mit der Gleitreibungszahl p, die im Folgenden als konstant, d.h.
(= const, (2.159)

oder als Funktion des Betrages der Relativgeschwindigkeit im Kontakt (@ = u(t,¢;)) betrach-
tet wird. Da die Relativgeschwindigkeit von der Lage und den Geschwindigkeitskoordinaten
der Korper sowie den Fiihrungsgeschwindigkeiten abhéngt, gilt in diesem Fall

= 1(ds, . i, g, Vi, V). (2.160)
In beiden Féllen héngt die Reibspannung von der Normalspannung o,, im Kontakt ab. Die-
se lasst sich jedoch nicht mehr aus den Lagrange-Multiplikatoren oder aus der Penalty-
Formulierung (”Steifigkeit”) des Kontaktes bestimmen. Sie ist aber mit Hilfe der Spannungs-
tensoren der Korper bestimmbar. Ist gi der Cauchy-Spannungstensor des i—ten Korpers, x
die rdumliche Koordinate eines Oberflachenpunktes und 5,5“ ) die Oberflichennormale in die-

sem Punkt, so ist die Kontaktnormalspannung als
o) —

n = (gi(i)5n> “En (2.161)

gegeben. Der Spannungstensor 51- ist durch ein Materialgesetz mit dem Verzerrungstensor
g verkniipft. Nach Zerlegung in einem Koordinatensystem und Einfiihrung der Voigtschen
Notation [2]

g = (511 €99 €33 2523 2513 2612)T und g — (0’11 0920330923013 0_12)T (2162)
fiir den Spannungs- und Verzerrungstensor gilt mit e = Bq fiir elastisches Material

o = Ce = CBq (2.163)
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und fir viskoelastische Materialien

0" = Ce + Dé = CBq + DBq. (2.164)

Ist e, = [n1 2 ng]T die Zerlegung der Korpernormalen €, im betrachteten Oberflichenpunkt

X, ldsst sich damit die Spaltenmatrix n = [n? n3 n2 2ngn3 ning + ning  ning +

nine|’ aufbauen, mit deren Eintriigen das Skalarprodukt des Spannungsvektors auf den
Normalvektor in Voigtscher Notation als n' o geschrieben werden kann. Es folgt damit fiir

elastische Materialien
c@ = n"e¥ =n"CBq (2.165)
und fiir fiir viskoelastische Materialien

c@ = n"¢" =n' [CBq+ DB{]. (2.166)

Fasst man die Projektionen der diskretisierten Gleitreibungsrichtung €; auf die Ansatzfunk-
tionen wieder in den Zeilenmatrizen t;;; = ®;/; - €; zusammen, so lassen sich auch hier

folgende Falle unterscheiden:

e fiir holonome Reibung ldsst sich die Richtung der Gleitreibung in Abhéngigkeit der

Lagekoordinaten q;/; als tg i = tg j(qi, q;) ausdriicken, wihrend bei

e nichtholonomer Reibung diese Richtung nur iiber die Relativgeschwindigkeiten im Kon-

takt zu ermitteln ist. Es gilt dann tf\/fj = tf\/’j(qi, qj, 4, 4, vg), vgpj)).

In die virtuelle Arbeit eingesetzt ergibt das mit den Abkiirzungen q = [q] , q;]T und t =

[t; , —t}]" fiir elastische Materialien
W8, = &q" /Fw) eV 0 CBqda = 6q' TH N g = 5q FI/Y (2.167)
C

und fiir viskoelastische Materialien

oWg, = oq / - p[t?”N " [CBq + DBq] da = 6q' To/ N q + 64" T/ Vg
rg]

= 5q'Fy,. (2.168)

Die hierdurch definierten verallgemeinerten Kontaktkréfte lassen sich um eine Referenzlosung

qo mit q = qp + Aq linearisieren. Fiir allgemeines T und allgemeines (viskoelastisches)
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Materialverhalten gilt fiir die Linearisierung

0 . 0 ) )
Fr(qo +Aq) ~ [Tcdl,+ 7q (Tea+Tpq)| Aq+ % (Teq + Tpq)| Aq (2.169)
0 0
0T¢ 0Ty .
- [T ol Te+ 2224 A
0T¢ 0Tp . .
— —_— T A 2.1
+<aqq+aqq+ D>Oq (2.170)
= [Teal, + (Heo + Tepo+Hpp) Aq
+He1+Hp1+Tpo) Aq (2.171)
= Fro+ (Ho+ Tcp) Ag+ (Hy + Tp,) Aq. (2.172)

Der Beitrag Hy = H¢e o + Hp o zur lageproportionalen Matrix beriicksichtigt dabei die La-
geabhéngigkeit der Richtung der tangentialen Oberflichenkréfte, wéhrend T¢ o den Einfluss
der Lagednderungen auf die Normalkraft und somit auf die Reibungskraft vermittelt. Analog
driicken die Matrizen H; = H¢ 1 +Hp; und Tp; den Einfluss der generalisierten Geschwin-

digkeiten auf rdumliche Orientierung und Betrag der Reibkréfte im Kontakt aus.

2.3.2.3.1 Reibungsfreier Kontakt Da die Ansatzfunktionen a priori die Nichtein-
dringbedingung erfiillen, ist der Fall des reibungsfreien Kontaktes bereits durch die diskre-
tisierten Ausgangsgleichungen stets erfiillt. Die linearisierten Differentialgleichungen lauten
in diesem Fall schlicht

MA§ + (D + G) Aq + QAq = 0. (2.173)

Offensichtlich ist es durch die Wahl spezieller Ansatzfunktionen moglich, auch fiir Probleme
mit kinematischen Nebenbedingungen Bewegungsgleichungen in Standardform zu generieren.
Dieses Vorgehen stellt somit die kontinuierliche Analogie zur Beriicksichtigung kinematischer

Nebenbedingungen bei der Wahl generalisierter Koordinaten dar.

2.3.2.3.2 Holonome Reibung mit konstantem Gleitreibungskoeffizient Kann die
Richtung der Gleitreibungsspannung als Funktion der generalisierten Koordinaten q ausge-

driickt werden, so gilt Tc = T&(u,q) und Tp = T (i, q).

Lasst sich die Kontaktnormalspannung aus einem elastischen Materialgesetz ermitteln, dann
ist Tp = 0 sowie T4 = T (11, q) und damit Ho; = 0. Beinhaltet das System keine Korper
mit viskoelastischem Verhalten, verschwindet zudem die Matrix der inneren Dampfung und

es gilt D = 0. Die linearisierten Bewegungsgleichungen lauten dann

MAG + (G) Ag+ (Q+ Hy + T¢p) Aq = 0. (2.174)
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Sobald einer der Korper innere Dampfung aufweist, trifft dies nicht mehr zu und es wird
D # 0. Tritt dieser Korper mit einem elastischen Korper in Kontakt, so kann jedoch auf-
grund des Schnittprinzips stets das elastische Materialgesetz des rein elastischen Korpers zur
Berechnung der Kontaktspannungen herangezogen werden. Die linearisierten Bewegungsglei-

chungen lauten in diesem Fall

MAG + (D + G)Aq+ (Q + Hy + Tep) Aq = 0. (2.175)

Ist das Materialverhalten beider Kontaktpartner durch wviskoelastische Materialgesetze gege-
ben, so ist Tp # 0. Fiir holonome Reibung gilt jedoch Tp = Tp(q) und somit H; = 0. Die

linearisierten Bewegungsgleichungen sind dann

MAG + (D + G+ Tpo) Aq+ (Q + Hy + Tco) Ag = 0. (2.176)

2.3.2.3.3 Allgemeine Reibung Im allgemeinen Fall ldsst sich die Richtung der Gleit-
reibungskraft nur iiber die Relativgeschwindigkeit im Kontakt ermitteln. Zudem ist der
Gleitreibungskoeffizient in vielen Anwendungsfillen vom Betrag der Relativgeschwindigkeit

abhéngig. In diesem Fall gilt also T¢ = Te(q,q) bzw. Te = Te(q, q).

Lésst sich die Kontaktnormalspannung iiber ein rein elastisches Materialgesetz ausdriicken,
so gilt Tp = 0 und somit Hy = H¢ o sowie H; = H¢ ;. Damit lauten die linearisierten

Bewegungsgleichungen
MAG+ (D +G +Hep)Adq+ (Q+Hep + Teop) Aq = 0. (2.177)

Die Matrix H¢ g beinhaltet dabei die Abhéngigkeit der Reibkraftrichtung von den generali-
sierten Lagekoordinaten q, wéhrend H¢; den Einfluss der generalisierten Geschwindigkeiten

ausdriickt.

Im allgemeinen Fall ist sowohl die Reibung (nach Richtung und Betrag) als auch die Kon-
taktnormalspannung von den generalisierten Koordinaten abhéngig. Es gilt dann Tp # 0
und somit Hy = Heo+Hpp und Hy = He 1 +Hp 1. Damit lautet die um die Referenzlosung

qo linearisierte Differentialgleichung in ihrer allgemeinsten Form

MAG+ (D+ G +H; 4+ Tpo) Aq+ (Q +Hp + Teo) Aq = 0. (2.178)



Kapitel 3

Zur Stabilitit stationirer Losungen

In reibungsbehafteten Systemen treten haufig Schwingungen ohne duflere Anregung oder
sonstige Einflussnahme auf. Man spricht hierbei von selbsterregten Schwingungen, da ihr
Auftreten und ihre Erscheinungsweise vollstéindig vom System bestimmt sind und nicht von
auflen aufgeprigt oder gesteuert werden (siche beispielsweise [53]). Sie stellen damit in ge-

wisser Weise den Gegensatz zu zwangserregten Schwingungen dar.

Eine in der technischen Anwendung typische Situation ist ein stationér betriebenes System,
in dem aus einem stationédren Betriebspunkt heraus Schwingungen entstehen. Dies lédsst sich
als kinetische Instabilitdt der betrachteten stationdren Losung interpretieren. Um die Me-
chanismen hinter reibungserregten Schwingungen zu verstehen, ist es also notwendig, eine
Stabilitdtsuntersuchung des Systemzustandes durchzufiithren, aus dem heraus die Schwin-

gungen entstehen.

Ausgehend von den bisher gewonnenen Erkenntnissen hinsichtlich Form und Struktur der
beschreibenden Systemgleichungen wird im Folgenden untersucht, welche Arten von Insta-

bilitaten auftreten konnen.

Da dies im Hinblick auf reibungserregte Schwingungen geschehen soll, werden die zirkulato-

rischen Beitrédge Np; aus der inneren Ddmpfung im Folgenden vernachléssigt.

3.1 Grundsiatzliches zur Stabilitat

Als Bestandteil der alltdglichen Sprache scheint der Begriff der ” Stabilitéit” eine klar definier-
te Bedeutung zu haben — doch erkennt man schnell, wie schwierig es ist, diesem Begriff eine
konkrete physikalisch-mathematische Bedeutung zu geben. Insbesondere zeigt sich, dass der
Begriff der Stabilitét stark vom betrachteten Objekt bzw. den interessierenden Eigenschaften
abhéngt.

Moderne, physikalisch-mathematische Stabiltétsbegriffe basieren im Wesentlich auf folgen-

den Uberlegungen: Gegenstand der Betrachtungen sind eine Grundbewegung (Referenzbe-

49
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gestorte Losung gestorte Losung
Referenz Referenz e t=0

a) e b) et

Abbildung 3.1: Zur Stabilitdtsdefinition: a) orbitale Stabilitdt. b) Ljapunow-Stabilitét.

wegung), deren Stabilitdt untersucht werden soll, sowie eine benachbarte Bewegung, die man
als Reaktion des Systems auf eine anfangliche Stérung interpretieren kann. Da bislang nicht
néher definiert wurde, welche Art von System betrachtet wird, ist die Interpretation des Be-
griffs ”Bewegung” im Sinne einer zeitlichen Abfolge von eindeutig beschreibbaren Zustédnden

zunéchst hinreichend genau.

Um die Entfernung zweier Zusténde wihrend der Bewegung zu messen, werden nun geeignete
skalare Abstandsmafe eingefiihrt. Das Verhalten dieses Abstandes entscheidet dann iiber die
Stabilitdt des untersuchten Referenzzustandes: bewirkt eine begrenzte anfangliche Storung
ebenfalls nur begrenzte Abstéinde zwischen gestortem Zustand und Referenz, so bezeichnet
man die zugrundegelegte Referenzbewegung des betrachteten Systems als stabil, andernfalls

wird sie als instabil bezeichnet.

Obwohl der Begriff ”Zeit” bisher nicht verwendet wurde, lasst der Verweis auf das ” Verhal-
ten des Abstandes” bereits erahnen, dass Stabilitdt grundsétzlich ein kinetisches Problem
darstellt. Letztlich wird die Bewegung eines Zustandes um eine interessierende Referenzbewe-
gung beobachtet und bewertet. Neben dieser allgemeinen kinetischen Stabilitdtsformulierung
gibt es auch eine Reihe statischer Formulierungen (beispielsweise der Satz von Lagrange-
Dirichlet), die oft gute Dienste leisten, jedoch in manchen Féllen — wie z.B. bei der Be-
trachtung von Flatter-Instabilitdten — versagen. Dieser Exkurs ist insofern von Interesse, als
es nicht zuletzt Probleme mit Folgelasten waren, die in der Mitte des vergangen Jahrhun-
derts als Beispiel fiir Probleme dienten, die nur mit einer kinetischen Stabilitdtsdefinition
behandelt werden konnen (siche [5], [49], [98] und Abschnitt 1.3.1).

Wie sich spéter zeigen wird, fithren die betrachteten Probleme mit nichtkonservativen Kon-
taktkraften i.a. auf eben solche Probleme, sodass zur Beurteilung der Stabilitét die kinetische

Stabilititstheorie herangezogen werden muss.

In den genannten Erlduterungen wurde stets von Abstédnden zwischen zwei Bewegungen,
d.h. Folgen von Zustédnden, gesprochen — ohne dass ndher definiert wurde, durch was das
jeweilige Paar von Zustédnden, zwischen denen ein Abstand gemessen wird, zu definieren ist.
Es zeigt sich, dass diese Definition von entscheidender Bedeutung fiir die Beurteilung des

Stabilitatsverhaltens sein kann. Die wichtigsten Definitionen sind:

e Ist ein Zustand der gestorten Bewegung gegeben, so wird der Abstand zum — im Sinne
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des Abstandsmafles — nédchstgelegenen Zustandes der Referenzbewegung ermittelt. Dies
erfasst also die Ndhe der Bahnkurven zueinander, ohne Beachtung der Zeitpunkte,
wann die entsprechenden Zustande erreicht werden (siche Abbildung 3.1 a). Da die
Zeit keine Rolle spielt wird diese Definition als rein geometrisch bezeichnet [49] und

dient als Grundlage fiir die sogenannte orbitale Stabilitdt.

e Eine Alternative besteht darin, beide Zustédnde zu einem gemeinsamen Zeitpunkt aus-
zuwéhlen: denkt man sich beide Bewegungen (also Referenz und gestorte Bewegung)
gleichzeitig gestartet, so entspricht dies einem ”Schappschuss” zu einem Zeitpunkt.
Da diese Definition die Zeit als bestimmende Grofle beinhaltet, spricht man hier von
einer kinematischen Definition und wahlt diese im Rahmen der Stabilitditstheorie nach
Ljapunow (siehe z.B. [18], [49], [76]).

Dariiber hinaus wurde bislang der Begriff des ” Abstandes” nicht ndher konkretisiert. Die
Schwierigkeiten bei einer Definition werden offenbar, wenn man sich vor Augen halt, dass ein
Skalar gefunden werden soll, der die Konfiguration (Zustand) eines unendlich-dimensionalen

Kontinuums charakterisiert. Hierzu gibt es prinzipiell zwei Herangehensweisen:

e Definition eines Mafles, das die Auslenkung eines Kontinuums skalar beschreiben kann:
eine naheliegende M&glichkeit besteht hierbei beispielsweise in der Wahl einer Energie
als Maf} fiir Deformation und Bewegung des Kontinuums. Der Vorteil einer solchen
Methode liegt darin, dass die partiellen Differentialgleichungen ohne vorherige Umfor-
mung zum Gegenstand der Untersuchung gemacht werden. Die Schwierigkeit besteht

u.a. in der geeigneten Formulierung eines Energiemafles.

e Diskretisierung der partiellen Bewegungsgleichungen fiihrt auf endlich-dimensionale
Koordinatenvektoren in einem Konfigurationsraum zur Beschreibung des Zustands des
Kontinuums. Dies gestattet die Verwendung herkommlicher Abstandsmafle (z.B. Eu-
klidsche Vektornorm), setzt jedoch eine konsistente Diskretisierung voraus. Auch fiir

diskretisierte Systeme ist die alternative Verwendung einer Energienorm méglich.

I
1
I
1
d /

»

t

a) | "t b)) | t

Abbildung 3.2: Verhalten der Referenz: a) attraktiv. b) stabil.  ¢) asymptotisch stabil.

Ist ein geeignetes Abstandsmafl eingefiihrt, so muss schliellich noch der Begriff der Stabilitét
anhand dieses Mafles definiert werden [18], [21].
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Geht der Abstand d fiir t — oo langfristig gegen null, so bezeichnet man die untersuchte
Referenz als attraktiv. Dabei wird keine weitere Beschrankung des Abstandes vorgenommen
(sieche Abbildung 3.2 a).

Léasst man wihrend der gesamten Bewegung maximal den Abstand e zwischen Losung und
Referenz zu, so wird fiir orbitale Stabilitdt und Ljapunow-Stabilitdt in der Regel gefordert,
dass ein gleichméfig stetiger Zusammenhang zwischen diesem Maximalabstand € und dem
Anfangsabstand § = d(¢) besteht. Unter dieser Voraussetzung ist es moglich, unabhéngig
vom betrachteten Zeitpunkt fiir jede beliebig kleine Fehlerschranke ¢ ein geeignetes d(g) zu
finden, um diese Schranke einzuhalten (siehe Abbildung 3.2 b). Ist dies erfiillt, wird die

Referenzlosung im Sinne des zugrundegelegten Stabilitatsbegriffs als stabil bezeichnet.

Ist die Referenz sowohl stabil als auch attraktiv, so wird sie als asymptotisch stabil bezeichnet

(sieche Abbildung 3.2 c).

3.2 Energetische Vorbetrachtung

Eine energetische Betrachtung ldsst sich mittels einer Energienorm A aufbauen, die einen
Zustand geeignet charakterisiert. Zur Beurteilung des Abstandes zwischen einer Lésung und
einer Referenzlosung lésst sich dann die Differenz Ah der Energien heranziehen [49]. Dabei
sollen die zu vergleichenden Zustdnde zu ein und demselben Zeitpunkt gewéhlt werden,

sodass eine Stabilitédtsdefinition im Sinne Ljapunows zugrundegelegt wird.

In Ubertragung der fiir endlichdimensionale Systeme iiblichen Begriffe auf Kontinua (siche

beispielsweise 3.3) werden im Folgenden drei Fille unterschieden:

e Die Energienorm geht langfristig gegen null: es gilt dann hm Ah = 0 und die Abwei-
chung zwischen gestorter Losung und Referenzlosung Verschwmdet fiir t — oo. Die
betrachtete stationire Losung wird dann als attraktiv bezeichnet. Bleibt die Energie-
norm zudem wéhrend des zeitlich Grenziibergangs stets begrenzt im Sinne Ljapunow-
schen Stabilitdtsdefinition (s.0.), so ist das Verhalten des System asymptotisch stabil.
Ist das Systemverhalten und damit Ah keine explizite Funktion der Zeit, lasst sich die
Bedingung durch %Ah < 0 ersetzen.

e Ist Ah = 0, so kann das System als grenzstabil betrachtet werden. Insbesondere in die-
sem Grenzfall ist jedoch auf die erwihnte Problematik hinzuweisen, dass ein integrales

Mafl mitunter lokale Geschehnisse verdeckt.

e Fiir Ah > 0 ist das System instabil.

Es ist dabei zu beachten, dass ein solches Energieintegral nur auf notwendige Kriterien fithren
kann. Denn selbst wenn das Energieintegral unveréndert bleibt, konnen lokale Bewegungen
auftreten (siche hierzu [39], [43]).
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Aus dem allgemeinen Arbeitssatz folgt, dass die zeitliche Anderung der Gesamtenergie h eines
Korpers dem Leistungsfluss iiber die Systemgrenzen entspricht (siehe z.B. [12]). Im Folgenden
wird nun ein Korper betrachtet, der sich in einer stationiren Ruhelage befindet und an dem
aufler den Kontaktkriaften nur Zwangskrifte angreifen, die keine Leistungen haben sollen.

Liegt nur ein Kontakt vor, so gilt fiir die Anderung der Energie des betrachteten Korpers

d .
—h = / §-uda. (3.1)
" Jr,

Nun soll gekldrt werden, in welchem Zusammenhang # und § stehen miissen, um eine positive

oder negative Leistungsbilanz in diesem Kontakt zu bewirken.

F(t) F(t)
N A

—x THuN()
@_ o v

Urel

Abbildung 3.3: Zur Leistungsbilanz der Kontaktkréfte (v, > ).

Zunichst soll einer Idee aus [70] folgend, die Leistung in Abhéngigkeit des Phasenwinkels
zwischen Schwankungen der Spannung und der Verschiebung angegeben werden. Es wird ein
punktformiger Kontakt betrachtet, dessen Position u = u(t) als Funktion der Zeit bekannt
sei. Er wird durch die vertikale Kraft F'(¢) auf einen sich mit einer Transportgeschwindigkeit
vo bewegenden Untergrund (”Forderband”) gepresst. Infolgedessen wirkt im Kontakt die
Normalkraft N(t) = F(t) sowie die Reibkraft R = uN. Dabei wird angenommen, dass
lediglich Gleitreibung vorliegt, die ihre Richtung nicht dndert, d.h. vy > max |u|.

Die Anderung der Gesamtenergie h durch die Arbeit der Reibkraft lautet h = puN (t)a(t).
Durch Integration {iber einen Zyklus lasst sich die durch die Reibkraft geleistete Arbeit

ermitteln, welche dann als Kriterium zur Beurteilung der Stabilitéit dienen soll.

Ist die Verschiebung mit u(t) = @ coswt gegeben und schwankt die Normalkraft mit der
gleichen Kreisfrequenz, jedoch verschoben um die Phase ¢, d.h. N(t) = Ny + N cos(wt — ),

so gilt iiber einen Zyklus die Bilanz

: 1 (% . .
Ah = }{hdt = —/ —wusinwt u(Ny + N cos(wt — ¢)) d(wt) = —paNmcosp. (3.2)
wWJo

Offensichtlich ist fiir Phasenwinkel ¢ € }g, 37”[ die iiber einen Zyklus eingetragene Energie

Ah positiv und die Ruhelage somit instabil.
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1

= o
3

Abbildung 3.4: Arbeit Ah der Kontaktkraft {iber einen Zyklus in Abhéngigkeit von der
Phasenlage.

Auffillig ist hierbei, dass weder die Amplituden N, @& der Normalkraft bzw. Auslenkung noch
der Gleitreibungswert p oder die Vorspannung N, einen Einfluss auf die Stabilitdt haben.

Einzig die Phasenlage ¢ entscheidet hieriiber.

FEine weitere Moglichkeit besteht darin, dass zwischen v und R keine Phasenbeziehung be-
steht, sondern R von der Geschwindigkeit von u abhéngt. Dies ist bespielsweise der Fall bei
der sogenannten ”fallenden Kennlinie”, bei der in der Nahe einer stationdren Losung der
Gleitreibungswert durch pu ~ po + ¢, v mit v, = v9 — 1 gegeben ist. In diesem Fall lautet
die Arbeit Ah der Kontaktkraft iiber einen Zyklus

. 1 2

Ah = }{hdt = —/ —wilcoswt (po + cuvy — cu(—wsinwt)Ny) d(wt) = —we,um. (3.3)
w Jo

Offensichtlich ist Ah fiir ¢, < 0 positiv und die Reibkraft fithrt dem System Energie zu.

Dies steht im Einklang mit dem bekannten Mechanismus der ”fallenden Kennlinie” (siehe
Abschnitt 1.3.2 oder beispielsweise auch [61]) .

3.3 Stabilitidt des diskretisierten Systems

Bei der Berechnung von (Naherungs-)Losungen partieller Differentialgleichungen wird man in
der Praxis auf Separationsansétze zuriickgreifen, die letztlich auf Systeme von gewohnlichen
Differentialgleichungen fithren. Die Koordinaten jeder dieser Differentialgleichungen las-
sen sich als Punktkoordinaten des entsprechenden Zustands in einem Zustandsraum in-
terpretieren. Mit dieser Interpretation liegt es nahe, als Abstandsmafl fiir die Stabi-

litdtsuntersuchungen den Euklidschen Abstand zweier Punkt im Zustandsraum aufzufassen.

Im Folgenden wird angenommen, dass die zirkulatorischen Anteile Np; aus der inneren

Dampfung verglichen mit denen aus der Linearisierung der Reibungskrifte vernachlassigbar
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sind. Es wird daher N ; = 0 gesetzt. Wie in Kapitel 2 gezeigt, werden die zu untersuchenden

Systeme dann durch Differentialgleichungen der Form
Mg + (D + G)q+Kq=1(q,q) (3.4)

beschrieben, wobei f = f(q,q) die i.a. nichtlinearen Kontaktkrifte und iibrigen Krifte re-
préasentiert (sieche Gleichung (2.89)). Soll nun eine stationdre Losung qp auf ihre Stabilitéit
untersucht werden, so lautet der Abstand Aq(t) = q(t) — qo(t) zwischen einer Losung q(t)

und dieser Grundlosung
MAG+ (D + G)Aq+ KAq = f(q,q) — f(qo, qo)- (3.5)

Diese Abstandsdefinition als Differenz einer Losung zur Referenzlosung zu einem gegebe-
nen Zeitpunkt bedeutet dabei iibrigens, dass eine Stabilitdtsdefinition im Sinne Ljapunows

gewahlt wurde.

Im Folgenden wird angenommen, dass die rechte Seite ausreichende Differenzierbarkeit auf-
weist und lokal iiber eine Taylor-Reihe approximiert werden kann. Ist die Losung q(t) be-

nachbart zur Referenzldsung, so lésst sich die rechte Seite damit als

of

. . of
f(q,q) — f(qo, qo) = Pa

Aq+ —

5| da 0@ (3.6)

q0,90 d0,90

ausdriicken, wobei O(2) die Gesamtheit der Terme ab zweiter Ordnung andeutet.

Mit
of of
PR:——, und QR——— (37)
04 90,90 dq 90,90
lauten die linearisierten Differentialgleichungen fiir die Storung Aq
MAG+ (D+ G +Pgr)Aq+ (K+ Qr)Aq=0. (3.8)

Diese werden als Storungsgleichungen der ersten Ndherung oder auch als Variationsglei-
chungen bezeichnet (z.B. [49]). Wie in Kapitel 2 gezeigt wurde, sind die Gleitreibungskrifte
fiir stationére, autonome Bewegungen nicht zeitabhéngig. Diese Matrizen héngen jedoch im
Allgemeinen von den gewéhlten Kontaktformulierungen ab: Details hierzu finden sich in
Kapitel 2.3.2.

Somit sind alle Systemmatrizen in (3.8) zeitlich konstant und nur vom Linearisierungspunkt
(d.h. der Grundlésung qp) abhéngig.

Da Gleichung (3.8) ein System linearer, homogener Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten darstellt, lasst sich das Zeitverhalten der Storungen Aq bequem anhand ei-

ner Eigenwertanalyse beurteilen. Mit dem Ansatz Aq = re* erhilt man das quadratische
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Eigenwertproblem
[MA2 4+ (D + G +Pgp) A+ (K+Qp)r=0 (3.9)

mit den Eigenwerten A\ und den Eigenvektoren r.

Stellt qg eine hyperbolische Ruhelage dar, d.h. sind alle Realteile der Eigenwerte A von null
verschieden, so ldsst sich die Stabilitdt des Systems (3.4) in der Ndhe von qo anhand der

linearisierten Storungsgleichungen untersuchen (siehe [34]).

Mit einer Norm | - | lautet der Abstand d der gestorten Losung q von der Referenzlosung qq

dann
d = |Aq| = |re*| = |r|e. (3.10)

Sind die Eigenwerte A des Systems (3.9) bekannt, so ist die Stabilitdt der trivialen Losung
der Storungsgleichung (3.9) — und damit der Referenzlosung qg — vollstindig bestimmt. Man
unterscheidet folgende Fille:

e Re{\;} <0 (¢« = 1,...,n): alle Eigenwerte der Stérungsgleichung (3.9) haben ne-
gative Realteile. Alle Losungsanteile klingen ab und die untersuchte Losung wird als

asymptotisch stabil bezeichnet.

e max{Re{\;}} = 0 (i = 1,...,n): es gibt Eigenwerte zur Stérungsgleichung (3.9),

deren Realteil nicht verschwindet.

Die untersuchte Ruhelage des zugrundeliegende nichtlinearen System ist damit kein
hyperbolischer Punkt und eine Beurteilung der Stabilitdt anhand der linearisier-
ten Gleichung ist nicht mehr zulidssig. Eine Stabilitdtsbeurteilung ist nur unter
Beriicksichtigung hoherer Glieder der Taylor-Entwicklung moglich. In der Praxis ist
dies jedoch nur selten notwendig, da durch die beiden anderen Fille das Stabi-

litatsgebiet hinreichend eingeschlossen ist.

e max{Re{\;}} > 0 (« = 1,...,n): mindestens ein Eigenwert der Stérungsgleichung
(3.9) hat einen positiven Realteil. Fiir beliebige Anfangsstorungen wird somit min-
destens eine der Eigenltsungen zu einem Aufklingen der Gesamtlosung fithren. Die

untersuchte Referenzlosung ist damit als instabil zu bezeichnen.

Wie zuvor besteht auch beim diskretisierten System eine alternative Herangehensweise in
der Betrachtung der zeitlichen Entwicklung eines Energieausdruckes. Ist die sogenannte
Hamilton-Funktion h als Funktion der Systemmatrizen gegeben, so lassen sich durch Um-
formulierung von (3.8) Matrizengleichungen fiir %h angeben. Das Verhalten von h kann
dann mitunter vollstéindig auf Basis von Matrizeneigenschaften (wie Definitheit, Symmetrie)

begriindet werden.
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3.3.1 DMatrizeneigenschaften und Stabilitét

Ausgehend von Symmetrieeigenschaften der Systemmatrizen lassen sich in manchen Féllen

bereits grundlegende Aussagen iiber ihren Einfluss auf das Stabilitdtsverhalten treffen.

Ist A eine reelle quadratische Matrix und u eine reelle Spaltenmatrix, so gilt

A=A" : uwAu>0 (A ist positiv definit) (3.11)
u Au >0 (A ist positiv semidefinit) (3.12)
A=—-A" : uAu=0. (3.13)

Fiir viele mechanische Systeme fiihrt die Linearisierung um eine Grundlosung auf Gleichungs-

systeme der Form
M4 + (Deg + Gegr) G + (Ko + N)q = 0, (3.14)

die kleine Bewegungen um die Referenzlésung beschreiben. Der Index ().g deutet hierbei
an, dass die Matrizen i.a. nicht mehr nur aus den Beitragen der Strukturdynamik bestehen,
sondern auch die symmetrischen bzw. schiefsymmetrischen Anteile aus der Linearisierung
der Kontaktkrifte beinhalten.

Hierbei ist die Massenmatrix aus physikalischen Griinden immer positiv definit, d.h. Mg >
0. Zudem wird im Folgenden angenommen, dass die Steifigkeitsmatrix ebenfalls positiv de-

finit ist (K > 0). Die Systemmatrizen weisen folgende Symmetrieeigenschaften auf:

M=M' , Dyp=D}; , Ky=Kj , Gy=-Gj , N=-N'". (3.15)

Linksmultiplikation von Gleichung (3.14) mit ¢' fiihrt nach kurzer Rechnung unter Beach-

tung der Beziehungen

1 1

T= 5 1’ Mg , U= §qTKeﬁq

fiir die kinetische und potentielle Energie auf

d T .
3 (T+U) = -4’ Dy — &' Na. (3.16)

Da M, K.z > 0 angenommen wird, stellt die Summe h = 7"+ U eine geeignete Ljapunow-
Funktion dar ([18], [49], [56]) und kann zur Beurteilung der Stabilitét herangezogen werden.

Offensichtlich wird eine positiv definite Démpfungsmatrix (D.g > 0) dem System wegen
q'D.yq > 0 Energie entzichen. Fehlen die zirkulatorischen Beitrige (N = 0), so gilt

h=— 1 D.yq und die Gesamtenergie nimmt ab. Ist die Dimpfungsmatrix lediglich positiv
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semidefinit Doy > 0, so wird dem System im Allgemeinen ebenfalls Energie entzogen. Da le-
diglich ¢'D.gq > 0 sichergestellt ist, kénnen in Sonderfillen Schwingungsmuster existieren,
bei denen die Gesamtenergie h = T + U unveradndert bleibt. Konkret sind dies Bewegun-
gen, fiir welche die generalisierten Geschwindigkeiten ¢ wéhrend der gesamten Bewegung
im Kern der Dadmpfungsmatrix liegen, d.h. ¢ € ker D.g, und damit h = qTDeﬁq =0.In
vielen Fillen jedoch existieren trotz nur semidefiniter Dampfung D > 0 keine ungeddmpften

Eigenbewegungen: man spricht dann von durchdringender Dampfung.

Der Beitrag des schiefsymmetrischen Anteils N zur lageproportionalen Matrix ist leider nicht
so einfach auf Basis von Matrizeneigenschaften zu untersuchen und wird im weiteren Verlauf
der Arbeit eingehend diskutiert.

Die gyroskopische Matrix Geg leistet keinen direkten Beitrag zur Leistungsbilanz, da fiir
reelle Losungen q stets ' Gopq = 0 gilt. Indirekt kann Gg jedoch durchaus das Stabi-
litdtsverhalten beeinflussen. Im Allgemeinen sind Losungen des Systems mit gyroskopischen
Einfliissen unterschiedlich zu denen ohne: hierdurch ist es moglich, durch gyroskopische Ein-
fliisse instabile Losungen zu vermeiden. Im allgemeinen Fall ist das gesamte System zu dis-
kutieren, dessen Verhalten durch das Zusammenspiel aller Systemmatrizen bestimmt wird.
Bekannte Beispiele sind gyroskopische Stabilisierung instabiler M-K—Systeme oder Desta-
bilisierung zirkulatorischer M-K-N—Systeme durch gyroskopische Einfliisse.

Da weitere dhnlich einfache Aussagen allein auf Basis der Symmetrie- und Definitheitsei-
genschaften der Systemmatrizen kaum moglich bzw. bekannt sind, ist in der Regel eine

Untersuchung der Eigenwerte des Systems notwendig.

3.3.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Zunichst sollen allgemeine Eigenschaften quadratischer Eigenwertprobleme diskutiert wer-
den. Fiir allgemeine mechanische Systeme fiihrt der Ansatz q = re’ auf das nichtsymmetri-

sche quadratische Eigenwertproblem
MM +PA+QJr=0 (M=M",P#P", Q#Q). (3.17)

Hierbei wurden die geschwindigkeitsproportionalen Anteile zur Matrix P = D + G zusam-

mengefasst. Die Matrix Q = K + N beinhaltet die lageproportionalen Anteile.

Zum Eigenwertproblem (3.17) ldsst sich auch das sogenannte Linkseigenwertproblem
£ MN¥+PA+Q]=0 < [MN+P'A+Q']£=0 (3.18)

formulieren. Sinngemé&f wird Gleichung (3.17) in diesem Zusammenhang auch als Rechts-

ergenwertproblem bezeichnet. Beide Eigenwertprobleme haben identische Eigenwerte A, die
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Rechts- und Linkseigenvektoren r bzw. £ sind jedoch nur fiir symmetrische Systemmatrizen

P=P", Q=Q gleich.

Die folgenden Uberlegungen werden fiir das Rechtseigenwertproblem (3.17) dargestellt, lassen

sich jedoch vollig analog auf das Linkseigenwertproblem (3.18) iibertragen.

Das allgemeine quadratische Eigenwertproblem (3.17) hat 2n Eigenwerte A samt der zu-
gehorigen Eigenvektoren r. Im Allgemeinen sind sowohl die Eigenwerte als auch die Eigen-
vektoren komplexe Grofien. Setzt man nun A = ¢ + jw und r = a + jb in (3.17) ein und

trennt Real- und Imaginérteil, so erhédlt man das homogene lineare Gleichungssystem

M(¢* —w?) +Po+Q —20wM — wP a) _, (3.19)
20wM + wP M(g* —w?) +Po+Q b/ '

3.3.2.1 Symmetrien des komplexen Spektrums, Eigenvektoren

Ist das Eigenpaar (A = o+ jw,r = a+ jb) eine Losung dieses Gleichungssystems, so ist das
konjugiert-komplexe Eigenpaar (A = 0 + j(—w),T = a + j(—b)) ebenfalls eine Losung, wie
man leicht durch Einsetzen priifen kann. Dies bedeutet, dass die Eigenwerte des Systems

(3.19) stets symmetrisch zur reellen Achse auftreten (vgl. Abbildung 3.5 a).

Im Im Im
(A1) A A A )
(A, 1) % (=, T) (A1) ~7<(_)\’ r)
)
~)< >Re >Re ‘Re
. MDY (A (AD* (=A1)
,r
o) MY +PA+Qlr=0 b) [MA? +QJr =0

Abbildung 3.5: Zur Lage von Eigenwerten in der komplexen Ebene. Mogliche Positionen
der komplexen Eigenwerte A\ sind mit x gekennzeichnet. In Klammern sind die Eigenpaare
bestehend aus einem Eigenwert und seinem FEigenvektor r zusammengefasst. a) Das Spek-
trum allgemeiner quadratischer Eigenwertprobleme ist stets symmetrisch zur reellen Achse.
b) Das Spektrum quadratischer Eigenwertprobleme mit P = 0 ist sowohl zur reellen wie
auch zur imagindren Achse symmetrisch.

Dariiber hinaus kann man sich leicht davon iiberzeugen, dass fiir P = 0 gilt: ist A eine
Losung des Gleichungssystems, so wird es auch von — A erfiillt. Mit dem zuvor Festgestellten

gilt dann, dass zu jeder Lésung A auch —\, A und —\ Loésungen sind.

Dies bedeutet, dass die Eigenwerte von Systemen der Form

[MX+Q]r=0 (3.20)
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ohne geschwindigkeitsproportionale Terme sowohl symmetrisch zur reellen wie auch zur

imaginédren Achse auftreten. Die zugehorigen Eigenpaare lauten (A, r) und (—A,r), (S\,T),
(=X, F).
Es soll an dieser Stelle betont werden, dass diese Eigenschaften nicht von den Symmetrieei-

genschaften der Matrizen P oder QQ abhéngen.

3.3.2.2 Existenz reeller Eigenvektoren

Obwohl Eigenvektoren im Allgemeinen komplexe Gréflen sind, lassen sich fiir viele praktisch
bedeutsame Systeme reelle Eigenvektoren finden. Hierbei ist anzumerken, dass in jedem Fall

komplexe Vielfache eines Eigenvektors wiederum Eigenvektoren sind.

Reelle Eigenvektoren r zu einem Eigenwert A = p 4 jw zeichnen sich durch die Form b = 0,

d.h. r = a aus. Setzt man Schwingungen voraus (w # 0), so kann Gleichung (3.19) zu

—(@ )M+ Q|

26M + P 0 (3.21)

umgeschrieben werden. Dies ist ein System von 2n Gleichungen fiir n Unbekannte in a.

Folglich muss a sowohl die obere als auch die untere Teilgleichung in (3.21) simultan erfiillen.

Dabei konnen zwei Falle unterschieden werden:

e 0 =0: der Eigenwert liegt auf der imagindren Achse und a ist ein Eigenvektor des
zugehorigen Systems ohne geschwindigkeitsproportionale Anteile: —w?M + Q. Dies ist

der Fall, wenn
P=0 gilt oder aber a € ker{P} (3.22)

und damit a Element des Kerns von P ist.

e 0 # 0: der Eigenwert liegt nicht auf der imaginéren Achse und a muss gleichzeitig eine

Losung der Matrizengleichungen
(®+wa=(M"'Q)a A 20a=(M'P)a

sein. Mit anderen Worten heiflit dies, dass a gleichzeitig ein Eigenvektor der Matrizen
(M~!'Q) und (M~'P) sein muss. Vormultiplikation dieser Gleichungen mit jeweils der

anderen Matrix ergibt

(0®+w’) (M'P)a=[(0®+w”)20]a=(M'P) (M 'Q)a (3.23)
A 20MT'Q)a= [20(0" +w?)]a=(M'Q) (M 'P)a. (3.24)
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Fiir o # 0 und w # 0 gilt diese Beziehung offenbar nur, wenn die Matrizen vertauschbar

sind (kommutieren), d.h. wenn die sogenannte Vertauschbarkeitsrelation
(M1Q) (M'P) = (M"'P) (M"'Q) (3.25)

erfiillt ist [60].

Entsprechen die Matrizen P und Q eines allgemeinen M-P-Q—Systems der Vertausch-
barkeitsbedingung (3.25), so sind die Eigenvektoren des zugehorigen M-Q—Systems
gleichzeitig auch Eigenvektoren des M-P-Q—Systems. Wie zuvor gezeigt, existieren zu

einem grenzstabilen M-Q—System stets reelle Eigenvektoren.

Erfiillt die Matrix P die Vertauschbarkeitsbedingung, so spricht man héufig von moda-
ler Dampfung. Ein géngiges Beispiel hierfiir ist die sogenannte proportionale Dampfung
(Rayleigh-Dampfung) mit P = aM + Q.

Fiir beliebige geschwindigkeitsproportionale Anteile, die diese besonderen Bedingungen
nicht erfiillen, werden im Allgemeinen nur komplexe Eigenvektoren zu finden sein.
Insbesondere sind die Eigenvektoren dissipationsloser gyroskopischer Systeme (d.h. der
Form M-G-Q) stets komplexwertig.

Ein im Weiteren interessanter Sonderfall liegt vor, wenn trotz verschwindender ge-
schwindigkeitsproportionaler Anteile der Realteil eines Eigenwertes nicht verschwindet,
d.h. wenn P = 0 und p # 0 gilt. In diesem Fall kann die zweite Matrizengleichung in
(3.21) nur durch die triviale Losung a = 0 erfiillt werden. Da dies kein Eigenvektor ist,

ist auch fiir diese Systeme offenbar ein komplexwertiger Eigenvektor notig.
Zusammenfassend lésst sich sagen, dass reelle Eigenvektoren nur fiir

e grenzstabile Systeme ohne geschwindigkeitsproportionale Anteile (o = 0, P = 0),

e fiir Systeme, bei denen die Matrix der geschwindigkeitsproportionalen Kréfte P mit

der Matrix der lageproportionalen Krifte Q vertauschbar ist (kommutiert) oder

e in Spezialfillen, wenn der entsprechende Eigenvektor Element des Kerns von P ist,

gefunden werden kénnen. Ansonsten kénnen nur komplexwertige Eigenvektoren angegeben

werden.

3.3.2.3 Reelle Darstellung von Eigenvektoren

Ein komplexes Vielfaches eines Eigenvektors ist stets ebenfalls ein Eigenvektor. Mit den

Eulerschen Gleichungen lassen sich die Elemente eines beliebigen Eigenvektors gemaf

. ; o \T
r=a+jb= (7’1 e T, e”’”)
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als komplexe Zeiger schreiben. Sind alle diese komplexen Zeiger in der komplexen Ebene

entlang einer gemeinsamen Geraden ausgerichtet, d.h. wenn
pimodm=p=const , i =1,...,n

gilt, dann ist der Vektor T = e™7% r ein rein reellwertiger Eigenvektor zu dem urspriinglich

komplexwertigen r (vgl. Abb. 3.6 a).

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass solche Eigenvektoren r, bei denen alle komplexen Ein-
trage das gleiche Winkelargument aufweisen, sich beziiglich des Rayleigh-Quotienten genauso

verhalten wie ihr reellwertiges Pendant r.

Im Folgenden sind unter dem Begriff des reellen Eigenvektors solche Eigenvektoren gemeint,
die entweder rein reelle Eintrége aufweisen oder durch Multiplikation mit einem geeigneten

komplexen Vorfaktor in ihr reelles Pendant iiberfiihrt werden koénnen.

Wenn es nicht moglich ist, einen komplexen skalaren Multiplikator zu bestimmen, der einen
Eigenvektor in sein reelles Pendant iiberfiihrt, so wird dieser Eigenvektor als komplexer
Eigenvektor bezeichnet (Abb. 3.6 b). In diesem Fall ist mindestens einer seiner Eintrige eine

komplexe Zahl.
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Abbildung 3.6: Zur reellen Darstellbarkeit von Eigenvektoren:
a) der Eigenvektor r = (ry, ro, r3)" ist reell darstellbar, b) r ist nicht reell darstellbar.

Da numerische Algorithmen zur Loésung von Eigenproblemen insbesondere fiir unsymme-
trische Eigenwertprobleme haufig komplexe Eigenvektoren ermitteln — obwohl reellwertige
Pendants existieren — sind diese Uberlegungen niitzlich um zu iiberpriifen, ob ein Eigenvektor

"echt” komplex ist, oder eine reellwertige Repréasentation existiert.
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3.3.3 Zusammenhang zwischen Eigenvektoren und Eigenwerten:
der Rayleigh-Quotient

3.3.3.1 Lineares Eigenwertproblem

Der verallgemeinerte Rayleigh-Quotient einer Matrix A ist definiert als

u'Au

Rul = 3.26
] = 228 (3.26)
wobei () = (_)T die konjugiert-komplexe Transponierte bezeichnet und u ein komplexer
Vektor ist.

Das lineare FEigenwertproblem der Matrix A lautet

Féllt u mit einem Eigenvektor r; von A zusammen, so liefert der Rayleigh-Quotient den

zugehorigen Eigenwert:

riAr;
A—AT] MYy A=A ™
)‘max
)\min )\max 'Re )\min 'Re

Abbildung 3.7: Eingrenzung von Eigenwerten (min-max):
a) symmetrische Matrix.  b) schiefsymmetrische Matrix.

Ist A = AT eine symmetrische Matriz, so ist der Rayleigh-Quotient R[u] eine rein reelle
Grofle — selbst wenn der Testvektor u komplexwertig ist. Man kann zeigen, dass fiir beliebige

Vektoren u
A=A"T uecC: Rul=a , Mpin<a<Apar, a€R (3.29)

gilt, wobei A und Apq. der kleinste bzw. grofite Eigenwert sind (siehe Abbildung 3.7).

Ist andererseits A = —AT' eine schiefsymmetrische Matriz, so ist der Rayleigh-Quotient
eine rein komplexwertige Zahl. Ist der Testvektor reell (oder besitzt eine reelle Darstellung),
so verschwindet der Rayleigh-Quotient. In diesem Fall haben nédmlich alle Komponenten

des Testvektors das gleiche Winkelargument ¢;. Dann kann u umgeschrieben werden zu
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u = e/fu,, wobei u, eine reelle Grofie ist. Damit lautet der Rayleigh-Quotient fiir eine

schiefsymmetrische Matrix A und einen reellen Testvektor
Rlu] = u'Au = e 7¥u Ae™?u, = u/ Au, = 0.
Zusammenfassend gilt

A=-A" Ju=a+jbeC, b#0: R[u]
b=0: RJu]

ja ) )\minéjaé)\maxy CLGR,
0. (3.30)

Man kann zudem zeigen, dass die Eigenwerte schiefsymmetrischer Matrizen symmetrisch zur
reellen Achse sind, sodass zu jedem A auch A ein Eigenwert der Matrix ist. Hieraus folgt,
dass der Wertebereich einer schiefsymmetrischen Matrix A ebenfalls symmetrisch zur reellen
Achse ist, d.h. A\ = —Apae ist (siehe Abbildung 3.7).

Weitere Details sind in [33] oder [99] zu finden.

3.3.3.2 Quadratische Eigenwertprobleme

Linksmultiplikation des quadratischen Eigenwertproblems (3.17) mit der konjugiert-
komplexen Transponierten des Eigenvektors r; = ' des Eigenvektors r liefert unter An-
nahme massennormierter Eigenvektoren, d.h. m = riMr; = 1, fiir die Eigenwerte \; die

Gleichung

d+jg
2

1
Ninjo = — + 5\/d? — g% — 4k + j (2dg — 4n), (3.31)

mit den EinschlieBungen

d = r'Dr; € [AD]mins ADlmaz] (3.32)
jg = r'Gr; € [NGlomin: NGlmaa] (3.33)
k =1/ Kr; € [AD]mins NKlmoa] (3.34)
jn = TNt; € A[Dlynins AlD]mas] (3.35)

Die aus den antimetrischen Matrizen G und N herriihrenden reellen Skalare g,n € R sind
nur dann ungleich null, wenn r nicht reell dargestellt werden kann (siehe Abschnitt 3.3.2.3).
Weitere Details finden sich beispielsweise in [33], [82].

3.3.3.3 Orientierung der Rechtseigenvektoren

Im Folgenden wird die Orientierung der Rechtseigenvektoren zueinander diskutiert. Dies
geschieht in Anlehnung an die Berechnung des Winkels zwischen zwei Vektoren unter Ver-

wendung eines reellen Skalarproduktes.
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Hierzu wird das quadratische Eigenwertproblem
(MM +Q]r=0 (3.36)

mit Q = K + N betrachtet.

Linksmultiplikation von (3.36) mit rj, ergibt
r, Mr;\? + r, Kr; +r; Nr; = 0. (3.37)

Vertauschen der Indizes und Subtraktion fiihrt unter Beachtung der besonderen Eigenschaf-
ten quadratischer Formen mit symmetrischen bzw. schiefsymmetrischen Matrizen (siehe
3.3.1) auf

(A7 — A7) rjMr; = —2r Nr;. (3.38)

Zeigt das System grenzstabile Schwingungen, so gilt A = —w? € R™, ¢ = 0. Folglich ist auch
die Differenz A2 — \? eine reelle Grofe. Fiir reelle Matrizen M, N existiert somit immer ein

Satz reellwertiger Eigenvektoren, die im Folgenden als massennormiert geméf
i=k: M =1 (3.39)

angenommen werden.

Dieses Ergebnis korrespondiert mit den Ergebnissen aus Abschnitt 3.3.2.2: fiir Systeme mit

P = 0 und o = 0 existieren stets reelle Eigenvektoren.

Gleichung (3.38) zeigt, dass Orthogonalitét zweier Eigenvektoren r;/; beziiglich der Massen-
matrix M fiir symmetrische Systemmatrizen (d.h. N = 0) und unterschiedliche Eigenwerte
stets erfiillt ist, da fiir A; # A\

(A = A) 1 Mr; =0 (3.40)

gilt. Fallen beide Eigenwerte zusammen, so verschwindet (AZ — A?) und iiber r, Mr; lassen
sich keine weiteren Aussagen treffen. Im Allgemeinen lassen sich dann r; und r; so wéhlen,

dass Orthogonalitdt beziiglich M gegeben ist.

Fiir nichtsymmetrische Systemmatrizen (also N # 0), ist r, Nr; = 0 nur dann erfiillt, wenn
r; und r; kollineare Vektoren sind, oder wenn einer von ihnen Teil des Kerns von N ist, also

wenn r; ; € ker{N} ist. Somit gilt im Allgemeinen

-
r; Nr;

i#k: riMr=-2—F "1
: (w7 —wp)

£0. (3.41)
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Fallen beide Eigenwerte zusammen, so folgt aus (A\? — A\?)r; Mr; = —2r] Nr; mit \, = \;,

dass
0 = —2r,Nr; (3.42)

gelten muss. Fir r;, ¢ ker{N} ist dies nur erfiillt, wenn beide Vektoren zusammenfallen,

also rp = r; gilt.

Es lasst sich fiir Systeme ohne geschwindigkeitsproportionale Anteile Folgendes zusammen-

fassen:

e sind alle Systemmatrizen symmetrisch, d.h. M = M' und Q = Q' (und somit N = 0),
kann immer ein System von Eigenvektoren angegeben werden, die orthogonal beziiglich
der Massenmatrix sind. Selbst im Fall mehrfacher Eigenwerte exisitiert ein vollstandiger

Satz von Eigenvektoren.

e ist die lageproportionale Matrix unsymmetrisch, d.h. ist N # 0, sind die Eigenvekto-
ren im Allgemeinen nicht mehr orthogonal beziiglich M. Insbesondere kénnen fiir zu-
sammenfallende Eigenwerte auch die zugehorigen Eigenvektoren zusammenfallen. Dies

bedeutet, dass die geometrische Vielfachheit nicht mehr der algebraischen entspricht.

Zeigt das System fiir P = 0 keine grenzstabilen Schwingungen mehr, d.h. ist o # 0, so sind
die Eigenvektoren zwingend komplexwertig (siehe 3.3.2.2). Somit verliert die Definition der

Orthogonalitdt mittels eines reellen Skalarproduktes ihre Brauchbarkeit.

Gleiches gilt fiir gyroskopische Systeme P = G = —G', die ebenfalls komplexe Eigenvekto-

ren haben.

Einzig fiir den Sonderfall geschwindigkeitsproportionaler Terme, welche die Vertauschbar-
keitsbedingung (3.25) erfiillen, ldsst sich der Orthogonalitatsbegriff auf Basis eines reellen

Skalarproduktes weiter verwenden, da dann reelle Eigenvektoren existieren.

Wie zuvor gezeigt, verliert die Vektorbasis der Rechtseigenvektoren ihre Orthogonalitét,
wenn die Systemmatrizen nicht mehr symmetrisch sind. In diesem allgemeinen Fall lésst sich
jedoch ein Satz von Rechts- und Linkseigenvektoren angeben, sodass zwischen einem Links-
und dem zugehorigen Rechtseigenvektor Orthogonalitdt im erweiterten Sinn vorliegt (siehe

[82], [99]).
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3.3.4 Parametereinfluss auf das Eigenwertspektrum

Mechanische Systeme hingen in der Regel von einer Vielzahl von Parametern, wie z.B. Form-

oder Betriebsparameter, ab. Fasst man diese p Parameter in einem Parametervektor p =

(p1,...,pp)" zusammen, so lautet nach der Algebraisierung das quadratische Rechtseigen-
wertproblem
(MM +PA+Q)r=0 — Lo(A\)r =0 (3.43)

mit dem Rechtseigenvektor r und Systemmatrizen M(p), P(p) und Q(p), die glatt von p

abhéngen sollen. Das zugehorige Linkseigenwertproblem ist dann
(MM +PA+Q)=0 — L Ly(\) =0 (3.44)

mit dem Linkseigenvektor £. Der Matrixoperator Lg(\) représentiert hierbei die von A

abhéngige Matrizenschar.

Der Eigenwert A ist in beiden Fillen (3.43), (3.44) durch die Determinante
det Lo()\) = det Lo(\)" =0

gegeben. Da eine skalare Gleichung durch Transposition nicht geédndert wird, sind die Eigen-

werte des Rechtseigenwertproblems und des zugehorigen Linkseigenwertproblems identisch.

In den meisten Féllen hat das charakteristische Polynom det Ly = 0 einfache Nullstellen und
die zugehorigen Eigenwerte werden als einfach bezeichnet. Zu jedem einfachen Eigenwert

existiert genau ein Eigenvektor.

Hat das charakteristische Polynom eine k—fache Nullstelle, so treten k gleiche Eigenwerte auf
und k bezeichnet man als die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes. Die Anzahl linear
unabhéngiger Eigenvektoren, die zu einem k—fachen Eigenwert gefunden werden kann, wird

als geometrische Vielfachheit k, bezeichnet. Allgemein gilt 1 < k, < k.

Wie in 3.3.2 gezeigt, haben mehrfache (k—fache) Eigenwerte von M-K—Systemen einen
vollen Satz von Eigenvektoren (d.h. k, = k). Auch fiir allgemeinere System kann dieser Fall
auftreten. Entspricht die algebraische Vielfachheit der geometrischen, d.h. ist & = £, und
k > 1, so spricht man von halbeinfachen Eigenwerten. Halbeinfache Eigenwerte treten in
praktischen Problemen héaufig dann auf, wenn Symmetrie in dem Sinne vorliegt, dass eine
Struktur zwei Schwingungsformen mit ein- und derselben Frequenz aufweist (z.B. homogene

Kreisplatte).

Existiert zu einem k—fachen Eigenwert nur ein Satz von k, < k Eigenvektoren, so wird dieser
Eigenwert als nicht-halbeinfach bezeichnet. Fiir den Sonderfall, dass zu einem mehrfachen
(k—fachen) Eigenwert nur ein einziger Eigenvektor existiert, spricht man von einem nicht-

derogatorischen Eigenwert.



68 KAPITEL 3. ZUR STABILITAT STATIONARER LOSUNGEN

Sind fiir einen Parametersatz p die Eigenwerte und Eigenvektoren bekannt, so ist es
grundsétzlich von Interesse, wie sich die Systemeigenschaften bei Verdnderung eines oder
mehrerer Parameter verindern. Von besonderer Bedeutung sind hierbei natiirlich die Eigen-
werte, da ihr Realteil Auskunft iiber das Stabilitdtsverhalten der zu untersuchenden Losung

des Systems gibt.

Der Einfluss der Systemparameter auf die Eigenwerte lésst sich beispielsweise durch
Storungsrechnung ([20], [22]) oder Differentiation der Eigenwerte (z.B. [50], [62], [82], [88])

ermitteln.

Im Folgenden wird weitgehend dem Vorgehen in [82] gefolgt, da dieses direkt mit dem qua-
dratischen Eigenwertproblem arbeitet. Ausgangspunkt ist dabei die Annahme, dass ein Ei-
genwert \(p) eine von p abhéngige analytische Funktion darstellt: man spricht hier auch vom
Eigenpfad. Dementsprechend kann A in der Nihe eines Entwicklungspunktes A\g = A(py) in
eine Potenzreihe entwickelt werden. In der Regel sind hierfiir Taylorreihen geeignet; ist pg

ein singulérer Punkt, ist stattdessen eine Newton-Puiseux-Reihe notwendig.

Im‘

>

a)

Abbildung 3.8: Arten von Eigenwerten, die bei Anderung eines Systemparameters auftreten
konnen:

a) Einfacher Eigenwert (k = 1). b) Fiir p # p* liegen zwei einfache Eigenwerte vor,
bei p = p* liegt ein halbeinfacher Eigenwert vor. Die Eigenpfade sind beim Durchschreiten
von p* glatt. c) Fir p # p* liegen zwei einfache Eigenwerte vor, bei p = p* liegt ein
nicht-derogatorischer Figenwert vor. Die Eigenpfade sind beim Durchschreiten von p* stetig,
jedoch nicht glatt.

Grundsétzlich lassen sich die Linkseigenvektoren aus dem transponierten Eigenwertproblem
(3.44) ermitteln. Beide Eigenvektorsétze lassen sich so normieren, dass mit dem Operator
L, = B%LO = 2AM + P die Orthogonalitéitsbeziehung

L Lir; =€, (2AM + P)r;, = 6y (3.45)
mit dem Kronecker-Delta d;;, gilt. Fasst man die Rechts- und Linkseigenvektoren zu Matrizen
ROI(I'l,...,I'n) s Rlz()\lrl,...,)\nrn) s L:(El,,ﬁn)

zusammen, lasst sich die Orthogonalitéitsbeziehung (3.45) kompakt schreiben als

L' 2MR, + PRg) =T und damit L = [(2MR, + PR,)"]". (3.46)
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Sind die (einfachen) Eigenwerte sowie die Rechtseigenvektoren bekannt, ldsst sich also der

Satz von Linkseigenvektoren ohne erneutes Losen eines Eigenwertproblems ermitteln.

3.3.4.1 Einfache Eigenwerte

Ist \g = A\(po) ein einfacher Eigenwert, so lasst sich in einer kleinen Umgebung der Eigenpfad

A(p) fiir kleine Anderungen Ap = eAp als Taylor-Reihe schreiben

o\
Op;

p
A(P) = A(Po+£AP) = A+ AX =Xy +¢ )

Api+0(g?) | e< 1.
0

Differentiation von (3.43) nach einem Parameter p; aus p fithrt nach etwas Rechnung unter

Verwendung von (3.44) auf
)r

Ipi L (2AM+P

+ )\GP + 8Q) r.

dp;  Opi Opi aad

Sind fiir einen Parameterzustand py ein (einfacher) Eigenwert )\, sowie die zugehorigen
Rechts- und Linkseigenvektoren bekannt, so lisst sich die Anderung des Eigenwertes infolge

kleiner Parameteranderungen Ap; = ¢Ap; durch

oA Api = oA

AAZ ~ £
api 0 apz

0

annahern.

3.3.4.2 Halbeinfache Eigenwerte

Halbeinfache Eigenwerte lassen sich in ganz &hnlicher Weise als Taylor-Reihe darstellen,
deren Koeffizienten dank der linearen Unabhéngigkeit recht problemlos ermittelt werden
konnen [82]. Halbeinfache Eigenwerte zeichnen sich dadurch aus, dass die zu k, Eigenvek-
toren gehorenden k = k, Eigenwerte gleich sind. Bei Anderung eines Systemsparameters p;
wird diese Identitét jedoch verschwinden: jede Eigenrichtung wird also ihre Dynamik unter-
schiedlich von den anderen entwickeln. Der k—fache Eigenwert A\ spaltet sich demnach in &

unterschiedliche Eigenwerte
Am = Ao + AN, + O(e) , m=1,...,k
auf.

Sind r; und #£; linear unabhéngige Rechts- bzw. Linkseigenvektoren zu einem halbeinfachen

Eigenwert \g, so lédsst sich eine k x k—Matrix F mit den Eintrigen

p
oM oP  0Q
1B 2
g , A
fz] ; |:£z ()\0 8ph + )\oaph + aph> I‘J:| Ph

aufbauen, deren k Eigenwerte die Eigenwert-Storungen A\, darstellen.
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3.3.4.3 Nicht-derogatorische Eigenwerte

Abschlielend soll der fiir die weiteren Untersuchungen bedeutsame Fall eines mehrfachen

Eigenwertes \g mit nur einem zugehorigen Eigenvektor ry untersucht werden.

3.3.4.3.1 Keldysh-Kette Um das Verhalten der Eigenwerte in der Ndhe des Verschmel-
zungspunktes beschreiben zu konnen, ist ein vollstandiger Satz von Vektoren notwendig, die
den Losungsraum aufspannen. Da nur ein Eigenvektor vorliegt, miissen die iibrigen Vekto-
ren geeignet konstruiert werden. Ublicherweise nimmt man hierzu eine Umformulierung des
Systems zweiter Ordnung auf eines erster Ordnung vor, um danach eine Jordan-Kette von
Hauptvektoren aufbauen zu kénnen. Mit

- r : X 0 1 ~ I O

r= [)\1} und den Blockmatrizen A = [—Q —P} , B= {0 M]
liisst sich (3.43) zu einem linearen Eigenwertproblem Af = ABf umformulieren. Die zu-
gehorige Jordan-Kette fiir einen k—fachen Eigenwert Ay und den zugehéorigen Eigenvektor

ro besteht aus den Hauptvektoren

~ r; - .
ri_(/\ori+ri_1) ,Z—l,...,k 1.

Obwohl der Ubergang von (3.43) auf ein lineares Eigenwertproblem stets moglich ist, ist es
wiinschenswert, direkt vom quadratischen Eigenwertproblem ausgehend arbeiten zu kénnen.
Insbesondere sind ja eigentlich dessen Eigen- und Hauptvektoren r von Interesse. Man findet,

dass die in den Hauptvektoren der Jordan-Kette enthaltenen Vektoren r; die sogenannte
Keldysh-Kette

L()I'() = 0 3
Lory = —Lyjrg,
L()I'Q = —LlI'l — L2r0 s (349)
Lory1 = —Lirp o — Lory 3
erfiillen. Hierbei sind fiir Ly die Matrixoperatoren L, definiert als L, = %. Fiir das qua-

dratische Eigenwertproblem (3.43) gilt
Lo= XM+ Po+Qy , Li=2\My+Py , Ly=My , Ly =0 usw.

Auf dhnliche Weise lasst sich auch eine Keldysh-Kette von Linksvektoren aufbauen. Fiir das

allgemeine lineare Linkseigenwertproblem AT€ = ABT£ gilt

J ((AOMg +Bg)eo> B ((AOMg +B])e; +M€£i1) ¥

B £, 2
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mit den Linksvektoren v des quadratischen Eigenwerproblems (3.44), die die Keldysh-Kette

LL, = 0,

6Ly = —4L,,

0L, = —€ L, —¢ L, 3.50
2 1 0

EZ—1L0 = _EZ—2L1_£Z—3L2

erfiillen. Aus den Orthogonalitatseigenschaften zwischen den Links- und Rechtseigenvektoren
des verallgemeinerten linearen Eigenwertproblems folgen die Orthogonalitdts- und Normali-
sierungseigenschaften der Links- und Rechtsvektoren der Keldysh-Kette. Es gilt

LLiry, = 0,
Engrk_l + r—(l)—LQrk;_Q = 1, (351)
GLir, + 8 Lory s = —£ Lori . , i=1,... k-1 (3.52)

Durch die Verwendung der Keldysh-Ketten ist es also moglich, direkt ausgehend von den
Eigenvektoren des quadratischen Eigenwerproblems und ohne Uberfithrung in ein lineares
Eigenwertproblem, die fehlenden Vektoren zu konstruieren. Zudem gelten auch zwischen

diesen Vektoren (verallgemeinerte) Orthogonalitits- und Normierungsbedingungen.

Speziell fiir den héufig auftretenden Sonderfall eines doppelten Eigenwertes \g (k = 2)
muss zum Eigenvektor r = ry nur ein weiterer Vektor ermittelt werden: die entprechenden
Keldysh-Ketten lauten

L(]I‘O = 0, und EELO = 0,
L()I'l = —LlI'o @ILO = ——ng
mit den Nebenbedingungen
L Liry, = 0,
0Ly, +£Lorg = 1 und £]Lyry + £ Lorg = —£,Lor,. (3.53)

3.3.4.3.2 Entwicklung des Eigenwertes Liegen in einem Eigenwertproblem nur einfa-
che und halbeinfache Eigenwerte vor, so existiert stets ein vollsténdiger Satz von Eigenvekto-
ren. Tritt nun fiir den Parametersatz p = py ein nicht-halbeinfacher Eigenwert auf, so dndert
das System an dieser Stelle abrupt seinen Charakter. Es liegt ein singulédrer Punkt vor, in
dessen Umgebung der Eigenpfad A(p) nicht durch eine Taylor-Reihe mit Entwicklungspunkt

Ao dargestellt werden kann. Vielmehr ist eine verallgemeinerte Potenzreihe notwendig.
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Ist k die algebraische Vielfachheit des mehrfachen Eigenwertes A, so lasst sich eine sogenann-
te Newton-Puiseux-Entwicklung von A bei Anderung eines Parameters p; um Ap; = eAp; in

der Form

A=Xot+ Y (eAp)™ el (3.54)

angeben. Eine erste Niherung (m = 1) fiir die Anderung Ap = eAp des Parametervektors

lautet damit

A= Xt D (eAp)EA + O (3.55)

= M+ +0OEYR) ex (3.56)

Durch Einsetzen dieses Reihenansatzes findet man unter Ausnutzung der Orthogona-

litdtseigenschaften fiir den k—fachen Eigenwert A\ die k£ Korrekturterme

p
oM oP  0Q
(a) _ E : T D, =
A= - (ﬁo {A%a—m+>\08pi + 8]%} ro) Ap;i ,a=1,...k, (3.57)

welche die k von )y ausgehenden Eigenpfade beschreiben.

Hierbei sind ry, £, die geméB (3.45) normierten Rechts- bzw. Linkseigenvektoren.

Bei der Berechnung der Wurzel ¥/R ist zu beachten, dass der Radikand in der Regel eine
komplexe Zahl ist. Es gilt also

VR: MV = YRl¥F , AP = YR (3.58)
VR: AV = YRleT | AP = YRl | AP = Y|RjeITTE (3.59)

USwW.
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3.4 Instabilititsszenarien

Im Folgenden sollen unter Verwendung der Erkenntnisse der vorangegangenen Kapitel
grundsitzliche Uberlegungen hinsichtlich der Stabilitéit mechanischer Systeme mit Reibungs-
einflisssen angestellt werden. Als Ausgangspunkt dient dabei ein moglichst einfaches, un-
gedampftes elastisches System. Hierauf autbauend soll sukzessive der Einfluss verschiedener

zusatzlicher Einfliisse beleuchtet werden.

Hinsichtlich der zu erwartenden Eigenschaften der Eigenvektoren werden zunéchst Systeme
ohne, danach solche mit geschwindigkeitsproportionalen Einfliissen behandelt.

3.4.1 Systeme ohne geschwindigkeitsproportionale Einfliisse
Zeitinvariante ungeddmpfte elastische Systeme ohne Einfluss einer Fiithrungsbewegung und

ohne zeitlich von aulen vorgegebene Parameterschwankungen weisen nach einer Linearisie-

rung Storungsgleichungen auf, welche die Form
MAg+KAq=0 (3.60)

mit konstanten Matrizen M = M', K = K' haben. Im Folgenden wird dabei stets eine
positiv-definite Steifigkeitsmatrix K > 0 unterstellt, sodass Instabilitdt durch Divergenz
ausgeschlossen ist. Die Massenmatrix ist schon aus physikalischen Griinden positiv definit.

Der Ansatz Aq = re fiihrt auf das zugehérige Eigenwertproblem
MM\ +K|r=0, (3.61)

dessen Eigenwerte \ stets in konjugiert komplexen Paaren A™, A\~ auftreten, die sich mit
Hilfe des Rayleigh-Quotienten und k& = r'Kr, m = r'Mr als

'Kr k
M=y =y 3.62
r'Mr m ( )

ausdriicken lassen. Dabei ist r der zu A\? gehérende Eigenvektor. Wegen M > 0, K > 0

sind alle Eigenwerte rein imaginér, d.h. Re{A\} = 0. Die Eigenwerte der Storungsgleichung
liegen somit allesamt auf der imagindren Achse und die Ruhelage des Systems ist grenzstabil.
Die Stabilitdt der untersuchten Losung eines zugrundeliegenden nichtlinearen Systems kann
in diesem Fall nicht anhand von (3.60) beurteilt werden und man bezeichnet dies auch als
kritischen Fall.
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3.4.1.1 Parametereinfluss ohne Reibungskrifte

Vorbereitend fiir weitere Uberlegungen soll kurz der Einfluss von Systemparametern auf das

retbungsfreie System diskutiert werden. Hierzu wird das System der Form
MAG+ K(p)Aq=0 (3.63)

mit M = M'" > 0 und K = K" betrachtet. Da N = 0 ist, sind die Eigenvektoren des Sy-
stems nach Gleichung (3.38) fiir unterschiedliche Eigenwerte \;/, = jw;/, immer orthogonal

beziiglich der Steifigkeitsmatrix geméf

(wi—w)r,Mr; =0, (w; # w,). (3.64)

Im

A
w; i
1
|

Wy,

"Re

) Wy,
1
Wi o
1

a)

Abbildung 3.9: Halbeinfacher Eigenwert in einem M-K—System (bei p = py):
a) Eigenwerte. b) Real- und Imaginérteil in Abhéngigkeit von einem Parameter p: die
Orthogonalitiat der Rechtseigenvektoren bleibt erhalten.

Infolge einer Anderung des Parameters p kann es nun vorkommen, dass fiir einen kritischen
Parameter py zwei Eigenkreisfrequenzen zusammenfallen. Es ldsst sich jedoch auch fiir diesen
Fall ein Satz (massen-)orthogonaler reeller Eigenvektoren angeben, sodass die geometrische
Vielfachheit der algebraischen entspricht und ein halbeinfacher Eigenwert vorliegt. Das Ver-
halten beim Durchschreiten des kritischen Parameterwertes kann mittels einer (reguléren)
Storungsrechnung untersucht werden (siehe 3.3.4.2). Es erschlieft sich jedoch auch schon
aus der Feststellung, dass in jedem Fall (massen-)orthogonale reelle Eigenvektoren vorliegen
und somit aus dem Rayleigh-Quotienten (3.62) folgt, dass fiir K > 0 alle Eigenwerte auf
der imagindren Achse liegen miissen. Das Verhalten der Eigenwerte ist in Abbildung 3.9

skizziert.

Halbeinfache Eigenwerte treten in der Praxis beispielsweise bei der modalen Beschreibung
elastischer Objekte auf, die Symmetrien aufweisen, d.h. ein und dieselbe Eigenkreisfrequenz
in unterschiedlichen Eigenschwingungsformen zeigen kénnen. Beispiele hierfiir sind Platten

quadratischer Grundfldche oder Kreisplatten.
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Abbildung 3.10: Divergenz bei einem M-K—System:
a) Eigenwerte.  b) Verhalten von Real- und Imaginérteil fiir Instabilitéit durch Divergenz.

Daneben kann durch Anderung des Parameters auch die Steifigkeitsmatrix K ihre Definitheit
verlieren. In diesem Fall ist K > 0 nicht mehr linger gegeben: wie aus Gleichung (3.62)
ersichtlich, kénnen dann rein reelle Eigenwerte mit unterschiedlichem Vorzeichen auftreten,
die unweigerlich Instabilitdt der Ruhelage zur Folge haben (siehe Abbildung 3.10). Man
spricht hier von Instabilitdt durch Divergenz.

Treten in solchen Systemen zusétzlich Kontakte auf, sind die Bewegungsgleichungen entspre-

chend zu erweitern. Dies wird im Folgenden nédher untersucht.

3.4.1.2 Lageabhingige Reibungskrifte

Werden bei der Aufstellung des mathematischen Modells die geschwindigkeitsproportiona-
len Beitrdage aus der Fithrungsbewegung, Materialddmpfung und der Reibungslinearisierung
vernachlissigt, so liefert die Linearisierung um eine stationire Losung Storungsgleichungen

der Form
MAG + (K+ Qg)Aq = 0. (3.65)

Die konkrete Ausprédgung der nichtsymmetrischen Matrix Qg héngt dabei u.a. von der
gewihlten Kontaktformulierung ab (siehe Kapitel 2.3.2). Wird die Stérke des Gleitreibungs-
einflusses durch den skalaren Parameter p beschrieben, so folgt eine Darstellung der Form
Qr = pQ. Im in Kapitel 4 vorgestellten Modell zur Untersuchung des Bremsenquietschens
beispielsweise beinhaltet dieser Parameter den Gleitreibungskoeffizienten u, die Steifigkeit
der Bremsbelédge und die Dicke der Bremsscheibe (p = pc,h).

Nach Zerlegung von Qg in einen symmetrischen und einen schiefsymmetrischen Anteil erhélt

man zunachst

MA§ + (K + pKg + pN) Ag =0 (3.66)
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und schlieflich

MA§ + (Keg + pN) Aq = 0. (3.67)

Dabei ist K.y = K.(p) prinzipiell von p abhéngig, doch stellt sich diese Abhéngigkeit des
symmetrischen Anteils in vielen Fallen als derart schwach heraus, dass sie vernachlédssigt
werden kann. Divergenz-Instabilitidt durch die Reibungseinfliisse soll im Folgenden daher

nicht naher betrachtet werden.

Nach Einfithrung des Ansatzes Aq = re* ergibt sich das Eigenwertproblem
[MX? + (Keg +pN) | r = 0. (3.68)

Linksmultiplikation mit dem konjugiert-komplexen Eigenvektor ' = r' ergibt dann mit den
Abkiirzungen kg = r'K.gr und jn = pr'Nr und der Normierung m = r'Mr = 1 die skalare

Eigenwertgleichung

N + (kg + jn) = 0, (3.69)
deren Losungen

MN=4/kg—ijn (3.70)

sind. Wie in Abschnitt 3.3.3 dargestellt, hingt der Wert von n davon ab, ob reelle Eigen-
vektoren existieren oder nicht. Ausgehend von einem grenzstabilen M-K—System soll dies

im Folgenden schrittweise erortert werden.

Fiir p = 0 verschwindet N = pN und es liegt ein konservatives schwingungsfihiges System
mit symmetrischen Systemmatrizen vor. Die Eigenwerte A = jw liegen auf der imaginéren
Achse und die reellen Eigenvektoren r des Systems sind geméf Gleichung (3.38) orthogonal
beziiglich M. Die Ruhelage dieses Systems ist grenzstabil.

Wird p verédndert, so verlieren die Eigenvektoren ihre Massenorthogonalitéit, da mit Glei-
chung (3.38) nun

(w2 —w?)riMr; = —2r, [pN]r; #0  (w, # w;) (3.71)

gilt. Beziiglich einzelner Vektoren r aus dem Nullraum von N kann wegen Nt = 0 zwar
noch Massenorthogonalitéit vorliegen, doch gilt dies fiir N # 0 nicht fiir alle Eigenvektoren.
Nimmt infolge weiterer Erhthung von p der Einfluss der zirkulatorischen Matrix N = pN
weiter zu, so wéchst im Allgemeinen auch das Skalarprodukt (zumindest) zweier Vektoren

ry, r; beziiglich M und diese Vektoren nidhern sich einander an.
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Bei einem kritischen Parameterwert p..; fallen diese zwei Eigenvektoren zu r,; zusammen,
woraus sich mit den zugehorigen Rayleigh-Quotienten auch zwingend ein doppelter Eigenwert
Aui = TJw,y; ergibt, d.h.

r; \ )\z;t::]:jwi \
T M =dtjw, S

AL = 4wy (3.72)
Im Folgenden werden nur die Wurzeln A™ mit positivem Imaginirteil angegeben, fiir die
konjugiert-komplexen Pendants A~ gilt aufgrund der stets gegebenen Symmetrie beziiglich
der reellen Achse Analoges (siche 3.3.2).

Die Eigenwertkurven A} (p) und A (p) haben an dieser Stelle einen gemeinsamen singuliren
Punkt. Um das Verhalten der Eigenwerte in der Umgebung dieses singuldren Punktes fiir
kleine Parameterdnderungen p = p.+ + €¢Ap zu untersuchen, ist eine Newton-Puiseux-
Entwicklung in € durchzufiithren (siehe Abschnitt 3.3.4.3). Fiir einen doppelten Eigenwert
AL (Vielfachheit k& = 2) mit nur einem Eigenvektor r,; (geometrische Vielfachheit k, = 1)
lassen sich fiir kleine Parameterinderungen p = p.. + €Ap die beiden Eigenwertkurven in

erster Naherung durch
M fjon + A A~ w4+ e/ (3.73)

beschreiben. Mit Gleichung (3.57) folgt fiir die beiden Werte

)\I/z = —|—jwm + 81/2\/ —ELNTW Aﬁ + 0(82/2>
= 4jwu £\ —LLNr Ap  + O(E?). (3.74)

Hierbei stellt £,; den zu r,; gehorenden Linkseigenvektor des quadratischen Eigenwertpro-
blems (3.43) dar, der die Normierung (3.45) erfiillt. Da fiir p = p..; der Realteil o = 0 ist,
sind die Eigenvektoren im kritischen Punkt noch rein reell darstellbar, d.h. £,;, r,; € R™*!
(siche Kapitel 3.3.2).

Da fiir p < per (Ap < 0) zwei imaginire Eigenwerte vorliegen, muss £'Nr = —C < 0 sein.

Es lassen sich damit zwei Moglichkeiten unterscheiden:

Ap <0 : )\;r/i = jwy £ 7/ C|Ap| —  Re{A} =0, (3.75)
Ap >0 : )\Z/i = jJwyE VCAp —  Re{A\} £0. (3.76)

Fiir p < perie beschreibt (3.75) das Aufeinanderzulaufen der beiden rein imaginéiren Eigen-
werte AT, AF. die schlieBlich fiir Ap = 0 verschmelzen. Fiir p > p..; zeigt (3.76), dass
sich wiederum zwei Eigenwertéiste A7, A} herausbilden, die den gleichen Tmaginirteil aber

entgegengesetzte Realteile aufweisen.
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> Ap
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Abbildung 3.11: Flatter-Instabilitdt bei einem M-K-N—System: Zusammenlaufen zweier
Eigenkreisfrequenzen, Verschmelzen (kritischer Paramterwert p..;) und Entstehung reeller
Anteile.

Wie in 3.3.2.2 dargestellt, folgt hieraus zudem, dass fiir p < p.,; ein Satz rein reeller Eigen-
vektoren gefunden werden kann, wihrend fiir p > p. nur komplexwertige Eigenvektoren
angegeben werden kénnen. Damit folgt aus (3.70), dass fiir p < pey n = 0 gilt, wahrend fiir
D > Perig 1.a. n £ 0 ist.

Die komplexen Wurzeln A* zu A\?> = —k — jn lassen sich dabei wie folgt illustrieren: die
komplexe Zahl \? ist als Zeiger \> = —k — jn = aexp(j2¢) in der komplexen Zahlenebene
darstellbar. Hiermit gilt dann fiir die Wurzel

M = +aexp(jo) mit a = Vk% +n? | 2p = arctan g (3.77)

Liegt A? auf der negativen reellen Achse, so liegen die zugehorigen Wurzeln A*, A~ konju-
giert komplex auf der imaginiiren Achse. Die Wurzeln eines allgemeinen komlexen A? (d.h. fiir
Im{\?} # 0) hingegen konnen nicht auf der imaginéiren Achse liegen und treten punktsym-
metrisch zum Ursprung der komplexen Zahlenebene auf. Wie in 3.3.2.1 dargestellt, ist neben
dem Eigenpaar (\2,r) auch stets das konjugiert-komplexe (A2, T) eine Losung. Fiir A? auf
der reellen Achse ist dies automatisch erfiillt. Fiir eine allgemeines A\? jedoch, das abseits
der reellen Achse in der komplexen Ebene liegt, muss ein A? mit \? = A2 existieren. Aus
dieser Symmetriebedingung folgt fiir die Rayleigh-Quotienten k und n zudem die Bedingung
k., = k; =: ky; und n, = —n; =: n,;. Wie in Abbildung 3.12 dargestellt, bilden die Wurzeln
dieser beiden Paare dann einen ”Stern” von Eigenwerten, aus dem — quasi iiberkreuz — mit

Anteilen e*«! und e’ wieder reelle Losungen zusammengestellt werden konnen.

Das Verhalten beim Durchschreiten des kritischen Parameterwertes p.,; ldsst sich also wie
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Nyi= 0 /\i+

AT
2 2 2 u
N 5 e,

79

Abbildung 3.12: Verhalten der Eigenwerte eines M-K-N—Systems: (1) und (2) zeigen sche-
matisch die Lage der Eigenwerte in der komplexen Ebene fiir ein unterkritisches (p < perr)
sowie ein iiberkritisches System (p > pe). Dazwischen ist der Ubergang zwischen beiden
Konstellationen skizziert.

folgt zusammenfassen:

D < Derit -
l

P = Perit -
l

r,,r; € R"

r,; € R"

p > DPerit - Iy, I; € Cn 9

— N =tjvk,

= 4q &%

=4V
i = 45V ks

(Im{r} # 0)
Im Im
e | L
pcm‘to /AR }
Re E\pcm
e —

\/

(3.78)

(3.79)

= Fa e ’?

mit  a =4/ k2, + n2;

Abbildung 3.13: Ubersicht iiber das Verhalten der Eigenwerte eines M-K-N—Systems in
Abhéngigkeit eines Paramters p.
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Eine Besonderheit von Flatter-Instabilitdten besteht offenbar darin, dass ein einzelnes Ei-
genpaar nicht ausreicht, um dieses Instabilitdtsszenario zu beschreiben. Vielmehr miissen
mindestens zwei Eigenpaare eines Systems interagieren, um oszillatorische Instabilitdten zu
bewirken. Folglich sind zur Modellierung von Flatter-Instabilitdten Schwingungssysteme mit

mindestens zwei Freiheitsgraden notwendig.

3.4.2 System mit geschwindigkeitsabhingigen Einfliissen

Reale Systeme sind nicht nur lageproportionalen Kréften unterworfen, sondern werden auch

durch geschwindigkeitsproportionale Kréifte beeinflusst.

Diese riihren aus Fiihrungsbewegungen, innerer Dampfung des Materials und der Linearisie-
rung der Reibungseinfliisse her.

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit wird im Hinblick auf die spéitere Anwendung auf
Schwingungen von Fahrzeugbremsen eine rotatorische Fihrungsbewegung angenommen, wel-

che die materiellen und rdumlichen Koordinaten geméfl

R

0
rlolt = x(X) =X+ vt (3.81)
0

S 3

)
Z
verkniipft. Offensichtlich ist lediglich die Winkelkoordinate ¢ von der Fithrungsbewegung be-
einflusst, sodass in den Gleichungen (2.88)-(2.93) statt des vollstindigen Gradienten lediglich
partielle Ableitungen % sowie die Winkelgeschwindigkeit €2 auftreten . Den Ausfithrungen in

2.3.1 folgend ergibt sich fiir den aus der Fithrungsbewegung herriihrenden Beitrag schliefSlich
Fe = QGAq.

Wird die Strukturddmpfung als proportional zur Deformation und Bewegung der Masseteil-
chen der Kontinua angesetzt, so entstehen symmetrische Dampfungsmatrizen D, die sich als
Linearkombination D = aM + K der Massen- und Steifigkeitsmatrizen darstellen lassen.
Fiir nichtgyroskopische Systeme ohne zirkulatorische Kréfte wird solche Dampfung als pro-
portionale Dampfung (auch Rayleigh-Dampfung) bezeichnet und stellt eine Sonderform der
modalen Dampfung dar. Fiir allgemeinere Systeme mit gyroskopischen und zirkulatorischen
Anteilen ist diese letztgenannte Eigenschaft jedoch nicht mehr gegeben. Der Beitrag der
Strukturdimpfung lautet somit Fp = DA¢ (D = D"). Die zirkulatorischen Beitrige aus

der inneren Dampfung werden vernachléssigt, d.h. Np; = 0.

Wie in Kapitel 2.3.2 allgemein gezeigt wurde, liefert die Linearisierung der Reibungskrdifte im
Allgemeinen Anteile, die proportional zu den generalisierten Lagen und Geschwindigkeiten
sind.

Die lageabhingigen Anteile wurden bereits zuvor behandelt und leisten den Beitrag

Fro=Qrq= (Kr+N)q.



3.4. INSTABILITATSSZENARIEN 81
Die Beitréage, die proportional zu den generalisierten Geschwindigkeiten sind, rithren aus der

e Geschwindigkeitsabhéngigkeit des Gleitreibungskoeffizienten p = pi(vy.e),
e Abhéngigkeit der Kontaktnormalspannung von der Deformationsgeschwindigkeit,

e Linearisierung des Richtungsvektors &
her und haben prinzipiell die Form

Fri =PrAq. (3.82)

Die konkrete Ausprigung der Matrix P hingt dabei von der gewéhlten Kontaktformulie-
rung ab (siehe Kapitel 2.3.2). Es lédsst sich jedoch feststellen, dass bei keiner der moglichen
Formulierungen eindeutige Symmetrieeigenschaften gesichert sind. Im Allgemeinen wird man
eine Zerlegung in symmetrische und schiefsymmetrische Anteile geméaf3

(Pr+Py) und Gp == (Pr—Pj) (3.83)

N | —
N =

PRq:(DR+GR)q mit DR:

vornehmen.

Im Folgenden wird zwischen der aus der Strukturdampfung stammenden Dampfungsmatrix
D und der Dissipationsmatrix Dy unterschieden, welche die symmetrischen Anteile aller

geschwindigkeitsproportionalen Beitréige enthélt.

3.4.2.1 Nicht-zirkulatorische Systeme

Zunichst wird angenommen, dass die Reibungskraft keine Abhéngigkeit von den generali-

sierten Lagekoordinaten aufweist und somit
Qr=0 (3.84)

gilt. Ist jedoch beispielsweise der Gleitreibungskoeffizient 1 abhéingig von den generalisierten

Geschwindigkeiten, so ldsst sich P meist als

_ Op
B 8vrel

PR = nRPR mit Nr (385)

ausdriicken. Der Parameter ng reprisentiert hierbei die Steigung der Reibkennline (also der

Funktion 4 = p(v,e)) im Linearisierungspunkt (siche Abbildung 3.14 ).

Zusammenfassend lasst sich also sagen, dass die Bewegung von Systemen von Kontinua, die

e ciner Fiihrungsbewegung unterworfen sind und Strukturdémpfung aufweisen und
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Abbildung 3.14: Beispiel fiir eine Reibkennlinie, die den Gleitreibungskoeffizienten p in
Abhéngigkeit von der Relativgeschwindigkeit v,.; darstellt: ng bezeichnet die lokale Stei-

gung.

e zwischen denen reibungsbehaftete Kontakte auftreten, bei denen die Richtung der Tan-

gentialspannungen und der Betrag der Normalspannungen zwar konstant ist, der

e Gleitreibungsbeiwert jedoch von der Relativgeschwindigkeit abhéngt
durch Bewegungsgleichungen der Form

MAG + ([D + ngDg| + [QG +1rGr]) Aq+KAq = 0, (3.86)
MAG + Peg(n, )Aq+KAgq = 0 (3.87)

beschrieben wird. Hierbei wurden die geschwindigkeitsproportionalen Anteile gem#fi P =
D + G zerlegt.

Die lageproportionalen Kréfte rithren lediglich von der Struktur her und sind somit symme-
trisch (d.h. N = 0).

Der erweiterte Satz von Thomson-Tait-Chetayev [60] besagt, dass ein (grenz-)stabiles M-
K—System (K = K") durch Hinzufiigen der geschwindigkeitsproportionalen Terme Pgq =
(Degr + Gegr) A nicht destabilisiert werden kann, wenn die zugehorige Dissipationsfunktion
positiv definit ist, d.h. wenn R = q' P.gq = ¢' D.gq > 0 gilt.

Da die Massenmatrix M aus physikalischen Griinden stets positiv definit ist (M > 0),
muss zur Sicherstellung der Stabilitdt des zugrundeliegenden ungedédmpften, nichtgyroskopi-
schen Systems lediglich positive Definitheit der Steifigkeitsmatrix (K > 0) gefordert werden.
Offensichtlich hangt dann die Stabilitdat nur noch von den Definitheitseigenschaften der sym-
metrischen Dissipationsmatrix D.g ab und ist unabhéngig vom schiefsymmetrischen Anteil
Gey-

Ist die Dampfung positiv definit oder zumindest durchdringend, so liegt sogar asymptotische
Stabilitat vor. Ob Dampfung durchdringend ist, lasst sich entweder mit einem Beobachtbar-

keitskriterium priifen [60] oder aber mittels verallgemeinerter Rayleigh-Quotienten (s.u.).

Auf die Thematik der gyroskopischen Stabilisierung statisch instabiler Systeme soll hier nicht

naher eingegangen werden, da diese fiir geddmpfte Systeme praktisch nicht moglich ist und
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zudem bei der Untersuchung reibungsbehafteter Systeme keine Rolle spielt. Ndheres hierzu
findet sich beispielsweise in [33], [41], [60].

Das zu (3.86) gehorende quadratische Eigenwertproblem lautet

MM + ([D +nzDg| + [QG +1rGr]) A+ K]r = 0. (3.88)

Da die Matrix P.g(ng, Q) nur in ganz speziell gewéhlten (akademischen) Féllen so aufgebaut
ist, dass die Vertauschungsrelation (M 'P.y)(M'K) = (M'K)(M™'P.g) gilt, sind die
Eigenvektoren r praktisch immer komplexwertig und nicht rein reell darstellbar, d.h. r €
C™! (siehe 3.3.2.3).

Linksmultiplikation von (3.88) mit dem konjugiert komplexen Eigenvektor r' = ' und Be-

achtung der in 3.3.3 dargestellten Eigenschaften liefert die skalare Gleichung
mA2 + (d +nrdg + §[Qg + nrgr]) A+ k =0 (3.89)
mit den verallgemeinerten Rayleigh-Quotienten

m = rMr , d=1r'Dr , dg=1'Dgr , k=1Kr (3.90)
jg = r'Gr , jgr =1r'Gpr. (3.91)

Hierbei gelten die EinschlieBungen (3.32)-(3.35), die eine Abschétzung der Werte anhand
der Eigenwerte der jeweiligen Systemmatrizen erlauben. Im Folgenden sollen gemafl m =

! . . . .
r'Mr = 1 massennormierte Eigenvektoren angenommen werden. Mit den Abkiirzungen

deg = d+nrdr , gy = 29 + NrYR (3.92)

lautet die komplexe Losung der quadratischen Gleichung (3.89)

deﬁ + j Gefr 1 .
xE = I 5\/dgﬁ — g% — k + 2jd.g gy (3.93)
Interessant ist hier auch, dass — anders als bei der zuvor geschilderten Flatter-Instabilitéit
— dieses System nicht durch Interaktion zweier Eigenpaare instabil wird, sondern bereits

Schwingungssysteme mit nur einem Freiheitsgrad diese Instabilitdt aufweisen konnen.

Die graphische Interpretation der komplexen Wurzel lasst eine direkte Skizze der Lage der

Eigenwerte in der komplexen Ebene zu (siehe Abbildung 3.15).
Man erkennt hier klar, dass der Realteil der Eigenwerte vollsténdig durch den Rayleigh-

Quotienten doy = d+nrdpr bestimmt wird. Neben dieser graphischen Beurteilung lassen sich
nach Aufspalten des Eigenwertes in Real- und Imaginérteil geméafi A = ¢ + jw, Einsetzen in

(3.89) und Trennen von Real- und Imaginérteil zwei Gleichungen fiir die Unbekannten g und
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Abbildung 3.15: Eigenwerte fiir ein M-D-G-K—System: a) Lage eines KEigenwertes.
b) Symmetrie des Spektrums. Konjugiert-komplexe Uberlagerung zweier Eigenwertpaare.

w generieren. Auflésen nach dem Realteil p liefert schliellich ein Polynom in o: ohne dieses zu
16sen, lassen sich Aussagen iiber das Vorzeichen des Realteils ¢ mittels des Routh-Hurwitz-

Kriteriums gewinnen. Fiir asymptotische Stabilitéat erhélt man die beiden Bedingungen
degr > 0 A kdZy > 0. (3.94)
Die erste Bedingung ist erfiillt, wenn

e die Dissipationsmatrix positiv definit ist, d.h. D,z >0  oder wenn

e durchdringende Dampfung vorliegt. Diese zeichnet sich dadurch aus, dass jede Eigen-
bewegung geddmpft ist, auch wenn D,y nur semidefinit ist, d.h. wenn dy = r'Dgr > 0
ist, obwohl nur D.g > 0 gilt.

Ist die Bedingung (3.94); erfiillt, so ist es fiir positiv definite Steifigkeit K > 0 (und damit
k > 0) auch die Bedingung (3.94),.

Da die Struktur der Matrix P und damit auch die der Matrix D von den Ansatzfunktionen
abhéngt, ist es nicht ohne weiteres moglich, Aussagen iiber Definitheitseigenschaften zu
treffen. Zumindest jedoch ldsst sich sagen, dass ein System mit Strukturdampfung fiir eine
nicht von der Relativgeschwindigkeit abhéngige Reibkennlinie (d.h. ng = 0) stabil ist.

Zudem haben energetische Uberlegungen (Gleichung (3.3)) gezeigt, dass eine fallende Kenn-
linie, d.h. eine Reibkennlinie mit negativer Steigung im Linearisierungspunkt zur Anfachung

von Schwingungen fiithren kann. In der Literatur finden sich zahlreiche Arbeiten zu diesem
Effekt (siche z.B. [53]).
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3.4.2.2 Zirkulatorische Systeme

In den meisten Féllen wird der Einfluss der generalisierten Lagen auf die Gleitreibungskrifte

nicht vernachléssigbar sein, sodass aus der Linearisierung der Reibung die Anteile
Fr=PrAq+ QrAq (3.95)
entstehen. Mit der Zerlegung
Pr=Grp+Drp, Qr=Kp+N (3.96)

der von der Reibungslinearisierung herrithrenden Anteile ergibt sich hieraus die allgemeine

Systemgleichung

MAG + ([D + Dg| + [QG + Gg]) Ag+ (K+Kg] + N)Aq = 0, (3.97)
MAq + (]:)eﬁC + Geﬁ) Aq + (Keﬁ + N) Aq = 0. (398)

Hierbei hingen alle von der Reibung herrithrenden Anteile (also Dg, Gg, Kg und N ) vom
Parametervektor p ab, in dem die Kontaktparameter (x4 und je nach Kontakformulierung
kc) aller Kontakte sowie die Transportgeschwindigkeiten 2; der Koérper zusammengefasst
sind. Folglich hiangen die effektiven Systemmatrizen Dy, Geg, Keg und N ebenfalls von

dieser Parametermatrix ab.

Das zugehorige Eigenwertproblem lautet
[MX* + (Deyp + Geg) A+ (Keg + N)|r = 0. (3.99)

Die Eigenschaften der Eigenvektoren r lassen sich wiederum von den Eigenschaften der
Matrizen M~ [D.g + Gey] und M [K.z + NJ ausgehend begriinden. Es lassen sich zwei

Falle unterscheiden:

e Vertauschbarkeitsrelation (3.25) erfiillt: die Eigenvektoren des reduzierten Systems
[MA? + (Keg + N)|]r = 0 sind auch Eigenvektoren des Systems (3.99) und es exi-
stiert ein vollstandiger Satz reeller Eigenvektoren, wenn das zugrundeliegende System

grenzstabil ist.

e Vertauschbarkeitsrelation (3.25) nicht erfiillt: es ldsst sich kein vollstindig reeller Satz

von Eigenvektoren angeben und die Eigenvektoren sind komplexwertig.

3.4.2.2.1 Vollsténdiger Satz reeller Eigenvektoren Ist die Vertauschbarkeitsrelati-
on erfiillt, so sind die Eigenvektoren des zugrundeliegenden M-K-N—Systems auch Eigen-

vektoren von (3.99). Folglich werden bei denselben (kritischen) Punkten im Parameterraum
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(mindestens) zwei reelle Eigenvektoren zusammenfallen und danach ein konjugiert komple-
xes Paar bilden. Der Ubergang zu komplexen Eigenvektoren bringt im vorliegenden Fall also

auch zwingend das Auftreten eines mehrfachen Eigenwertes mit sich.

Wird angenommen, dass ein skalarer Parameter p..; diesen Ubergang kontrolliert, so lassen

sich wie zuvor zwei Bereiche unterscheiden:

P < Perit© Ty, i € R™L : D> Perit © Ty = (ITZ) c C™ Im{r} #0. (3.100)

Vormultiplikation von (3.99) mit ' = ¢’ liefert unter Beachtung der Eigenschaften (3.32)-
(3.35) die beiden Eigenwertgleichungen

P<Perit: MmN Adg+k=0, (3.101)
D> Derit: MmN+ (deg + 50eg) N + (k + jneg) = 0. (3.102)

Auflésen nach A ergibt unter Annahme massennormierter Eigenvektoren (d.h. m = 1)

dg 1
P<Pee: N o= —hdoy/dk+dy, (3.103)

deg + Jgep | 1 .
D > Derit - )\i = —ﬁTjgﬁ + 5\/—4]6 + dgﬁ - gfﬁ —|—j(2d€ﬁg€ﬁr - 4n). (3.104)

Fiir p < pei verhélt sich das System folglich wie ein M-D-K—System, wobei die Eigenvek-
toren — und damit der Ubergang zur Eigenwertgleichung fiir p > pen; — vom zirkulatorischen

Anteil N gesteuert werden.

Die Lage der Eigenwerte ist in Abbildung 3.16 skizziert. Der Realteil des kritischen Ei-
genwertes (d.h. A (pe)) ist vollstindig bestimmt durch den Rayleigh-Quotienten d.z der
Dissipationsmatrix D.g. Da erst nach Durchschreiten des kritischen Parameterwertes p.;; die
Eigenwerte in Richtung der Stabilitdtsgrenze bei Re = 0 wandern, wird die Stabilitédtsgrenze
erst fiir Parameterwerte erreicht, die jenseits des kritischen Wertes liegen. Ist das System fiir

P < Perie Stabil, dann ist pgap > Perit-

Die Stabilitdt der trivialen Losung lasst sich aus den Eigenwertgleichungen (3.101), (3.102)

zunachst nicht so ohne weiteres beurteilen.

Mittels A = o 4+ jw folgt nach kurzer Rechnung eine Polynomgleichung fiir die Realteile p,
die mittels des Routh-Hurwitz-Kriteriums auf asymptotische Stabilitédt gepriift werden kann.

Man findet als notwendige und hinreichende Bedingungen

deﬁ >0 A keﬁd(?ﬁ —+ neﬁcdeﬁgeﬁ — nfﬁ > 0. (3105)

In jedem Fall ist dey > 0 eine notwendige Bedingung fiir asymptotische Stabilitét. Dies ist
fiir positiv definite Dissipation D > 0 stets gegeben. Dieses Definitheits-Kriterium versagt
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Abbildung 3.16: Verhalten der Eigenwerte eines M-D-G-K-N—Systems, wenn (D + G) und
(K + NN) vertauschbar sind: die Teilabbildungen (1) und (2) stellen schematisch die Lage der
Eigenwerte in der komplexen Ebene fiir p < p.. bzw. p > p. dar. Die dazwischen liegende
Abbildung skizziert den Ubergang.

jedoch schon, wenn die Dissipationsmatrix nicht vollstindig besetzt ist und der Nullraum
der Matrix D nicht verschwindet. Aus der praktischen Erfahrung weil man aber, dass in den
meisten Fillen lokale Dissipation ausreicht, um ein System global zu ddmpfen. Die Bedingung
ist also eher so zu formulieren, dass es keine Eigenbewegungen geben darf, die im Nullraum
der Dissipationsmatrix D liegen und somit unbedampft sind. Ist dies der Fall, ist auch fiir

nur semidefinite Dissipation D > 0 die Forderung d.z > 0 stets erfiillt.

Abbildung 3.17: Ubersicht iiber das Verhalten der Eigenwerte eines M-D-G-K-N—Systems
(D + G) und (K + N) vertauschbar) in Abhéngigkeit eines charakteristischen Systempa-
rameters p. Der kritische Parameterwert p..;;, bei dem zwei Figenwerte und die zugehdorigen
Eigenvektoren zusammenfallen, ist gleich dem des zugehorigen M-K-N—Systems. Fiir die
Stabilitatsgrenze gilt pgap > Perit-

Zusammenfassend ldsst sich also festhalten, dass bei einem M-D-G-K-IN—System, bei dem
die Geschwindigkeitsterme D-G die Vertauschbarkeitsrelation (3.25) erfiillen, ein kritischer
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Parameterwert p..; existiert, bei dem zwei Eigenwerte sowie die zugehorigen Eigenvektoren
zusammenfallen. Sowohl der kritische Parameterwert p..; also auch die betroffenen Eigen-

paare sind dieselben wie beim zugrundeliegenden M-K-N—System.

Es ist jedoch offensichtlich, dass die Matrizen M~ [Deg(p) + Geg(p)] und M~ [Kor(p) + N
nur in besonders konstruierten Féllen kommutieren werden. Das Auftreten derart speziel-
ler Geschwindigkeitsterme in einem allgemeinen System der Art (3.99) ist somit eher als

akademischer Spezialfall zu betrachten.

3.4.2.2.2 Allgemeine komplexwertige Eigenvektoren Aufler in konstruierten Spe-
zialféllen werden die geschwindigkeitsproportionalen Terme (D.y + Gey) die Vertauschbar-
keitsrelation (3.25) nicht erfiillen, sodass kein vollstandiger Satz reeller Eigenvektoren an-
gegeben werden kann. Es gibt somit auch keinen kritischen Parameterwert mehr, der den
Ubergang von ausschlieBlich reellen zu komplexen Eigenvektoren kennzeichnet. Wie zuvor
liefert Vormultiplikation von (3.99) mit der konjugiert-komplexen Transponierten r' = r'

des Eigenvektors r unter Beachtung der Eigenschaften (3.32)-(3.35) die Eigenwertgleichung
A+ (dogr + Jge )N + (k + Jneg) = 0 (3.106)

und nach Auflésen findet man die zu r gehorenden Eigenwerte

degy + 7 G 1 .
+ 2l if
e = Iy 5\/—41{ + 2 — g% + § (2 gy — Anegy). (3.107)
p < Po,crit /\+ Alm @\ Alm p > Po.crit Alm
n <0 }’f 'ﬂ@ n <0 AT
Ger < 0 B =) Gegr < 0
N a
/—M _ deftigefr + Poerit V) N degtigey
Qdeﬁegeﬁ—éln/ 2 2
2/ . Re Re
Ah—degtgey &\~
i

Abbildung 3.18: Verhalten der Eigenwerte eines M-D-G-K-N—Systems mit komplexen Ei-
genvektoren (d.h. (D 4+ G) und (K + N) nicht vertauschbar): die Teilabbildungen (1) und
(2) stellen schematisch die Lage der Eigenwerte in der komplexen Ebene fiir p < pg it
bzw. p > po crir dar, wobei pg . der kritische Parameterwert des zugrundeliegenden M-K-
N —Systems ist. Die mittlere Abbildung skizziert den Ubergang von (1) nach (2).
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Grundsétzlich stellt sich natiirlich auch bei diesem System die Frage, ob kritische Punkte
existieren, bei denen Eigenvektoren (und damit die zugehorigen Eigenwerte) zusammen-
fallen. Im vorangegangenen Abschnitt wurde dargestellt, dass die Eigenvektoren eines M-
P-Q—Systems denen des zugrundeliegenden M-Q—Systems entsprechen, wenn M~'P und
M~'Q vertauschbar sind (siehe auch Abschnitt 3.3.2.2). Ist dies der Fall, so geschieht der
Ubergang vom Parameterbereich mit reellen Eigenvektoren zum Bereich, in dem nur komple-
xe gefunden werden konnen, iiber das Zusammenfallen (mindestens) zweier Eigenvektoren
und der zugehorigen Eigenwerte. Ausgehend von diesem Sonderfall soll nun durch Hinzufiigen
der Einfluss von Termen untersucht werden, welche die Vertauschbarkeitsbedingung nicht

erfiillen.

Das System (3.99) lésst sich in der Form
[MA? + (Py +Pipi) A+ (K +poN)|r = 0 (3.108)

schreiben, wobei Py den Anteil der geschwindigkeitsproportionalen Terme représentiert, der
die Vertauschbarkeitsbedingung erfiillt und Py1p; = ePp; (¢ < 1) kleine Stérungen dieser
Matrix darstellt.

Fiir kleine Parametervariationen py = po crit + Apo = Po.crie + €ADp um den kritischen Pa-
rameter pg . des zugrundeliegenden M-Py-Q—Systems lassen sich Eigenwerte durch die
Entwicklung A & A.u + €72\, anndhern. Obwohl der Kleinheitsparameter vor Py und Ap,
nicht grundsitzlich identisch sein muss, wird er hier aber aus Griinden der Ubersichtlichkeit

ohne Einschrénkung der Allgemeinheit so gewihlt.

Mit Gleichung (3.57) lauten die Korrekturterme erster Ordnung fiir den doppelten Eigenwert
Ao =0+ jw

)\1 = i\/—nglro(g +jw)]31 - EENI'()AP(). (3109)

Dabei sind die Rechts- und Linkseigenvektoren zueinander orthogonal beziiglich Matrizen,
die der Vertauschbarkeitsbedingung entsprechen. Da P; jedoch gerade die von der Ver-
tauschbarkeitsbedingung abweichenden Anteile représentiert, gilt stets EEPer # 0 und man

erkennt, dass fiir p; # 0 die Korrektur der Eigenwerte nie verschwindet.

Fir Apy = 0 ist der Abstand |A;| zwischen der Eigenwertndherung und dem kritischen

Eigenwert am kleinsten, und die Korrektur lautet A" = j:\/ —£yPiro(0 + jw)ps.
Fiir |[Apg| — oo strebt (3.109) gegen die Eigenwertkorrektur des zugrundeliegenden M-P-
Q—Systems, d.h. A\3° = 41/ —€, NroApy.

Damit lésst sich das Verhalten der Eigenwerte des Systems (3.108) in der Néhe des kritischen
Punktes Acqit = A(perie) skizzieren (siehe Abbildung 3.19).
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Abbildung 3.19: Erster Korrekturterm \; zum Eigenwert ...

Nachdem gezeigt wurde, dass es in allgemeinen Systemen mit stets komplexen Eigenvektoren
keinen kritischen Parameterwert geben kann, bleibt die Frage nach der Stabilitét der trivialen

Losung offen.

Wie zuvor fithrt auch hier der Ansatz A = ¢ + jw von der skalaren Eigenwertgleichung
(3.107) auf zwei Gleichungen, die sich durch Auflésen in ein Polynom fiir den Realteil o um-
formen lassen. Mittels der Hurwitzkriterien findet man die notwendigen und hinreichenden

Bedingungen
deﬁ >0 A k?eﬁdgﬁ + neﬁdeﬁgeﬁc — nfﬁ >0 (3.110)

fiir asymptotische Stabilitét (siche hierzu auch [33]).

A
Im
g Pstab A
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ps[“’/ Y ﬁ\’l g-ﬁf
P %/ Re I
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Abbildung 3.20: Ubersicht iiber das Verhalten der Eigenwerte eines M-D-G-K-N—Systems
mit echt komplexen Eigenvektoren ((D+G) und (K+N) nicht vertauschbar) in Abhéngigkeit
eines charakteristischen Systemparameters p.

Es ist anzumerken, dass die erste Bedingung in (3.94) erfiillt ist, wenn positiv definite Dissi-

pation (D > 0) vorliegt oder die Dissipation durchdringend ist. Die Dissipation des Systems
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wird als durchdringend bezeichnet, wenn kein Eigenvektor — und somit kein Teil der Eigen-
bewegungen — im Nullraum der Dissipationsmatrix liegt. Dies bedeutet, dass d.g = r'Dr > 0

gilt, obwohl nur D > 0 gefordert werden muss.

Falls der Betrag d der Dissipation — fiir einen einzelnen Vektor oder das Gesamtsystem
— verschwindet (d = 0), so sind diese Bedingungen auf Basis des Kriteriums von Routh-
Hurwitz nicht mehr anwendbar. Man findet dann jedoch ausgehend vom Ansatz A = o+ jw

die Zusammenhénge

P —w—gu+k=0 A 02w+ g) +n=0. (3.111)

Zusammenfassend lasst sich also sagen, dass die geschwindigkeitsproportionalen Terme im
Allgemeinen nur in ganz speziellen Féllen die Vertauschbarkeitsrelation erfiillen. Der in die-
sem Absatz diskutierte Fall (echt) komplexer Eigenvektoren ist als der Normalfall anzusehen.
Es tritt zudem kein kritischer Punkt mehr auf, an dem Eigenvektoren degenerieren und Ei-
genwerte zusammenfallen. Die Anndherung des Systems an seine Stabilitdtsgrenze ist nicht
mehr durch das Zusammenfallen der Eigenwerte und Eigenvektoren gekennzeichnet. Die

Stabilitat lasst sich somit nur anhand des Realteils sicher beurteilen.

3.4.2.2.3 Besondere Effekte Mit den vorgenannten Ergebnissen lassen sich nun zwei

interessante Effekte finden: zirkulatorische Systeme

e konnen durch Hinzufiigen kleiner Dampfung destabilisiert werden und

e sind (fast) sicher instabil, wenn gyroskopische Terme auftreten und keine Dissipation

im System vorliegt.

Die Destabilisierung durch schwache Dampfung ist ein intuitiv kaum nachvollziehbares

Phé&nomen in zirkulatorischen Systemen, das seit den 1950er Jahren in einer Vielzahl von
Arbeiten diskutiert wurde (z.B. [5], [25], [46], [98]) und immer noch wird [41]. Zuriickgehend
auf die erste Veroffentlichung durch Ziegler [98] und in Anspielung auf das ”Ziegler-Pendel”

als Standardbeipiel fiir Folgelastproblem wird es héufig als ”Ziegler-Paradoxon” bezeichnet.

Als Ausgangspunkt zur Erklarung dieses Phéanomens soll ein System dienen, dessen Eigen-
wertproblem die Form

[MX +97(D+G)A+ (K+N)|rg=0 (3.112)

hat und bei dem die Matrizen M~! (D 4+ G) und M~ (K 4+ N) vertauschbar sind. Von ei-
nem allgemeinen beliebigen System ausgehend, kann man sich ein solches Grundsystem stets
durch Abspalten derjenigen Anteile aus der (beliebigen) Matrix der geschwindigkeitspropor-
tionalen Krifte beschaffen, die der Vertauschbarkeitsbedingung (3.25) gentigen. Unterkriti-

sche Parameter p < p..; vorausgesetzt, lasst sich dann ein Satz rein reeller Eigenvektoren r
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angeben. Der Parameter 7 soll nur dazu dienen, die Gréflenordnung der geschwindigkeitspro-

portionalen Beitrdage zu erfassen, welche die Vertauschbarkeitsbedingung erfiillen.

Fiigt man diesem System kleine geschwindigkeitsproportionale Einfliisse ¢ (f) + G) (e 1)

hinzu, so lautet das Eigenwertproblem
MY+ [y(D+G)+e(D+G)[ A+ (K+N)|r=0. (3.113)

Erfiillen die Matrizen des erweiterten Systems wiederum die Vertauschbarkeitsrelation, so
lassen sich wieder reelle Eigenvektoren finden und das Stabilitdtsverhalten lasst sich wie
zuvor schon fiir diesen Fall dargestellt diskutieren. Im Allgemeinen wird dies jedoch nicht
gelten und die Eigenvektoren des gestorten Systems werden komplexwertig sein. Wird die

Existenz einer gewohnlichen Reihenentwicklung unterstellt, so folgen mit
r=ro+er; ,e<1 , r,reC”™ rjeR™ (3.114)

die komplexen Rayleigh-Quotienten der Systemmatrizen zu

m= r'Mr=mg+em; +0(?) , d =1v'Dr=dy+ed +c°dy+ O(?), (3.115)
d= vDr=dy+ed +0(?) |, k =rvKr=ko+ck +%ky +O(), (3.116)
jg= 1r'Gr=c¢jg; +O(?) |, jn =1'Nr = ejn; + O(c?). (3.117)

Einsetzen in die Bedingungen (3.110) fiir asymptotische Stabilitét ergibt die Bedingungen

dges = /y(do + €d1 + 62d2> + 5(6?0 + 56?1) + 0(63) >0 VAN (3118)

~ ~ 2
(ko + ky + 2ks) (7(d0 +edy + e2dy) + e(dy + edy) + 0(63)> (3.119)
+(eny)(Y(do + edy) + dy)(eg1) — €2n% + O() > 0. (3.120)

Sortieren nach Potenzen von ¢ liefert fiir v > ¢

ydo + &' [7d1 + Jo} + 2 [yd2 + Jl} +0@EH >0 A (3.121)
Y23k + £ | 2koydo (v + do) + Kyl
+€2 [ko("}/dl + d~0)2 + Q’Ydo(")/dg + (jl) + nwdogl — nﬂ + 0(83) >0 (3122)
und man erkennt, dass fiir v > ¢ die asymptotische Stabilitdt durch die Terme der Ordnung
¥ bestimmt wird, die nur Beitriige des zugrundeliegenden Systems mit geschwindigkeitspro-

portionalen Termen beinhalten, welche die Vertauschbarkeitsbedingung erfiillen. Ein zirkula-

torisches System ist also asymptotisch stabil, wenn diese Anteile der Dissipation iiberwiegen.



3.4. INSTABILITATSSZENARIEN 93

Anders verhéilt es sich, wenn die der Vertauschbarkeitsbedingung geniigenden Anteile der
geschwindigkeitsproportionalen Terme von &hnlicher Grolenordnung sind wie jene Anteile,

die sie nicht erfiillen. Setzt man also v = ¢, so ergibt erneutes Ordnen nach Potenzen von ¢

el [do + cio] +¢? [dl + cil] +0E) >0 A (3.123)

£? [dgk;o + 2kodody + krdy + kod? — nﬂ +O(%) > 0. (3.124)

Offensichtlich wird die Stabilitédt des Systems mit stark von der Vertauschbarkeitsbedingun-
gen abweichender Dampfung durch die Terme zweiter Ordnung in € bestimmt. Insbesondere
stellt sich im Vergleich mit den zirkulatorischen Termen schwache Dampfung do, dy < 1 als
kritisch heraus. Beispielsweise bewirkt Hinzufiigen schwacher nichtvertauschbarer Dadmpfung
(do,dy < 1, d2,d? ~ 0 ) zu einem ungediimpften Grundsystem (do, d; = 0) die Bedingungen
fiir asymtotische Stabilitat

gl [d0i| + &2 [dl} +0(E%) >0 A & [-ni] +0() >0. (3.125)

Dieses System kann also in keinem Fall asymptotisch stabil sein, da die zweite Bedingung in

jedem Fall verletzt wird.

Die Bedeutung dieses Effektes wird durch folgende Uberlegungen unterstrichen:

e Physikalisch motivierte Modelle struktureller Démpfung fiithren in der Regel auf sym-
metrische Anteile der Dissipationsmatrix. Ein Wesensmerkmal zirkulatorischer Syste-
me ist jedoch gerade der Verlust der Symmetrie der Matrix der lageproportionalen
Krifte. Versucht man fiir solche Systeme die Konstruktion einer die Vertauschbarkeits-
bedingung erfiillenden Dissipationsmatrix in Form proportionaler Rayleigh-Dampfung
D = aM + K und unter Vernachlidssigung sonstiger dissipativer Anteile, so ldsst
sich eine symmetrische Dampfungsmatrix offensichtlich nur als Vielfaches der Mas-
senmatrix M ansetzen. Dies schrinkt die Vielfalt der in Rayleigh-Form darstellbaren
vertauschbaren Dissipationsmatrizen offensicht deutlich ein. Es ist jedoch zu beachten,
dass diese besondere Form von Dampfung zwar praktisch sehr wichtig ist, jedoch i.a. die
allgemeine Formulierung der Vertauschbarkeitsrelation als Kriterium zur Priifung her-

angezogen werden muss.

e Aus der Linearisierung der Reibungskrifte entstehen im Allgemeinen ebenfalls ge-
schwindigkeitsproportionale Kréfte. Diese fithren auf Matrizen, die vom Betriebszu-
stand abhéngen und deren Form unabhéngig ist von der Matrix der lageproportiona-
len Krifte. Sollte in Einzelfdllen der Sonderfall proportionaler Démpfung auftreten, so

wird er durch kleine Parametervariationen (z.B. der Drehzahl) sofort gestort werden.

e Bei groflen elastischen Systemen, die nur an wenigen lokal begrenzten Stellen durch

Reibung beeinflusst sind, wird die Matrix der lageproportionalen Kréifte im We-
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sentlichen symmetrisch sein. Der Einfluss der symmetriestérenden Reibkréfte ist be-
grenzt auf kleine Bereiche der Matrix der lageproportionalen Kréafte. Werden jedoch
Fiihrungsbewegungen beriicksichtigt, so tritt die schiefsymmetrische Matrix G auf:
anders als lokale Reibung wirkt sie global auf alle bewegten Bereiche. Schiefsymme-
trische Anteile lassen sich durch eine reelle Transformation nicht symmetrisieren und

sind daher zwingend nicht vertauschbar mit symmetrischen Matrizen [99], [33].

Offensichtlich sind also gerade langsame Fiihrungsbewegungen als besonders kritisch zu
bewerten, da diese kleine Anteile in der Geschwindigkeitsmatrix hervorrufen, welche die
Vertauschbarkeitsbedingung verletzen. Insbesondere in schwach geddampften Systemen

diirfen diese Einfliisse bei Simulationen nicht vernachléssigt werden.

Die Instabilitdt gyroskopisch-zirkulatorischer Systeme ohne Dissipation ist ein Effekt, der

eng verwandt ist mit dem vorgenannten, jedoch nicht Kleinheit der verantwortlichen Einfliisse

voraussetzt. Betrachtet wird ein Eigenwertproblem der Form
[MX* + GXA+ (K+N)]r =0, (3.126)

fiir das in (fast) keinem Fall ein Satz vollstédndig reeller Eigenvektoren r gefunden werden
kann. Ein — sehr akademischer — Ausnahmefall, fiir den die Vertauschbarkeitsrelation erfiillt
ist und somit reelle Eigenvektoren gefunden werden konnen, ergibt sich mit dem proportio-
nalen Ansatz G = aM + (K + N) fir « = —1, § = 1 und K = M. Auffer in derartig

speziell konstruierten Beispielen werden jedoch komplexwertige FEigenvektoren auftreten.

In diesem Fall ist der Beitrag n = r'Nr des schiefsymmetrischen Anteils zur Matrix der lage-
proportionalen Krifte stets ungleich null, wihrend der Anteil d der Dissipation verschwindet.
Es folgt somit direkt aus Bedingung (3.110), dass asymptotische Stabilitéit nicht vorliegen
kann. Aus Gleichung (3.111) ergibt sich zudem, dass fiir n # 0 grenzstabiles Verhalten eben-
falls ausgeschlossen ist. Zirkulatorische Systeme mit gyroskopischen Kréften ohne Dissipation
sind also — abgesehen von akademischen Sonderfillen wie dem oben skizzierten — praktisch
immer instabil (siehe bspw. auch [29], [33], [83]). Dies gilt unabhéngig von der Stéirke der

gyroskopischen Einfliisse.

Alternativ lasst sich dies auch ausgehend vom zugrundeliegenden M-K-N—System mit Hilfe
der Entwicklung (3.47) fiir einfache Eigenwerte zeigen. Wird zu einem grenzstabilen M-
K—System mit einfachen Eigenwerten ein gyroskopischer Anteil eG hinzugefiigt, so ist die

Verdnderung eines Eigenwertes

1 ¢'GrA
— jwl GrAp = — T2p

A= —— -
£"Mr jw ¢ Mr

eR (3.127)

stets eine reelle Zahl. Die Ruhelage wird somit instabil.
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3.4.2.2.4 Anmerkung zum Satz von Thomson und Tait Die Feststellung, dass die
Dissipation D und die gyroskopischen Einfliisse G destabilisierende Wirkung haben kénnen,

ist intuitiv nur schwer zugénglich.

Tatséchlich lasst sich das Stabilitdtsverhalten vieler Probleme der Praxis unter Ver-
nachléssigung dieser Einfliisse zur sicheren Seite hin abschétzen. Die formale Begriindung
hierfiir ist durch den Satz von Thomson und Tait gegeben. Viele Probleme der Praxis fithren

auf Storungsgleichungen der Form
Mg+ (G+D)g+Kq=0 , K>O0. (3.128)

Wegen K > 0 ist das zugrundeliegende ungedampfte, nichtgyroskopische System grenz-
stabil und nach dem Satz von Thomson und Tait (siche Kapitel 3.4.2.1) destabilisiert
das Hinzufiigen von mindestens positiv-semidefiniter Dissipation D > 0 die untersuchte
Losung nicht. Die schiefsymmetrischen geschwindigkeitsproportionalen Terme G beinflussen
die Stabilitéit der nichtzirkulatorischen Storungsgleichung (3.128) ebenfalls nicht. Da echte
Déampfung stets zumindest positiv semidefinit ist, stellen Stabilitdtsuntersuchungen anhand

von (3.128) unter Vernachlédssigung der Dissipation eine konservative Abschétzung dar.

Das allgemeine reibungsbehaftete System wird jedoch nicht durch Gleichung (3.128), sondern
durch (3.98) beschrieben und hat somit die Form

Mg+ (G+D)g+ (K+N)q=0. (3.129)

Der Satz von Thomson und Tait gilt nur fiir Systeme mit symmetrischer beziehungsweise
reell symmetrisierbarer Steifigkeitsmatrix und darf hier nicht zur Beurteilung der Stabilitat

herangezogen werden, da (3.129) die zirkulatorische Matrix N enthélt.

Es lésst sich ingesamt festhalten, dass die intuitive und fiir nichtzirkulatorische Systeme
(3.128) durch den Satz von Thomson und Tait abgesicherte vereinfachte Herangehensweise
fiir allgemeine, zirkulatorische Systeme der Form (3.129) schon formal nicht zuléssig ist. Die
in den vorangegangenen Abschnitten des Kapitels dargestellten destabilisierenden Effekte

unterstreichen dies deutlich.



Kapitel 4

Quietschen von Scheibenbremsen

4.1 Problembeschreibung

4.1.1 Allgemein

Die bei Fahrzeugbremsen auftretenden Schwingungserscheinungen sind je nach Wahrneh-
mung durch den Fahrer oder die iibrige Umwelt entweder mechanisch spiirbar (Vibratio-
nen) oder horbar (Schall). Beide Wahrnehmungen sind jedoch letztlich auf mechanische
Festkorperschwingungen zuriickzufithren, die entweder indirekt — nach Ubertragung iiber das
Medium Luft — oder direkt durch Kontakt mit dem schwingenden Kérper wahrgenommen
werden. Da fiir die Ursachenforschung Ubertragung und Art der Wahrnehmung unerheblich

sind, wird im Folgenden auf diese Unterscheidung verzichtet.

In der Regel werden Schwingungen von Bremsen nach ihrer Frequenz klassifiziert. Der fiir
Menschen relevante Bereich erstreckt sich hierbei von 0 Hz bis ca. 20 kHz. Die untere Grenze
ist auflerhalb des horbaren Bereiches, der bei ca. 20 Hz beginnt, und betrifft die mechanisch
spiirbaren Schwingungen. Thre Relevanz hédngt von der Feinfiihligkeit der Testperson und
der Amplitude der Schwingungen ab. Die obere Grenze stellt die iibliche Horgrenze von
Menschen dar und liegt aulerhalb der Grenze, die mit dem Tastsinn noch wahrgenommen

werden kann.
Weitere Details hierzu finden sich in [4], [10], [23], [79].

Hinsichtlich der Ursache der Schwingungen lassen sich im Wesentlichen zwei Kategorien

unterscheiden [53]:

e [st die Frequenz der Schwingung durch einen von auflen vorgegebenen Einfluss be-
stimmt, so spricht man von fremderregten (heteronomen) Schwingungen. Beispiele fiir
Schwingungen dieser Kategorie sind krafterregte Schwinger, die durch eine duflere Kraft
zu Schwingungen erregt werden. Daneben konnen auch Systemparameter von auflen

vorgegebenen Schwankungen unterliegen: bei dieser Art fremderregter Schwingungen

96
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spricht man von parametererregten Schwingungen.

Charakteristisch fiir die Klasse der fremderregten Schwingungen ist, dass die Grund-
frequenz der Schwingung der Anregungsfrequenz entspricht. Typische Beispiele bei
Bremsen sind Schwingungen, deren Frequenz sich proportional zur Drehzahl (d.h. Um-

drehungsfrequenz) des Rades verhiilt.

e Selbsterregte Schwingungen hingegen zeichnen sich dadurch aus, dass der Schwinger
selbst Frequenz und Amplitude der Schwingung bestimmt — unabhéngig von dufleren
Einfliissen. In vielen Féllen lasst sich durch gezielte Beeinflussung der bestimmenden

Systemparameter das Auftreten von Selbsterregungseffekten vermeiden.

Ein typisches Beispiel bei Bremsen sind Schwingungen, deren Frequenz unabhingig

von der Drehzahl ist.

Abhéngig von diesen beiden Charakteristika lassen sich die Schwingungsphidnomene in ei-
ne Matrix einordnen: Abbildung 4.1 zeigt die entsprechende Einordnung der im Labor des
Instituts fiir Technische Mechanik beobachteten Schwingungsphénomene. Diese Darstellung
stellt eine Adaption des haufig zitierten Schemas aus [92] unter Beriicksichtigung der expe-

rimentellen Beobachtungen des Autors dar.

Allgemein erfolgt die Benennung der auftretenden Frequenzen nach dem subjektiven Ein-
druck, den die Schwingung auf Testpersonen hinterlédsst. Zur Einordnung des Entstehungs-
mechanismus wird in der Regel die Drehzahl herangezogen: ist ein Zusammenhang zwischen
Drehfrequenz und Schwingungsfrequenz zu erkennen, so wird Fremderregung angenommen,

andernfalls ist von Selbsterregung auszugehen.

>
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Abbildung 4.1: Arten von Bremsenschwingungen (in Anlehnung an [92]).
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Obgleich es keine internationale Standardbezeichnung gibt, lassen sich zumindest folgende
Begriffe als etabliert betrachten [23], [79], [92] :

e Rubbeln (”Judder”) bezeichnet Schwingungen, die meist mehr fiihl- als hérbar im Be-
reich von 0 bis ca. 500 Hz auftreten und sich mit der Drehzahl (Fahrgeschwindigkeit)
verandern. Mitunter kommt es zu starken Vibrationen von Lenkrad oder Bremspedal
("Schlagen”, ”"Flattern”). Bisweilen wird hier noch zwischen Hei- und Kaltrubbeln
("hot-judder” / ”cold-judder”) unterschieden.

e Knarzen ("Groan”) sind horbare Schwingungen im Bereich von 20-400 Hz. Sie treten
in einem bestimmten Betriebsbereich auf, ihre Frequenz ist jedoch unabhéngig von der

Fahrgeschwindigkeit. Knarzen klingt eher knorrig und hart.

e Unter Muhen ("muh”) versteht man hérbare Schwingungen, die in der Regel im Bereich
von 200-400 Hz auftreten. Sie sind dem Knarzen sehr dhnlich, klingen jedoch weniger

hart und eher tonal. Die Frequenz ist ebenfalls unabhéngig von der Drehzahl.

e Als Quietschen bezeichnet man mittel- bis hochfrequente Schwingungen im Frequenz-
bereich von ca. 1 bis 20 kHz, die akustisch wahrgenommen werden und unabhéngig von
der Fahrgeschwindigkeit (Drehzahl) auftreten. Quietschen kann sehr laut sein und wird
dementsprechend als unangenehm empfunden. Ein Beispiel hierfiir ist das Quietschen

der Bremsen von Schienenfahrzeugen.

Uber die beschriebenen Phénomene hinaus gibt es noch ein Vielzahl weiterer, wie beispiels-

weise ”Singen”, ”Schaben”, ” Drahtbiirste”, usw.

4.1.2 Experimentelle Ergebnisse

Im Labor des Instituts fiir Technische Mechanik konnte an einer serienméfligen Fahrzeug-
bremse eine Reihe von Experimenten zu unterschiedlichen Schwingungserscheinungen bei
Scheibenbremsen durchgefithrt werden (siehe [28], [27], [79]). Im Folgenden werden jedoch
nur Ergebnisse vorgestellt, die fiir Modellierung und Verstdndnis des Bremsenquietschens

relevant sind.

4.1.2.1 Aufbau der Bremse und des Priifstandes

Die untersuchte Bremse ist eine Schwimmsattelscheibenbremse des Herstellers LUKAS, wie
sie beispielsweise in Fahrzeugen der Mercedes A-Klasse verbaut wurde (siehe Abbildung 4.2).
Der Priifstand samt Bremse wurde im Rahmen eines BMBF-Projektes im Labor des Instituts
installiert [71], [79].



4.1. PROBLEMBESCHREIBUNG 99

Abbildung 4.2: Foto der untersuchten Schwimmsattelbremse.

In der urspriinglichen Form war der Bremstriager direkt mit einem massiven Metalltréager
verschraubt. Fiir die dieser Arbeit zugrundeliegenden Messungen wurde diese Anordnung
durch eine realistischere Anordnung ersetzt, bei welcher der feststehende Teil der Bremse mit
dem originalen Achstriager verbunden wurde. Dieser wurde dann an den dafiir vorgesehenen

Punkten mit dem Priifstand verschraubt.

Die Bremse wird mittels eines Hydraulikkolbens aktuiert. Der Rotor wird von einem 120 kW-
Gleichstromnebenschlussmotor angetrieben, der iiber eine Drehzahlregelung verfiigt. Zwi-
schen dem Antriebsmotor und der Bremse ist eine Drehmomentenmesswelle installiert, die
auch einen Drehzahlsensor beinhaltet. Dariiber hinaus wurde ein weiterer, hochauflosender
Drehzahlsensor direkt mit der Bremsscheibe verbunden, um direktere und genauere Messun-

gen der Scheibendrehzahl zu erlauben.

Die Abbildungen 4.2 und 4.3 zeigen Fotos sowie schematische Darstellungen der untersuch-
ten Bremse. Der grundsétzliche Aufbau der Bremse umfasst einen Tréger, den sogenannten

Sattel, die Bremsbelédge sowie die Bremsscheibe (Rotor).

Der Triger ist dabei fest mit der Umgebung (bzw. dem Fahrwerk) verbunden, wihrend der
Rotor auf der sich drehenden Achse fest verschraubt ist. Der Sattel ist lediglich durch zwei
Fithrungsstifte mit dem Trager verbunden, die jedoch keinen nennenswerten Beitrag zur

Kraftiibertragung leisten.

Die auf die Bremsbeldge aufgebrachten Normalkrifte werden durch den zangenartigen Auf-
bau des Sattels vollstindig iiber die Bremsbelédge abgestiitzt. Die Abstiitzung der Umfangs-
kriifte (d.h. der Reibungskrifte) in Drehrichtung geschieht hiervon getrennt durch die direkte
Abstiitzung der Bremsbeléige auf dem Tréiger (siehe Abbildung 4.4).

Nachdem eine Reihe von Messungen an der kompletten Bremse durchgefiihrt worden war,
wurde — zunéchst probehalber — der Sattel entfernt und durch eine Schraubzwinge ersetzt

(sieche Abbildungen 4.5, 4.6). Dies ging natiirlich mit kleinen Verschiebungen im Frequenz-
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Abbildung 4.3: Die untersuchte Schwimmsattelbremse (Sicht von oben):
a) Foto. b) Schematische Darstellung der Bauteile.
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Abbildung 4.4: Krifte an den Bremsbeldgen (Bremskraft Fjp, Kontaktnormalkraft N, Reib-
kraft R, Kraft des Tragers auf Belag Fy; ): a) Abstiitzung der durch den Sattel aufgebrachten
Normalkrifte. b) Abstiitzung der Umfangskréfte.

elastische
Verbindungen

Abbildung 4.5: Die untersuchte Bremse mit Bremssattel: die Anpresskrifte auf die Beliage
werden durch den zangenartigen Aufbau des Sattel abgestiitzt. Der Sattel ist lediglich mittels
schwacher elastischer Verbindungen am Tréger befestigt.

spektrum und der akustischen Wahrnehmung einher, doch waren dariiber hinaus keine
qualitativen Anderungen festzustellen. Vielmehr ergab sich durch diese Anderung eine Rei-
he von Vorteilen wie insbesondere ein iibersichtlicheres Frequenzspektrum und die bessere
Zugéanglichkeit zu den Bremsbeldgen. Durch diese Modifikation wurde es moglich, wéahrend

des Quietschens direkt auf der Riickenplatte der Bremsbeldge Messungen vorzunehmen. Zu-
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Abbildung 4.6: Die untersuchte Bremse nach Entfernen des Sattels. Seine Funktion wird
vollsténdig durch eine Schraubzwinge ersetzt.

dem konnten nun mittels Kraftmessdosen direkt die auf die Bremsbelége wirkenden Normal-

krifte gemessen werden.

Da das Ziel dieser Arbeit eher die Forderung grundsétzlichen Verstidndnisses als die akkurate
Vermessung einer Serienbremse ist, wurde diese reduzierte, iibersichtlichere Anordnung fiir

die weiteren Messungen beibehalten.
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Abbildung 4.7: Spektrale Leistungsdichte S, des gemessenen Schalldruckes beim Quietschen
tiber der Drehzahl n [1/min].

4.1.2.2 Bremsenquietschen

Quietschen wurde bei Drehzahlen oberhalb von n =~ 1% und niedrigen bis moderaten
Bremskraften im Bereich Fg =~ 100 N - 3 kN beobachtet. Bei fast allen Betriebspunkten
musste die Bremse zudem betriebswarm sein, damit Quietschen auftrat. Die kritische Tem-
peratur (gemessen an der Oberfliche der Scheibe) konnte dabei recht gut reproduzierbar bei
Tso =~ 60 °C festgestellt werden.
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Abbildung 4.7 zeigt Frequenzspektren der Schallemission wéihrend des Quietschens in
Abhéngigkeit von der Drehzahl. Eine Abhéngigkeit der Spektren von der Drehzahl ist nicht
zu erkennen, sodass ein mit der Umdrehungsfrequenz in Zusammenhang stehender Fremder-

regungsmechanismus nicht in Frage kommt.

Als Schallquelle kommen insbesondere gréfiere Oberfldchen in Betracht, die Schwingungen in
Richtung ihrer Oberflichennormalen ausfiihren, da dann die Schallintensitét und letztlich die
gesamte Schallleistung grof} ist. Messungen an verschiedenen Positionen um den Priifstand
herum bestétigten dabei die Annahme, dass die Bremsscheibe als primére Schallquelle an-

zusehen ist.
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Abbildung 4.8: Relativgeschwindigkeit v,..; = vo — @ in Umfangsrichtung zwischen einem

Punkt auf der Belagsriickenplatte (Geschwindigkeit &) und einem Oberflaichenpunkt der
Bremsscheibe im Kontaktbereich (Geschwindigkeit v¢). Dargestellt in jeweils das Minimum
min(v,e) fiir verschiedene Drehzahlen wiahrend des Quietschens.

Durch die verbesserte Zugénglichkeit der Bremsbeldge nach Entfernen des Sattels wurde es
moglich, auf der Riickenplatte einen Messpunkt (”laser-target”) zu montieren, mit dessen
Hilfe mittels eines Laser-Vibrometers die Bewegung der Bremsbelédge in Umfangsrichtung

vermessen werden konnte.

Abbildung 4.8 stellt das Minimum der Relativgeschwindigkeit v, in Umfangsrichtung
wahrend des Quietschens fiir verschiedene Drehzahlen dar. Deutlich ist zu erkennen, dass
die Relativgeschwindigkeit v, zwischen beiden Punkten bei keiner Drehzahl verschwindet.
Wahrend des Quietschens tritt somit kein Haften auf.

Abbildung 4.9 zeigt die Auslenkungen zweier Messpunkte auf der Riickenplatte eines Brems-
belages in Umfangsrichtung (”langs”) und in Lateralrichtung (”quer”). Es ist deutlich zu
erkennen, dass bei beiden Messpunkten die Amplituden der Bewegung in Lateralrichtung

jene in Umfangsrichtung um Gréfenordnungen iiberwiegen.

Mittels eines Scanning-Laservibrometers (Polytec) wurde wéhrend des Quietschens die
Schwingform der Scheibenoberfliche ermittelt. Wie die Schalldruckmessung (Abbildung 4.7)
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Abbildung 4.9: Auslenkungen der Belagriickenplatte: dargestellt sind die Auslenkungen in
Umfangsrichtung (”langs” ) und Lateralrichtung (" quer”) zweier Punkte auf der Riickenplatte
eines Belags.
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Abbildung 4.10: Betriebsschwingform beim Quietschen (2872 Hz, 4 Knotenlinien): darge-
stellt sind Real- und Imaginérteil (Messung mit Scanning-Laservibrometer). Ein Teil der
Schwingform ist vom Bremsbelag (grauer Bereich) verdeckt.

bereits vermuten lief, wird die Betriebsschwingungsform deutlich von ihren Anteilen bei
2872 Hz dominiert. Dabei ist keine stehende Welle mehr zu beobachten: vielmehr schwingen
die Oberflichenpunkte mit unterschiedlichen Phasenwinkeln zueinander, sodass die Schwin-
gungsform nur noch durch Angabe von Real- und Imaginérteil vollstéindig charakterisiert
werden kann (siehe Abbildung 4.10). Realteil und Imaginérteil entsprechen dabei jeweils fiir
sich der Eigenform einer Kreisringplatte mit vier Knotendurchmessern, bei der ein Schwin-
gungsbauch unter dem Bremsbelag liegt und durch diesen verdeckt ist. Bis auf die Rand-
bedingung am inneren Rand sind keine weiteren Knotenkreise zu beobachten. Trotz der

Rotation sind die Knotendurchmesser von Real- und Imaginérteil raumfest.

Neben dieser Betriebsschwingformanalyse wurde auch eine Modalanalyse durchgefiihrt. Hier-
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zu wurde zunéchst die auf der Achse montierte freie Bremsscheibe ohne Bremsbelédge ver-
messen (Abbildung 4.11). Anschlieend wurde die Modalanalyse fiir die Bremsscheibe mit
angelegten Bremsbelédgen unter einer Vorspannung von Ny ~ 2 kN und mit einem statischen
Vorspannungsmoment von ca. My =~ 200 Nm durchgefithrt (Abbildung 4.12).
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Abbildung 4.11: Experimentelle Modalanalyse der montierten Scheibe ohne Bremsbelége:
dargestellt sind die Einhiillende der Ubertragungsfunktionen sowie skizzenhaft die Eigenfor-
men der Bremsscheibe.
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Abbildung 4.12: Experimentelle Modalanalyse der montierten Scheibe mit Bremsbeldgen:
dargestellt ist die Einhiillende der Ubertragungsfunktionen (hellgrau zum Vergleich die Kurve
aus 4.11). Zudem sind zwei Paare von zusammengehorigen Eigenmoden dargestellt, deren
Frequenzen durch den Kontakt mit den Beldgen getrennt wurden (Moden aus Modalanalyse).

In den Abbildungen ist deutlich der Einfluss der Bremsbeldge zu erkennen. Analysen mit

verdnderten Vorspannungen zeigten keinen nennenswerten Einfluss der Vorspannung auf die
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Modalanalyse.

Der Gleitreibungskoeffizient u = Fﬁ im Sinne des Coulombschen Gesetzes ist in realen Mes-
sungen aus vielerlei Griinden nur schwer zu bestimmen. So ist beispielsweise die Defini-
tion des Gleitreibungskoeffizienten als Produkt zweier (gestorter) Messgrofen schon mess-
technisch problematisch. Dariiber zeigt der Gleitreibungskoeffizient eine mitunter deutliche
Abhéngigkeit von der Kontakthistorie und den dufleren Parametern wie Temperatur, Luft-
feuchtigkeit, etc. Es ist somit kaum moglich, den Gleitreibungskoeffizienten eines bestimm-

ten Kontaktes zu bestimmen. Ist die Einlaufphase weitgehend abgeschlossen und sind die

A
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Abbildung 4.13: Gemessener Gleitreibbeiwert (Messung bei kalter Bremse, Ober-
flichentemperatur der Scheibe Ts o =~ 30 — 40°C).

auBleren Bedingungen einigermaflen konstant, ist es jedoch zumindest im Sinne eines Mittel-
wertes moglich, einen Gleitreibungskoeffizienten anzugeben. Weitere Details beziiglich dieses
Themenkomplexes findet man bspw. in [11], [35], [67], [68], [86]. In Abbildung 4.13 ist der

0 ' ' i J Messung | :
u —_—

35 - ckubisch - 1
30

25

20
F [kN]

15

10

0 50 100 150 200 250 300 350
Ah [um]

Abbildung 4.14: Steifigkeitsmessung eines der verwendeten Bremsbeldge (aus [79]).

experimentell ermittelte mittlere Gleitreibungskoeffizient in Abhéngigkeit von der Relativ-
geschwindigkeit v, zwischen dem Belag und einem Bezugspunkt auf der Scheibenoberflache

gewahlt. Die Ergebnisse entsprechen denen der Literatur. Interessant ist dabei die starke
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Abhéngigkeit des Gleitreibungskoeffizienten fiir Drehzahlen unterhalb von ca. n = 2%. Fiir

héhere Geschwindigkeiten jedoch ist der mittlere Gleitreibungskoeffizient praktisch konstant.
Abschlielend stellt Abbildung 4.14 noch ein Messergebnis aus [79] dar. In dieser Arbeit wird

eine kubische Naherung fiir die Steifigkeitskennlinie der verwendeten Bremsbeldge als

F(AR) = i Ah + o AR + 3 AR? (4.1)
mit
9 N 11 N
i = 4.07923-10° |—| c; = —1.89365-10" | —| und (4.2)
m m
N
c3 = 1.26169-10% [E] (4.3)

angegeben, wobei Ah die Kompression aus einer statisch vorgespannten Lage beschreibt.

4.1.3 Voriiberlegungen und grundsétzliche Modellelemente

Die experimentellen Untersuchungen zeigen, dass beim Quietschen die Bremsscheibe als we-
sentlicher Schallstrahler anzusehen ist. Dabei ldsst sich beobachten, dafl bei den Schwin-
gungen der Bremsscheibe die Abhéngigkeit der Schwingform von der Umfangskoordinate
deutlich grofler ist, als die Abhéngigkeit von der Radialrichtung. Anders als beim Knarzen
tritt beim Quietschen die restliche Struktur (wie Bremstriager, Radaufhingung, etc.) kaum

in Erscheinung.

Die Experimente haben zudem deutlich gemacht, dass bereits eine Anordnung bestehend aus
einer Bremsscheibe, zwei Bremsbeldgen und der notwendigen Stiitzstruktur ausreichend ist,
damit Quietschen auftreten kann. Zusétzliche Anbauteile, wie der Bremssattel samt Hydrau-
lik, bewirken im Experiment kein qualitativ neues Verhalten, sondern lediglich quantitativ

kleine Verschiebungen der Frequenzspektren.

Messungen auf der Riickseite der Bremsbeldge zeigen, dass die Lateralschwingungen (”out-
of-plane”) jene in Umfangsschwingungen (”in-plane”) deutlich {iberwiegen. In der Betriebs-

schwingform sind Verkippungen der Beldge um die Radialachse zu beobachten.

Wie die theoretischen Voriiberlegungen in Kapitel 2 gezeigt haben, kann die Dynamik des Sy-
stems nur dann durch die Reibung im Kontakt zwischen zwei Systembestandteilen beeinflusst
werden, wenn die Differenz der virtuellen Verschiebungen zwischen den Kontaktpunkten auf
beiden Korpern nicht verschwindet. Dies wird durch die beiden Beispiele in Abschnitt 2.2.3.3

llustriert.

Folglich ist die Kopplung zwischen lateralen und tangentialen Bewegungen im Kontakt von

essentieller Bedeutung.
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Modelle zum Versténdnis des Bremsenquietschens miissen also mindestens folgende Punkte

beriicksichtigen:

e Die Bremsscheibe muss als elastischer Korper modelliert werden, der Auslenkungen
senkrecht zur Mittelebene ausfithren kann. Die Modellierung der restlichen Systembe-

standteile (Achsschenkel, etc.) ist von eher untergeordneter Bedeutung.

e Die Bremsbelédge miissen Lateralschwingungen ausfiihren konnen; die Beriicksichtigung

der Verkippung ist wiinschenswert.

e Um die Leistung der Kontaktspannungen realitdtsnah abzubilden, sollte die Kontakt-
kinematik detailliert modelliert werden. Dies umfasst insbesondere die tangentialen
Relativverschiebungen im Kontakt. Zudem sollten die elastischen Eigenschaften der
Bremsbelédge beriicksichtigt werden, um die Schwankungen der Kontaktnormalspan-

nungen infolge der Lateralbewegung abzubilden.

Die Bremsscheibe wird im Folgenden als Kreisringplatte im Sinne der Kirchhoffschen Plat-

tentheorie modelliert. Die im Rahmen dieser Theorie getroffenen Annahmen [19] wie

e Existenz einer neutralen Ebene (Mittelebene),
e Kleinheit der Durchbiegung im Vergleich zur Dicke,

e Giiltigkeit der Normalenhypothese

konnen im Hinblick auf die experimentellen Beobachtungen ohne weiteres als erfiillt betrach-

tet werden.

Die im Experiment beim Quietschen gemessene Schwingform der Scheibe dhnelt der Eigen-
form einer Kreisringplatte mit 4 Knotenlinien und zeigt Amplituden der Gréflenordnung
10™° m. Es 148t sich daher leicht abschiitzen, dafi die Neigungen und Kriimmungen der

Oberflache der Bremsscheibe sowohl in Radial- wie auch in Umfangsreich sehr klein sind.

Die Bremsbelidge werden als elastische Schicht im Sinne einer Winklerbettung modelliert,
die sich zwischen der Bremsscheibenoberfliche und der als starr angenommen Riickenplatte

befindet. In Umfangsrichtung stiitzen sie sich gegen die feste Umgebung ab.

Die Modellbestandteile sowie der Aufbau des Modells sind schematisch in Abbildung 4.15
dargestellt.

4.1.4 Kinematik

Zur Beschreibung der gesamten Anordnung bieten sich Zylinderkoordinaten an. Das ma-

terielle (korperfeste) Koordinatensystem hat dabei seinen Ursprung im Mittelpunkt O der
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Bremsscheibe Belag 1
\ ) B /Q

Abbildung 4.15: Zur Modellierung des Quietschens verwendete Korper (Bremsscheibe,
Bremsbelige) sowie schematische Darstellung des Modells.

Kreisringplatte und wird von den Basisvektoren €g, €p, €7 aufgespannt. Ein materieller
Punkt wird in diesem System durch das Koordinatentripel X = (R, ®, Z)" adressiert. Das
rdumliche Koordinatensystem hat seinen Ursprung im Mittelpunkt O der rdumlich plazierten
Kreisringscheibe und wird von den Basisvektoren €,(¢), €,(yp), €, aufgespannt. Ein Raum-
punkt hat damit die riumlichen Koordinaten x = (r,¢,2)". Ist x der rdumliche Koordina-
tenvektor eines materiellen Punktes X, so gilt ein eindeutiger, umkehrbarer Zusammenhang
x = x(X, ).

Der Ortsvektor 7 eines materiellen Punktes X lautet dann 7(X) = 7#(x(X,t)) = ré,.(¢) + z €,
mit r =r(R,®,Z,t), ¢ = p(R,®,Z,t) und z = z(R, ®, Z,t). Die explizite Zeitabhingigkeit

der rdumlichen Koordinaten kommt dabei durch aufgepragte Fiihrungsbewegungen zustande.

Es wird sich im Folgenden als praktisch erweisen, den Ortsvektor als Matrizenprodukt der

Form
&) [r r
7= |é(e)| [0] =E(p)" |0 (4.4)
€, z z
darzustellen.

4.1.4.1 Bremsscheibe

Zur Beschreibung einer Kirchhoffplatte ist lediglich eine Feldvariable notwendig, welche die
vertikale Auslenkung der Mittelebene beschreibt. Hierfiir wird zunéchst das koérperfeste Feld
u(R, ®,t) eingefithrt und spéter auf das raumfeste Feld w(r, ¢, t) iibergegangen. Punkte auf

der Mittelebene haben damit die materiellen Koordinaten
X = (R, ®,0)" (4.5)
sowie die entsprechenden rdumlichen Koordinaten

x = (r(R),p(®,1), u(R, ®,1)" = (r, ¢, w(r,¢,1)) (4.6)
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mit den unabhéngigen Ortskoordinaten R, ® bzw. r, . Die Ausdehnung der als Kreisring-

platte angenommenen Bremsscheibe ist dann in

materiellen Koordinaten R € [R;,R,] , @ € 0,27 und in (4.7)

raumlichen Koordinaten reri,re , ¢ €]0,2n]

mit den inneren Radien R;,r; und den dufleren Radien R, und 7.

Die Rotation der Scheibe infolge der aufgeprédgten Fiihrungsbewegung lésst sich als
Starrkorperrotation um die z—Achse betrachten. Unter der Annahme, dass das rdumliche
und das materielle Koordinatensystem zum Zeitpunkt t = 0 zusammenfallen, ergibt sich der

Zusammenhang
o=+ Ot (4.9)

Da mit diesem Zusammenhang das rdumliche Koordinatensystem zeitlich explizit
veridnderliche Basisvektoren aufweist, miissen diese bei der Berechnung von Geschwindigkeit
und Beschleunigung ebenfalls differenziert werden. Man findet fiir die materielle Ableitung

der Basisvektoren

q o [ee,
—| Ele(®;1)) =E= |-Q& |, (4.10)
dt |« 0

o

wobei () Zeitdifferentiation bei festgehaltenen materiellen Koordinaten bedeutet und bei der

gegebenen Argumentenliste identisch ist mit der partiellen Zeitableitung, d.h. ()= 2 (). Siehe
hierzu auch Abbildung 4.16.

materiell rdumlich

Abbildung 4.16: Rotierende Kreisringplatte: materielle und rdaumliche Koordinaten.

Mit der stationéren Fiihrungsbewegung lautet der Zusammenhang zwischen materiellen und

raumlichen Zylinderkoordinaten eines Punktes auf der Mittelebene

r R 0
= ) + | Qt , d.h xy =X+ vpt (411)
z) u(R, ®;t) 0
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(siche auch Kapitel 2.3), wobei u = u(R, ®;t) das mitbewegte Feld (in materiellen Koordi-
naten) der Auslenkung der Mittelebene ist. Der Ortsvektor eines materiellen Punktes X,

auf der Mittelebene ist dann

R
v (Xar) = E(p)" 0 mit ¢ = ¢ + Q. (4.12)
u(R, ®;t)

Damit gilt fiir die Geschwindigkeit ), eines materiellen Punktes X in der Mittelebene

q e, R a@] [0 0
I = | Tu=9|=4 0 + | é,(v) 0 =E" |RQ| (4.13)
X 0 u(R, ®;t) €. u (R, ®;t) U
und fiir die Beschleunigung
—Q%R
S d| T
dt X_ o)
u

Damit sind die kinematischen Groflen zur Beschreibung der Dynamik einer Kirchhoff-Platte

in materiellen Koordinaten bekannt.

Zur Formulierung der virtuellen Arbeiten der Oberflachenkréfte ist eine detaillierte Betrach-
tung notwendig. Zu diesem Zweck soll im Wesentlichen ein Ansatz zur Formulierung der
Kinematik verfolgt werden, wie er unter anderem bei der Beschreibung der Bewegung von
Oberflachenpunkten bei Wanderwellenmotoren angewandt wird ([78]). Zur Modellierung rei-

bungserregter Schwingungen bei Bremsen wurde dieser Ansatz bereits in [30] verwendet.

Um die kinematischen Eigenschaften in einem materiellen Punkt zu beschreiben, wird eine
lokale Vektorbasis benétigt. Die normierten Tangentenvektoren t,., t_;, an die deformierte

Mittelebene lauten

1 -
= —iy=E"|0 - t=—=~t (u<1), (4.15)
or u |tx]
9 0 e 0
t = —u=E"|r - t,=—"m~E | 1 |, (u,<1), (4.16)
I u [34 1y
730 T 7Lp
und damit lasst sich eine normierte Flachennormale 77 als
_u7’]"
=1t xt,=E"|-lu, (4.17)
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Mittelebene

- =

Abbildung 4.17: Kontaktkinematik: dargestellt ist die lokale Vektorbasis (t,,t,,7) in einem
Punkt der Mittelebene.

Abbildung 4.18: Kontaktkinematik: Kontaktpunkte.

angeben (siche Abbildung 4.17).
Ist h die Dicke der Platte, so haben Punkte auf der Oberfliche der Kreisringplatte, die im

undeformierten Zustand vertikal iiber bzw. unter einem Punkt X, liegen, den Ortsvektor

ot — h—»
(X)) = TM(XM)i§n<XM) (4.18)
h u,r<L1
rF Uy lu’ip r
— E | Flu,| "ETE | 0 |. (4.19)
ui% ui%

Die Annahmen u, < 1 und %um < 1 konnen zumindest fiir Schwingungen mit Wellenléngen,
die bezogen auf die Amplituden vergleichsweise grofl sind, ohne weiteres gemacht werden
(siche auch Abschnitt 4.1.3).

Im Folgenden bezeichnen Tilden (~) materielle Punkte, die sich im undeformierten Zustand

senkrecht iiber einem betrachteten Punkt der Mittelebene befinden, wéhrend Accents cir-

~

conflexes () Ortsvektoren von Punkten kennzeichnen, die im deformierten Zustand rdumlich
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senkrecht {iber diesem Punkt liegen. Wie aus Gleichung (4.19) ersichtlich, gilt fiir kleine
Deformationen (u, < 1, tu, < 1)

7 E (4.20)

Fir einen Punkt der neutralen Ebene mit den materiellen und raumlichen Koordinaten
Xy = (R,®0)" und xy = (R,®+Qtu(R,®)) (4.21)

haben die zugehorigen Oberflichenpunkte vertikal iiber bzw. unter X, dann ndherungsweise

die raumlichen Koordinaten

h h
xt (R, ® + Ot u(R, ) + 5) = xy + (0, 0, 5) (4.22)

(sieche Abbildung 4.18).

Neben der Lage wird zur Ermittlung der Reibkraftrichtung sowie zur Aufstellung der virtu-

ellen Verschiebung noch die Geschwindigkeit des materiellen Oberflachenpunktes benotigt.

Analog zum bisherigen Vorgehen lésst sich die Geschwindigkeit der Oberflichenpunkte, die

sich entlang der Normalen 7i der Mittelebene iiber bzw. unter 7(X},) befinden, iiber

h h oy
-, d _ r :Fh%u,r . TopQu, F 5 umo
UCXu) = 2| B | Fhue | | =B |QRF {Qu, F g5 u, (4.23)
X uty i

ermitteln. Wie zuvor festgestellt, gilt 7+ ~ 7% und damit ndherungsweise auch

vt~ (4.24)

Mit der Geschwindigkeit eines materiellen Punktes ist es nun einfach, die virtuelle Verschie-

bung anzugeben:

X :Fgéuﬂu
6 = E' |Fkdu,| . (4.25)
ou

Damit sind alle benétigten kinematischen Gréflen prinzipiell bekannt. Um die Kontakte
zwischen den Korpern des Beispielproblems zu beschreiben, ist es zweckméfig, auf eine

T

Beschreibung in rdumlichen Koordinaten x = (7, )" zu wechseln (siche Kapitel 2.3). Dabei

gilt zwischen beiden Feldern die Verkniipfung

wix, t) = u(X(x, 1), ). (4.26)
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Mit 1= 1 + Quw,, ist eine Beziehung zwischen der materiellen Ableitung u des Feldes u

und dem totalen Differential «w der nunmehr rdumlich adressierten Feldvariable w(r, p,t)

gegeben. Aus der Fithrungsbewegung resultieren die

[ 0
Fiihrungsgeschwindigkeit: 7 = E(p)" [rQ und die (4.27)
0
[—r ()2
Fithrungsbeschleunigung: @ = E(p)' | 0 |. (4.28)
0

Die kinematischen Grofien eines Punktes x;, auf der Mittelebene lauten damit

T_"M(XM)

C_I:M<XM)

r 0
E(p)" 0 ., Tu(xm) = E(p)' Q) , (4.29)
[ w(r, ¢;t) W+ Qu,
[ —O2r
E(p)" 0 , (4.30)
|0+ 200, + QPw gy,

womit die virtuelle Verriickung

0

o7 (xar) = E()" 0 (4.31)

dw(r, ¢;t)

folgt. Fiir die materiellen Punkte an der Oberfliiche bei x = (r, ¢)" ergibt sich durch Einset-
zen in (4.19), (4.23) und (4.25)

ET

r

0 , (4.32)
\w(r, git) £ 2
[ i%th,so + %}}UT + Q%“}iw
U F 50w, F oo F Qrwe, | (4.33)
i w+ Quw,
[ FLow,
Fodw,,| . (4.34)

ow

4.1.4.2 Bremsbelige

Die Bremsbelédge bestehen aus einer sogenannten Riickenplatte, auf der das Reibmaterial

befestigt ist. Vereinfachend wird angenommen, dass die Riickenplatte starr ist und sich le-

diglich das Reibmaterial deformieren kann. Im Folgenden wird zudem vorausgesetzt, dass die
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Bremsbelidge symmetrisch zum Basisvektor €,.(¢p = 0) angeordnet sind. In der Ausgangslage
sind die Riickenplatten parallel zur Scheibenoberfliche (Abstand hy,). Thre allgemeine Lage

soll durch eine Auslenkung 2/, in z—Richtung mit iiberlagerter Verkippung o/, um die

Symmetrieachse €,.(p = 0) dargestellt werden (siehe Abbildung 4.19).

Abbildung 4.19: Bremsbelag: Kinematik.

Wie zuvor bei der Bremsscheibe lésst sich auch die Ausdehnung der Beldge mit Hilfe zweier
unabhéngiger Ortskoordinaten beschreiben. Da die Belédge keiner Fithrungsbewegung unter-

worfen sind, kann die Ausdehnung direkt in rdumlichen Koordinaten mit

r€lrird 9 € [0, w0l (4.35)

angegeben werden (siehe Abbildung 4.20).

Abbildung 4.20: Bremsbelag: Bereich.

Fiir kleine Verkippungen «;/, < 1 lauten die Ortsvektoren materieller Punkte auf der Mit-

telebene einer Riickenplatte

r
Tpija(r, ) = E' 0 (4.36)
| £(R/2 4 hy) + 21/ +rsinpsina
[ r
~ E' 0 : (4.37)
| £(R/2 4 hy) + 212 + 7 sin pa

Da der durch die Beldge abgedeckte Winkel ¢ nicht klein sein muss, darf sin ¢ nicht ohne

weiteres linearisiert werden und wird beibehalten.
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Es lasst sich zudem zeigen, dafl die Verschiebungen der Kontaktbereiche infolge von Verkip-
pungen o /7 klein von héherer Ordnung sind und im Folgenden vernachlissigt werden kénnen.
Es wird daher im Rahmen des Modells angenommen, dass die Kontaktoberflichen der beiden
Belédge jeweils direkt senkrecht unter bzw. {iber der Riickenplatte liegen. Zudem wird das

leichte Uberstehen der jeweiligen Riickenplatte iber das Belagsmaterial vernachlissigt.

Oberflichenpunkte des Belags im Kontakt mit der Scheibe haben mit diesen Annahmen
— unter Voraussetzung dauerhaft geschlossenener Kontakte zwischen Scheibe und Beldgen —

die Ortsvektoren

,
7%1/2(7“, s t) = ET 0 : (438)
w(r, ¢, t) £ h/2

Die Geschwindigkeit eines materiellen Punktes in einer solchen Kontaktoberfliche eines Be-

lages ist
R 0
U o(x,t) = E 0 . (4.39)
w(r, e, t)

Die Kompression Ahy/, der Beldge 1/2 in vertikaler Richtung ist also

Ahyjo(r, o, t) = £ (w(r, o, t) — 2179 — Tsingoozl/g) . (4.40)

Aufgrund dieser Definition ist Ahy/, > 0, wenn der Belag komprimiert wird und umgekehrt.

4.1.4.3 Kontakte

Im vorliegenden Beispiel wird die Kontaktoberfliche der Bremsbeldge in Abhéngigkeit der
Oberflachenauslenkung der Bremsscheibe ausgedriickt. Die Nichteindringbedingung ist somit

immer erfiillt. Dies ist anhand der relativen Normalgeschwindigkeit
) 1
Ureln = Il_fi . ﬁi - 61/2 : ﬁi =w+ Qw(p + (QT)<—_'UJ7<P> + 0(w2) —w=0 (441)
r

zwischen einem Paar materieller Punkte auf beiden Oberflichen leicht nachpriifbar. Es ist
daher im Folgenden nicht notwendig, diese kinematische Bedingung durch eine Penalty-
Formulierung oder mit Hilfe Lagrangescher Multiplikatoren zu erzwingen. Weitere grundle-
gende Eigenschaften sind in Abschnitt 2.3.2.3 dargestellt.

In Abkiirzung der in Kapitel 2 eingefiithrten allgemeinen Schreibweise werden im Folgenden
die Kontaktbereiche zwischen der Bremsscheibe und Belag 1 bzw. Belag 2 mit F(Cl) und Fg)
bezeichnet. Es gilt

h

/@ = {(r, ©,2) ‘ 7 € [ro, 1], ¢ € [=0, 0, 2 = w(r, ) = 5} : (4.42)
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Die Relativgeschwindigkeit zwischen Kontaktpunkten auf der Scheibe und einem Belag bei
x = (r,¢) lautet

grel(rv (10) = {_)d: - {71/2 (443)
i%QwW F g‘u'),r F %wa e
= E' | Qr 7w, F i, FQLlw,,| . (re) ell®. (4.44)
Qu ,

Wie bereits dargestellt, kann bei den hier interessierenden Schwingungen von vergleichsweise
kleinen Neigungen und Kriimmungen der Scheibenoberfliche ausgegangen werden. Zudem

ist fiir realistische Betriebsparameter

Qr > Qhw,, hi,, Qu ,, W, QAW rp, QW g, (4.45)

ohne weiteres gegeben, sodass |U,| &~ Qr gilt. Die Richtung der Gleitreibungsspannung in

einem Oberflichenpunkt auf der Scheibe im Kontakt zu Belag 1 bzw. 2 lautet dann

(1)/(2) [ Eaple T ot ¥ g e
& = -E' |[1F¥ Lw, F Zlglzw@ F 5 We, | + O(w?) (4.46)
i F W
[ /0 +iw, —w —i)
h r P »or 1 h T
~ _ET 1 j: 2_ _wﬂ, — %w7<p<p :t 52— —%U')’go . (447)
AU " +2u, "\ o

Deutlich ist zu erkennen, dass die Richtung der Gleitreibungskraft in erster Naherung Terme
enthélt, die proportional zur Auslenkung und zur Auslenkungsgeschwindigkeit der Ober-

flache sind.

Die Differenz der virtuellen Verschiebungen der Oberflichenpunkte auf der Scheibe und dem

Belag lautet

R R L row,,
§(F= —Tip) = ngET dw, | - (4.48)
0

Es ist hierbei offensichtlich, dass die Projektion der Kontaktspannungen auf die Vertikale €,
keinen Beitrag zur virtuellen Arbeit und somit zur Dynamik des Systems leistet. Letztlich
ist dies eine direkte Folgerung aus der kinematischen Nebenbedingung, dass beide Kontakt-

partner einander nicht durchdringen.
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4.1.5 Kinetik

Integration iiber die rotierende Ringplatte ergibt ihre kinetische Energie

27 Rg 2T 1rq

1 02 1
Tp = Sooh / / i RARAP = Soph / / (W + Qu,)? rdrde. (4.49)
0 R; 0 r;

Beim Wechsel des Differentials dV = hR dRd® auf die rdumliche Darstellung dv = hr drdy
wurden dabei kleine Deformationen unterstellt, sodass fiir die Determinante des Deforma-
tionsgradienten ndherungsweise J = det F' &~ 1 ist und damit dV =~ dv gesetzt werden
kann. Analog gilt fiir das elastische Potential Up der Platte im Sinne der Kirchhoffschen
Plattentheorie

2T Tq
1 1 1 1 1
Up = §D// <(V2w)2 +2(1-v) ((;w,r@ - ,,,_meﬁ)Q - w,ﬂ“(ﬁwww - ;wﬂ”)>) rdrdg
0 T
(4.50)
mit dem Laplace-Operator A = V2 = g—:g + %% + T%aa—;. Der Parameter D = #’1‘;) ist

die Plattensteifigkeit, die sich aus dem Elastizitdtsmodul E, der Scheibendicke h und der

Querkontraktionszahl v der Bremsscheibe zusammensetzt.

Kleine Deformationen der Bremsbeldge konnen bei der Berechnung der kinetischen Energie

vernachlissigt werden, sodass man diese als

. |
T = 5 Zf/g + §<]P05%/2 (4.51)

anschreiben kann. Zur Vereinfachung wird davon ausgegangen, dass die Massen m, und

mittlere Drehtragheit Jp beider Belédge gleich sind.

Es wird zudem vereinfachend angenommen, dass die Beldge als Winkler-Bettung modelliert
F
Aoy
haben in der statischen Ruhelage die Hohe h,. Ac bezeichnet hierbei den Flacheninhalt der
gleichgroflen Kontaktbereiche, ¢, = f—: ist die Kompressionssteifigkeit und £, der E-Modul

der Belédge. Das elastische Potential eines Belages lautet dann

werden konnen. Die Beldge sind durch die Bremskraft Fg um sy = vorgespannt und

1 2
Uip = 5 Ah d
2 2 /r8>/<z> ¢y (A2 + 50)" da
1 _ )
=3 /rg“/@) ¢p [£(w — 2172 — rsinpay ) + 0] da (4.52)

mit der Kompression Ah,/, aus der statischen Ruhelage heraus.
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Es wird angenommen, dass die innere Dampfung des Reibbelags die der Bremsscheibe
iiberwiegt. Wird die Dissipation der Bremsbelége als proportional zur Dehnungsrate an-

gesetzt, ldsst sich die virtuelle Arbeit als

5Wpl,D = — Z h /Z adissésda

i=1,2
= =Y Enh, / gdeda= ) —d / Ah;6Ah; da (4.53)
i=1,2 e i=1,2 &
anschreiben. Mit dem Verlustfaktor 7, gilt fiir den Ddmpfungsparameter d, = E;::p = 1,Cp

(siehe hierzu [19], [48]).

Auf die Riickseite der beiden Beldge wirken mittig Normalkréafte mit dem konstanten Betrag

Fp. Thre gesamte virtuelle Arbeit ist

aq /oK1
Wy r = Fp(—cosagdz; + cos asdzs) ~ Fp(—02z1 + 22). (4.54)

Bereits hier ist abzusehen, dass es fiir ein Modell zur Stabilitdtsuntersuchung irrelavant ist,
ob diese Krife als mitgehend oder als richtungstreu angesetzt werden. Flatterinstabilitét

konnen sie nicht verursachen.

Fiir die virtuelle Arbeit der Kontaktkrafte am System gilt

We = oW + oW =3 / DD §(7* — ) da. (4.55)
F

1=1,2

Dabei ist é’t(i) der Richtungsvektor der Gleitreibungskraft an der Scheibenoberflache im Kon-
takt zu Belag . Nimmt man an, dass h, die Dicke eines Belages in der stationéren Losung

2172 = 0, a2 = 0 darstellt, so gilt fiir die Kontaktnormalspannung

1 Fg Bkl Fg
01/2 = oS v (CpAhl/g + — A + d Ah1/2> =~ <CpAh1/2 + Cp - A —|—d Ah1/2> (456)
v
=s0
und damit fiir den Betrag der Gleitreibungsspannung
/@) = p(cpAhy o + cpso + dpAhl/g). (4.57)

Einsetzen der aufgefithrten Energieterme und virtuellen Arbeiten in das Prinzip von Ha-

milton, Ausfithren der notwendigen Variationen und geeigneter partieller Zeitintegrationen
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liefert nach etwas Rechnung die schwache Formulierung

2T Tq

// (dwoph (W + Qb + Q*w 4y) + 6Up[w]) rdrde

1

$o Tpa
+cp Z (0w — dz; — rsing da;)(w — z; — rsing a;) rdrde (4.58)
=(1.2) "5 1y
®0 Tpa
+d, Z (0w — dz; — rsing doy)(w — 2 — rsing &;) rdrde
=(1,2) "5 1y
+ Z (5qimpé,- + 5ozi<]pdi> Z 5W((J).
i=(1,2) =(1,2)

Dabei wurde das statische Gleichgewicht

+021 cpAcso —022 cyAcsy = 4021 Fp — 029 Fp (4.59)
, N ~~ J/
=Fp :(SWpl

bereits abgespalten.

Die Variation des elastischen Potentials Up[w]| der Platte in (4.58) wurde noch nicht weiter
ausgefithrt, da es sich als praktisch erweist, dies erst im Kontext einer Naherungsformulierung
im Sinne von Ritz durchzufithren. Insbesondere wiirden bei expliziter Ausfithrung der Varia-
tion 0Up[w] und anschlieBender partieller Integration der virtuellen Verriickungen die entste-
henden Ausdriicke der dynamischen Randbedingungen sehr unhandlich. Zudem miisste dann
schon bei der Wahl der Ansatzfunktionen sichergestellt werden, dass diese die dynamischen

Randbedingungen erfiillen.

Die virtuelle Arbeit §We = > (5Wg) der Kontaktkréfte lautet dabei
i=(1,2)

We = peph Z /Z) 5 (=) V[w — 2 — rsing ;]) % (4.60)
=(1,2)
1 B i T
o 0 no[Tre lww 1 h 1wj,, row,
x | (—1) 1] + o —w, 2— W |+ Qo — W, w,, | da
0 2w 0 0
R W
o %:2 /u) 2r Db — % = rsing a.])
0 i, — —i, \ 1" [ro
' b W — W,y 1 h W, réw,,
1D [ 1 SRR R § — 1y 5 d
x | (=1) + 5 | ~Wir ~ W + a5 S, w, | da
0 +2w, 0 0

(4.61)
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1 :
= ,ucph/ By (2w — (21 + 22) — rsinp(ag + az)) dw , +
|Ne]

”
h [(+iw, —wy, L[ —w, ’ row,
250@ {(_wﬂ“ — Wy a —iby 0w, da
1
—l—,udph/ o (2w — (21 + 29) — rsinp(a; + ay)) dw, da + O(w?). (4.62)
Te

Der dominante Einfluss des Produkts aus Gleitreibungskoeffizient u, Kompressionssteifigkeit
¢, bzw. Déampfung d, des Belagmaterials sowie der Scheibendicke h ist an dieser Stelle

deutlich zu erkennen.

4.1.6 Diskretisierung

Die experimentellen Untersuchungen haben gezeigt, dass die Schwingungen der rotierenden
Platte in raumfesten Koordinaten denen der ruhenden Platte dhneln. Offensichtlich stellt
die Losung der ruhenden Kreisringplatte ein d&hnliches Problem dar und kann zum Aufbau

von Naherungslosungen verwendet werden.

Schwingungen einer ruhenden Kreisringplatte werden durch die partielle Differentialglei-

chung
ophto + DV*w =0 | w=w(r,p,t), 7 € [r,r4], ¢ € [0,27] (4.63)

beschrieben, wobei V den Laplace-Operator bezeichnet. Aufgrund der Periodizitiat w(p =
@+ 2m,t) = w(p = @, t) der Kreisringplatte liegt ein Separationsansatz der Form

w(r,p,t) = B(r)W(p,t) mit W(p =@+ 2m,t) = W(p = ¢,t) (4.64)

nahe, der die Verschiebung w(r, ¢, t) als Produkt einer Radialfunktion B(r) und einer kreis-
periodischen Umfangsfunktion W (yp,t) darstellt.

Im Experiment wurde zudem festgestellt, dass die Schwingungsform beim Quietschen 4 Ko-
tendurchmesser und nur einen Knotenkreis aufweist. Offensichtlich ist die Abhéngigkeit der
Auslenkung w(r, ¢) von der Umfangskoordinate ¢ wichtiger, als die von der Radialkoordi-

nate r.

Es sollen nun im Folgenden Néherungsansitze gefunden werden, die eine einfache und
iibersichtliche Betrachtung gestatten, und das beobachtete Schwingungsverhalten ausrei-

chend genau wiedergeben.

Unter der vereinfachenden Annahme, dass die Platte bei » = 0 starr mit einer Welle ver-
nachléssigbaren Durchmessers befestigt ist, lautet ein moglicher Ansatz fiir die Radialfunk-
tion B(r) = r%. Dieser Ansatz stimmt gut mit den im Experiment beobachteten Schwin-

gungsformen {iiberein.
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Die Konstante vy ([y] = m™!) dient hierbei lediglich der Einheitenanpassung, sodass [B(r)] =
m gilt. Damit folgt fiir die gesamte Naherung

wrArW(p,t)  mit W(p =@+ 2m,t)=W(p=a,t). (4.65)

Es folgen hieraus aulerdem die Ndherungen

W W w ~ AW (4.66)
w, = 2yrW | W R~ 29W (4.67)
w, =~ yr*W, W, = AW,y ... (4.68)

usw (4.69)

Einsetzen in das Plattenpotential (4.50) liefert zunéchst das gendherte Potential

2T 1rq

To =57 [ [ (@ + W 20— 0) [W2 = 20 (W, = 2W)]) rdrdp (470

und nach Ausfithren der Variation folgt

2T Tq

oUp = / / (AW + W) (45W + W) (4.71)
+2(1 —v) 2W, 0W, — 20W (W, — 2W) — 2W (W — 20W)| rdrdy
2T rq
= DA? //5W A(AW + W) +2(1 — v) [4W — Ww]) (4.72)

7

+ oW, <2(1 —v)W, ) + W, <4W + Wy —2(1 —v)WWV) ) rdrde.

Durch diesen Ansatz lésst sich das Problem deutlich vereinfachen. Nunmehr ist nur noch
eine partielle Differentialgleichung in ¢ und ¢ zu l6sen, anstelle einer in r, ¢ und ¢. Da
die Losungen periodisch iiber den Umfang sein miissen und an der Ubergangsstelle stetige

Ableitungen aufweisen miissen, bietet sich ein System harmonischer Funktionen der Form
Z (ak cos(kg) + by, sm(k;go)) (4.73)
k=1

an. Da im Experiment keine Starrkorperbewegung der Bremsscheibe in axialer Richtung

beobachtet werden kann, sind keine Anteile Oter Ordnung notwendig. Dieses System von
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Ansatzfunktionen ldsst sich mit geeigneten Matrizen auch als

W(p,t) = ®q (4.74)
mit

® = (cos(y), sin(p), ..., cos(ky), sin(ky), ..., cos(myp), sin(mep)), (4.75)

q = (al, bi, ..., ap, by, ..., am, bm)T (4.76)

mit ® € RIx?) g € RE™*D darstellen. Fiir die benstigten Ableitungen gilt

Wip,t)= ®q, W(pt)= @4 (4.77)
sowie
Wo(pt) = Roa, Weu(pt) = Rupa (4.78)
mit
®, = (—sin(p), cos(p), ..., —msin(mep), mcos(my)) (4.79)
D, = 477 (—cos(p), —sin(p), ..., —m? cos(my), —m?*sin(myp)) . (4.80)

Die entsprechenden Naherungslosungen fiir w lauten damit
w(r, o, t) R Ar*W(p,t) = yr’®q, w.(r,p,t) = y2r®q ,usw. (4.81)
Da die Ansatzfunktionen in ® = ®(¢) explizite Funktionen sind, lautet die Variation

Sw = yrisq ®'. (4.82)
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Mit diesen Ndherungsausdriicken ergibt sich aus (4.58)

27 g 2T g 2T g
(5qT{ //WQQDh@T<I>r5drdgpq+Q//'ngh(I)T‘I'@ 7“5drd<pq+92//’y2gph‘1>—r‘1’@¢ rodrdeq

J/

=:Mp =:Gp :;MB

2T rg

+ | DY? / / 162" &+ 88 &, + B Py, +2(1—v) [4‘I>T<I> —29 @y, + q’l%} rdrdef q

=Kp1
Y0 Tq
$o 71 Yo 71
+ cp// 2<I>TtI>r5drd¢ qa—|o [ f’y@T 3drdyp o [ f’yi’T Sdrdgo] [ }
—$0 To —%0 T0 22
—wo0 0
::f{’m =Kpp.
Yo T1 $o T1 o
_ [cp [ [ ®"yrisinpdrde ¢, [ [4® rtsin gpdrdgp] [ 1} }
—0 70 —0 70 o2
=Kpp|a
.
®o 71
T cp [ [y®r3drde A 0
+ 6[?] —| gom q+ [CPOC -~ ] [ﬂ (4.83)
2 cp [ [y®ridrdy prCl 12
—®oTo ::KP\Z
::K-BP|Z
)
$Yo T1 Yo T1
T e [ f’yq)r sin pdrde o [ fr sin? pdrdyp 0
T 5 [31] . —90(? 7;91 q-+ —%0 7o o0 [Zl}
2 cp | [y®risinedrde 0 cp [ [ r3sin? pdrdy 2
070 —¢0 7o
:;K—E)Pla ::§P|a
T T
zi| |mp 0] |Z ar| |Jp 0] |an =
ol [0 Bl [ )R] o
—_———— ~——
=Mp, =Mp|q

Aus Criinden der Ubersichtlichkeit wurden die Beitrége aus der inneren Dampfung der
Bremsbelédge hier nicht angegeben. Diese entsprechen aufgrund des beinahe identischen Auf-
baus (vgl. Kapitel 2.3) weitgehend den Beitridgen aus den Belagssteifigkeiten und lassen sich

aus den Matrizen Kpy, Kppp., Kppja, Kpj; und Kp|, einfach durch Austausch von ¢,
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durch d, ermitteln. Hierdurch entstehen dann die Matrizen

Dp2, Dpp. , Dppla; Dpiz und Dpy,.

Die Diskretisierung W der virtuellen Arbeit wird spiter vorgenommen.

Fasst man die generalisierten Koordinaten in einer Matrix

T T
zZ= [q 7721>7227041,042}

zusammen, so lasst sich (4.83) mit (4.84) und Kp = Kp; + Kps kompakt als

Mp 0 O
6z'¢ | 0 Mp, O
0 0 Mp,

Gp 00 Dp; Dppi: Dpppa]
Z+Q| 0 0 0|z+ |[Dpp. Dp 0 |z
0 00 Dipo O Dpja |

Kp +Q*°M5, Kpp: Kpppa]

+ KEPV KP|z 0 Z
T
KDP\a 0 Kpa |

(4.84)

(4.85)

(4.86)

= 5WC(Z, Z)

schreiben. Der Vorfaktor v dient hierbei wiederum der Einheitenanpassung, sodass jedes

Element ¢; von q dimensionslos ist (d.h. [¢;] = 1). Die hieraus entstehenden Bewegungsglei-

chungen haben die Struktur

Mz + QG + d,D]|z + Kz = Fg(z,z)

(4.87)

mit M=M'", G=-G",D=D", K =K' und der generalisierten Kraft Fp der Kontakt-
spannungen, die durch dz' Fr = §W(z,2) definiert ist.

GleichermaBen lésst sich mit diesen Ansétzen auch die virtuelle Arbeit (4.62) der Kontakt-

spannungen diskretisieren.
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Einsetzen in (4.62) ergibt
5 o THCph 2 38T . T
IWe = dq 2v°r°®,®da| q yr®, da| (21 + 22) (4.88)
I'c T'e

2

N

=R =:Ro

- {/ Ar?sin SO(I)sTo da} (aq + an)
e

J/

=:R3

1
—hsg |:/ 2727"(1)—'—@@ dCL:| q-— hS()ﬁ |:/ 472T¢T¢ da:| q
Te T'c

(. J/
-~ -~

=:R4 =:R5

1 )
—hsg [/r ZVQTQJTO(I' + 727’@;@@@ da} q-— hsoﬁ [/r 727“<I>;<I>¢ da} q
C S——

e =R &
g HBh 27238 & da| ¢ — & dal(z + 3 4.89
a = Yri® ®da| q yr®, da| (21 + ) (4.89)
—R, —R,

oder zusammengefasst

Rl—hSQ(R4+R6) —RQ —RQ —Rg —Rg

5 T HCph
oW = éz 5 { 0 0 0 0 0 |2 (4.90)

“(Rs+R:) 0 0 0 0 R, -R, -R, —-R; —Rj;
hsg , T pdph
) 0 o000t %5 1o 0o o o o0

Es liisst sich zeigen, dass Rs = R, Ry = Rl und (R4 + Rg1) = (Ry + Rg;)' gilt. Sortieren
liefert schlieBlich

Wo = e { - (K + N)2 = "Dz b+ 627 iy (~(Gn+ D)z} (19)

mit Kp = KJ,, N= —NT £ 0, Dy, = D}, und Gy = —~Gl, Dy = D}, .
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Die um die Ruhelage z = 0 linearisierten Bewegungsgleichungen lauten somit

peph?sg

Mz + |QG +d,D + Dpi + pud,h(Gr + Dpo) | 2 (4.92)

+ [K(®) + pe,hKp + pe,hN] z = 0. (4.93)

Dabei stammen die Matrizen M, G, D und K(2) aus der Diskretisierung des bewegten
Kontinuums, wihrend die Beitrige Dgi, Dgo, Gr und Kg, N aus der (rdumlichen) Linea-
risierung der Kontaktspannungen herriihren. Die letztgenannte Gruppe von Matrizen héangt
iiberdies von der Ausdehnung der Kontaktzone ab.

Es fallt auf, dass fiir den allgemeinen, reibungsbehafteten Fall keine Prognose mehr iiber die
Symmetrieeigenschaften der Matrizen gegeben werden kann. Insbesondere wird die zirkula-
torische Matrix N nicht verschwinden und die Beitrdge aus den Kontakten werden sowohl
symmetrische als auch schiefsymmetrische Matrizen zu den geschwindigkeitsproportionalen

Termen beitragen.

Auffallig ist zudem, dass im Wesentlichen die Produkte pc,h und pd,h den Einfluss der von
der Reibung herriihrenden Terme kontrollieren. Dariiber hinaus ist bemerkenswert, dass %
im Vorfaktor einer Systemmatrix auftritt. Dies deutet bereits hier darauf hin, dass kleine
Winkelgeschwindigkeiten 2 starke Effekte zeigen konnen. Bei der Untersuchung des Einflus-
ses kleiner Winkelgeschwindigkeiten sind prinzipiell die der Herleitung zugrundeliegenden

Annahmen (4.45) zu beachten.

4.2 Stabilitat

Unter bestimmten Bedingungen entstehen bei Bremssystemen Schwingungen aus einem sta-
tiondren Betriebspunkt heraus, der durch eine konstante Winkelgeschwindigkeit €2 und ver-
schwindende Auslenkungsgeschwindigkeiten gekennzeichnet ist. Nach Linearisierung um die-
sen stationdren Betriebspunkt entsteht eine Gleichung der Form (4.93). Die Eigenwerte des
zugeordneten Eigenwertproblems kénnen dann zur Untersuchung der Stabilitdt der stati-

ondren Losung herangezogen werden.

Da ein reales Problem betrachtet wird, wird auf eine Entdimensionalisierung verzichtet. Im
Folgenden wird daher zunéchst auf die Bestimmung realistischer Systemparameter einge-
gangen. Anschlielend wird das Eigenwertverhalten des reibungsfreien Systems diskutiert,
um danach die Betrachtung schrittweise auf die vollstandige Systembeschreibung (4.93) zu

erweitern.
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Parameter

Soweit nicht anders vermerkt, werden im weiteren folgende Systemparameter zugrundegelegt:

Bremsscheibe: E =1.2-10!!Pa , v=0.24, 0o="72" 103%
h=001lm, r;=0m, r, = 0.13m
Bremsbeldge: E,o=1.1-10°Pa, cp = E}fpo =7.33-10° % ., mpy=1-10"5%
h, =0.015m , R, =0.12m, po = 24°
m, = 0.32kg , Jp = 52(h + (R singp)?)

Kontaktbereich: r € [0.08m, 0.125m] , ¢ € [—go, ¥ol-

Die Materialparameter der Bremsscheibe wurden dabei angelehnt an iibliche Tabellenwerte
fiir Stahlguss gewihlt. Ahnliche Werte finden im Ubrigen auch in einem Beispiel des FEM-
Paketes ABAQUS zur Eigenwertanalyse eines Bremsenmodells Verwendung [37].

Die Materialparameter der Bremsbeldge wurden geméfi Messungen gewihlt, die im Rah-
men einer fritheren Arbeit am Priifstand des Instituts durchgefiihrt wurden ([79], siche auch
Abbildung 4.14). Typische Normalkrifte auf die Beldge, bei denen Bremsenquietschen be-
obachtet wird, liegen im Bereich Fjy =~ 100 N bis ca. 5 kN. Fiir einen typischen Wert von
Fx =1 kN bspw. ergibt sich eine statische Zusammenpressung sy von ca 30 pym. Nach Li-
nearisierung der in [79] angegebenen kubischen Ndherung der Steifigkeitskennlinie l4sst sich
fir Fiy = 1 kN der oben angegebene E-Modul berechnen. Der mechanische Verlustfaktor 7,
wurde ebenfalls in Anlehnung an die Messergebnisse aus [79] gewéhlt. Da die dortigen Ergeb-
nisse nur fiir vergleichsweise tiefe Frequenzen (f < 100 Hz) und hohe mittlere Normalkrafte
(Enm =~ 2.3 kN) angegeben sind, mussten die Werte entsprechend extrapoliert werden. Als

Orientierungshilfe wurde dabei der in [29] angegebenen Wert verwendet.
Die iibrigen Parameter wurden durch direkte Messungen ermittelt.

Zur Diskretisierung wurden m = 5 Paare von Ansatzfunktionen geméfl des Ansatzes (4.73)
gewahlt. Fiir die oben angegebenen Parameter ermdoglicht dies die Untersuchung von Schwin-
gungen der Bremsscheibe bis ca. 5 kHz, was zur Untersuchung der experimentell beobachte-

ten Schwingungen ausreichend ist.

4.2.1 Eigenwerte des reibungsfreien Systems

4.2.1.1 Bremsscheibe

Zunéchst wird die rotierende Bremsscheibe ohne Kontakte zu den Bremsbeldgen betrach-
tet. Wird die Dynamik der rotierenden Kreisplatte in einem mitrotierenden (R, ®)—System

formuliert, liefert die Diskretisierung der partiellen Differentialgleichungen ein Gleichungs-
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system der Form
Mpz + Kpz = 0. (4.94)

Da im Rahmen dieser Arbeit lediglich die Strukturdampfung der Beldge betrachtet werden
soll, tritt in (4.94) keine Dissipationsmatrix auf. Ohne weiteres kann Kp > 0 unterstellt

werden, sodass ein schwingungsfdhiges System vorliegt, dessen Ruhelage grenzstabil ist.

Eine Transformation der zugrundeliegenden partiellen Differentialgleichung und Diskretisie-
rung mittels Ansatzfunktionen in raumfesten Koordinaten (r, ) ergibt eine Formulierung

der Form
Mpi + QGpz + [Kp + V’Kj| z = 0. (4.95)

Die Terme QG pz und Q?K*%z riithren dabei von der Transformation vom mitrotierenden ins
raumfeste Koordinatensystem her. Weitere Details hierzu sind bereits in Kapitel 2 beschrie-

ben.

Typischerweise spalten sich bei der Beschreibung bewegter elastischer Kérper in raumfe-
sten Koordinaten die Eigenfrequenzen zueinander gehorender Eigenmoden paarweise auf
und entfernen sich voneinander (siche Abbildung 4.21). Dieser Effekt kommt lediglich durch

BOOD 4040
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2000 o T NG
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15007
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L T ———
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Abbildung 4.21: Eigenfrequenzen f, der rotierenden Scheibe ohne Kontakt in Abhéngigkeit
von der Drehzahl.

die Transformation auf raumfeste Koordinaten zustande und beriicksichtigt die durch die
Fiihrungsbewegung verursachten (scheinbaren) Frequenzénderungen beziiglich des ruhenden
Beobachters. Interpretiert man Deformationen im mitbewegten System als Uberlagerung ge-
genléufiger Wellen, so erhoht sich — von raumfesten System beobachtet— die Frequenz der in

Bewegungsrichtung laufenden Wellen, wiahrend die der riicklaufenden Wellen absinkt.
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Interessant ist dabei die kritische Drehzahl n. =~ 29520 %, bei der die
Fiihrungsgeschwindigkeit der Scheibe gerade der Wellenausbreitungsgeschwindigkeit
(d.h. Schallgeschwindigkeit) der Bremsscheibe in Umfangsrichtung entspricht. Vom raumfe-
sten Beobachter aus wird bei dieser Umdrehungszahl die riicklaufende Teilwelle als stehende
Welle erscheinen. Wird die Winkelgeschwindigkeit weiter erhoht, so kehrt die "riicklaufende”
Welle sogar ihren Richtungssinn um und lduft vom raumfesten Beobachter aus in die gleiche

Richtung wie die in Drehrichtung laufende Welle.

Da das Stabilitdtsverhalten prinzipiell unabhéingig vom Beobachter sein muss, bleiben die Re-
alteile hiervon beim betrachteten Beispiel unbeeinflusst. Anders verhélt es sich jedoch, wenn
das bewegte Kontinuum nichtmateriellen — also beispielsweise raumfesten — Randbedingun-
gen zu geniigen hat. Weitere Details zur Losungstheorie von Wellen in iiberschallschnell
bewegten Kontinua sind in [75] zu finden.

Wihrend in Abbildung 4.21 das Spektrum in einem sehr weiten Drehzahlbereich dargestellt
ist, spielen bei der Untersuchung des Bremsenquietschens erfahrungsgeméf vergleichsweise
niedrige Drehzahlen eine Rolle. Abbildung 4.22 a) zeigt das Eigenfrequenzspektrum fiir klei-
ne Drehzahlen im Bereich bis n = 1200 %, entsprechend vp,, ~ 180 — 200 km/h. Dabei ist
deutlich zu erkennen, dass der Einfluss der Fiihrungsbewegung auf das Spektrum fiir prak-

tisch relevante Drehzahlen kaum in Erscheinung tritt. Dies wird durch den in Abbildung
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Abbildung 4.22: Eigenfrequenzen f, der rotierenden Scheibe ohne Kontakt in Abhéngigkeit
von der Drehzahl: Darstellung im praktisch relevanten Drehzahlbereich.
a) Eigenfrequenzen von 0-5000 Hz.  b) Detailausschnitt.

4.22 b) dargestellten Detailausschnitt noch unterstrichen. Es ldsst sich also feststellen, dass
die durch die Fithrungsbewegung verursachte Aufspaltung von Eigenformen beziiglich des
raumfesten Systems im relevanten Betriebsbereich als marginal einzustufen ist. Insbesonde-
re der Fall einer der Schallgeschwindigkeit entsprechenden Fiihrungsgeschwindigkeit ist fiir

praktische Untersuchungen von Bremssystemen ohne Bedeutung.
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4.2.1.2 Bremsscheibe und Beldge im reibungsfreien Kontakt

Bringt man nun die Bremsscheibe und die Bremsbeldge reibungsfrei in Kontakt, so wird das

System in raumfesten Koordinaten durch Gleichungen der Form
M3 + [QG + d,D]z + K(Q2*)z = 0 (4.96)

beschrieben. Da der Normalkontakt durch die Wahl der Ansatzfunktionen beriicksichtigt ist
(siehe Abschnitt 2.3.2.3), dndert sich an der prinzipiellen Struktur der Systemgleichungen
abgesehen von der Dissipationsmatrix D nur wenig. Abbildung (4.23) zeigt die Eigenwerte

des zugehorigen Eigenwertproblems in Abhéngigkeit der Masse m,, eines Bremsbelages. Es ist
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Abbildung 4.23: Eigenfrequenzen f. der im Kontakt mit dem Bremsbeldgen stehenden Schei-
be in Abhiingigkeit von der Masse m,, eines Bremsbelags (Drehzahl n = 1 --).

min

deutlich zu erkennen, dass mit zunehmender Masse die Bremsbelédge das Frequenzspektrum
deutlich beeinflussen. Abbildung 4.24 stellt einen Vergleich der Eigenformen fiir m, = 0 kg
und m, = 1 kg dar. Da im fiir das Bremsenquietschen relevanten Drehzahlbereich der Einfluss
der Drehzahl auf das Frequenzspektrum nicht relevant ist, wurde willkiirlich eine Drehzahl

von n = 1U/min gewéhlt.

Wihrend fiir masselose Beldge m, = 0 im dargestellten Frequenzbereich lediglich die Eigen-
frequenzen der Bremsscheibe ohne Kontakte sichtbar sind, treten diese fiir gréflere Massen

deutlich in Erscheinung.

Insbesondere fithrt der Einfluss der Bremsbeldge bei den tieferfrequenten Eigenmoden der
Bremsscheibe zu Frequenzverschiebungen und Aufspaltung zueinander gehérender Eigenfor-
men. Dieser Effekt hat jedoch nichts mit der zuvor erwéhnten Frequenzaufspaltung infolge

der Fiihrungsbewegung zu tun, sondern lasst sich durch die unterschiedliche Wirkung der
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Bremsbeldge auf die Eigenformen erkléren. So ist fiir m, = 1 kg die Eigenform bei f = 440 Hz
primér von Triagheit der Beldge in Querrichtung (d.h. z-Richtung) beeinflusst, wihrend die
zugehorige Eigenform bei f = 528 Hz durch die Rotationstréagheit beziiglich der Koordinate
a beeinflusst wird.

Fiir einen Vergleich mit der experimentellen Modalanalyse (Abbildungen 4.11, 4.12) ist eine
Belagsmasse von m, ~ 0.32 kg anzusetzen.
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Abbildung 4.24: Vergleich der Eigenmoden der Bremsscheibe im Kontakt mit den Brems-

0 kg) und fiir m, = 1 kg.

beldgen fiir verschwindende Masse (m,
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4.2.2 Stabilitit des reibungsbehafteten Systems

Das allgemeine reibungsbehaftete System wird durch die Gleichung (4.93) beschrieben und

hat somit die Form
Mg+ (G+D)q+ (K+ N)q=0. (4.97)

Im Folgenden soll zunéchst der Einfluss der zirkulatorischen Matrix N auf das Stabi-

litatsverhalten untersucht werden.

Wie in Kapitel 3.4.2.2 festgestellt, ist eine vereinfachte Stabilitdtsuntersuchung von (4.97)
unter Vernachlédssigung von Dissipation D und gyroskopischen Einfliissen G nicht durch den
Satz von Thomson und Tait abgesichert. Deshalb wird im Weiteren schrittweise der Einfluss

der einzelnen Beitrdge zu D und G untersucht.

4.2.2.1 Stabilitidt ohne Dissipation und gyroskopische Einfliisse

Werden geschwindigkeitsproportionale Beitrdge — seien sie durch Dissipation oder

Fiihrungsbewegung bedingt — vernachléssigt, reduziert sich Gleichung (4.93) auf
Mz + [K(Q%) + pc,hKp 4 pe,hN|z = 0 (4.98)
~ Mz + [Keﬁ(Q2,p1) +p1N} z = 0 mit  p; = pcyh. (4.99)

Es wird zudem vorausgesetzt, dass Keg > 0 gilt und somit Divergenz-Instabilitit ausge-
schlossen ist. Wie in Abschnitt 3.4.2.2 dargestellt, konnen solche Systeme oszillatorische
Instabilitit (sog. ”Flattern”) zeigen.

Wie bereits bei der Herleitung der linearisierten Storungsgleichungen festgestellt, wird der
Einfluss der nichtkonservativen lageproportionalen Kréfte vom Produkt p; = pc,h = “%EP
kontrolliert. Als weiterer Systemparameter spielt die Winkelgeschwindigkeit €2 iiber ihren
Einfluss auf K.y = K.(92?) eine Rolle.

Abbildung 4.25 zeigt den gréften Realteil in Abhéngigkeit von den Systemparametern p;
und €2. Die zugehorige Stabilitatskarte ist in 4.26 dargestellt. Hierbei symbolisieren die un-
terschiedlichen Graustufen die Eigenfrequenz des Eigenwerts mit dem grofiten Realteil. Auf
einer zweiten Achse ist der entsprechende Gleitreibungswert p aufgetragen, der sich fiir die

zugrundegelegten Systemparameter ¢, und h ergibt.

Im mittelgrau hinterlegten Bereich im rechten unteren Quadranten der Stabilitéitskarte liegen
aufklingende Losungsanteile mit einer Figenfrequenz von f, ~ 3 kHz vor. Mit zunehmender
Drehzahl ) verlagert sich die Grenze dieses Gebietes hin zu hoheren p—Werten, was am
Einfluss von 2 auf K.z liegt. So kann eine VergroBerung der Drehzahl das System aus dem

Gebiet der Flatterinstabilitét fithren und stabilisieren. Bei einer weiteren Drehzahlerh6hung
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Drehzahl [1/min] 00 p,=nhh E_[Pa]

Abbildung 4.25: Stabilitidt der Ruhelage in Abhéngigkeit des Lastparameters p; = /Lh—};Ep
und der Drehzahl n im Drehzahlbereich von n = 0 bis zur Wellenausbreitungsgeschwindigkeit
der Umfangswellen. Dargestellt ist der groite Realteil Re{ A4z }-
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Abbildung 4.26: Stabilitdtskarte in Abhéngigkeit des Lastparameters p; = M%Ep und der
Drehzahl n im Drehzahlbereich von n = 0 bis zur Wellenausbreitungsgeschwindigkeit der
Umfangswellen (Eigenfrequenz der instabilen Eigenform durch Graustufen dargestellt).

tritt bei ca. n~ 1.6-10* Y- und n ~ 2.5 - 10* Y

min min

erneut ein Gebiet der Instabilitat auf, bei

dem eine Schwingungsform mit tieferer Eigenfrequenz (f. < 1 kHz) Flatterinstabilitit zeigt.

Bei einer Drehzahl von n,. ~ 29520 U ~3.10¢ % erreicht die Tangentialgeschwindigkeit

die Wellenausbreitungsgeschwindigkeit der Umfangswellen der betrachteten Radialformfunk-

tion. Jenseits dieser Drehzahl ist eine Stabilitdtsuntersuchung nur noch anhand eines modi-
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fizierten Anfangsrandwertproblems zuléssig, sodass die Giiltigkeit der vorgenommenen Dis-
kretisierung nicht mehr automatisch gegeben ist. Beziiglich des mitdrehenden, materiefesten
Koordinatensystems stellen die raumfesten Kontaktkréfte periodisch umlaufende Kréfte dar.
Fiir n > n. bewegen sich diese Krifte schneller als die Wellen im Korper und iiberholen so
quasi die von ihnen ausgehende Wirkung. Dies soll hier nicht weiter vertieft werden, da diese
Grenzdrehzahl deutlich jenseits technisch bedeutsamer Drehzahlen liegt und fiir die Unter-
suchung von Bremsenquietschen keine Rolle spielt. Weitere Details zu dieser Problematik
finden sich in [75].
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Abbildung 4.27: Schnitt durch das Stabilitdtsdiagramm in Abbildung 4.26 entlang der mit
(1) gekennzeichneten Linie. Dargestellt ist der maximale Realteil Re{\} sowie die zugehorige
Eigenfrequenz f,.
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Abbildung 4.28: Stabilitdtskarte in Abhéngigkeit des Lastparameters p; = M%Ep und der

Drehzahl n in einem realistischen Drehzahlbereich n = 0, ..., 1200% (Eigenfrequenz der
instabilen Eigenform durch Graustufen dargestellt).
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Abbildung 4.28 stellt die Stabilitdtskarte der stationdren Losung von System (4.99) in ei-
nem fiir praktische Probleme bei Kraftfahrzeugen relevanten Drehzahlbereich dar. Dabei
entspricht eine Drehzahl von n = 1200% bei einem Raddurchmesser von ca. 0.4 m in etwa
einer Fahrgeschwindigkeitkeit von 180 km/h. Selbst in diesem weitgesteckten Geschwindig-
keitsbereich ist eine Abhéngigkeit der Stabilitéitsgrenze von der Drehzahl nicht erkennbar —
offensichtlich spielt diese ohne die Beriicksichtigung von Dampfung und Effekten durch die

Fiihrungsbewegung keine besondere Rolle.

Vielmehr héngt die Stabilitét der stationdren Losung vom Parameter p; = ,uh—};Ep ab, der die
Gleitreibungszahl ;1 sowie das Verhéltnis zwischen den Dicken h der Bremsscheibe und h,
des Bremsbelages beinhaltet. So wird eine tendenziell geringe Quietschneigung durch einen
kleinen Gleitreibungskoeffizienten in Verbindung mit beziiglich der Bremsscheibe vergleichs-

weisen dicken Bremsbelédgen erreicht, die zudem moglichst weich sein sollten.

Dariiber hinaus wird das Stabilitéitsverhalten auch von den Geometrieparametern des Kon-
taktbereichs beeinflusst: diese sind im hier untersuchten Modell die Breite b des Bremsbelags
sowie der iiberdeckte Winkel 2¢q. Da die Antriebsgeschwindigkeit keinen nennenswerten Ein-
fluss auf das Stabilitétsverhalten dieses Modells hat, wurde der Einfluss der Geometriepara-
meter lediglich in Abhéngigkeit eines Lastparameters — hier @ — untersucht (siehe Abbildung
4.29). Man erkennt, dass das Parametergebiet bandartig von Instabilitdtsgebieten durch-
zogen ist. Die Breite b spielt dabei eine eher untergeordnete Rolle, wihrend der vom Belag
abgedeckte Winkelbereich ¢ sehr direkten Einfluss auf das Stabilitdtsverhalten haben kann.
So befindet sich die Parameterkombination der experimentell untersuchten Bremse (b = 4.5
cm, o & 24°) fiir Gleitreibungswerte 1 > 0.2 in einem Gebiet, in dem eine Eigenform mit
einer Eigenfrequenz von ca. 3 kHz instabil ist (mittelgrau). Fiir eher geringe Gleitreibungs-
werte (1 = 0.2, p = 0.4) liegt der Rand dieses Gebietes in Richtung abnehmenden Winkels
o nahe an der Parameterkombination des Experiments. Da zudem das néchstfolgende Ge-
biet instabilen Verhaltens durch ein Stabilitéitsgebiet abgetrennt ist, lasst sich die stationére
Losung durch Verringerung des Winkels ¢, stabilisieren. Dies entspricht dem in der Pra-
xis haufig vorgenommenen ” Anfasen” von Bremsbeldgen, durch das der effektiv iiberdeckte
Winkel der Kontaktfliche verringert wird. Diese Mafinahme fiihrt jedoch nicht immer zum
Erfolg, da mit zunehmendem g der Stabilitdtsbereich, in den man durch das Anfasen ge-
langen kann, mehr und mehr zusammenschrumpft und bei ca. p = 0.8 verschwunden ist.
Fiir hohe Reibwerte fithrt das Anfasen dann lediglich in einen Parameterbereich, in dem

Eigenformen mit einer hoheren Eigenfrequenz instabil sind.

Ebenso wie die Antriebsgeschwindigkeit hat fiir das untersuchte Modell auch die Normalkraft
Ny auf die Bremsbeldge praktisch keinen Einfluss auf das Stabilitdtsverhalten.

In Abbildung 4.30 ist der Verlauf der Real- und Imaginérteile in Abhéngigkeit vom Para-
meter p; dargestellt. In den vergréferten Ausschnitten des Frequenzspektrums ist deutlich

zu erkennen, wie an zwei Stellen Paare von Eigenfrequenzen zusammenlaufen und zu je-
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Abbildung 4.29: Zum Einfluss der radialen Belagsbreite b und des von den Beldgen
iiberdeckten Winkels 2¢q: durch Graustufen dargestellt die Eigenfrequenz f, der instabi-
len Schwingungsform dargestellt, stabile Parametergebiete sind weifl hinterlegt.

weils einer gemeinsamen Frequenz verschmelzen. Gleichzeitig spalten sich die zugehorigen
Realteile auf und bilden ein Paar betragsgleicher Werte entgegengesetzten Vorzeichens. Da
einer von diesen Realteilen positiv ist, wichst eine Losungskomponente exponentiell an — da

der Imaginérteil und somit die zugehorige Frequenz nicht verschwindet, liegt oszillatorische
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Instabilitét (Flattern) vor (siehe auch Abschnitt 3.4.2.2)

Das Verschmelzen der Eigenwerte ist bei Systemen ohne geschwindigkeitsproportionale An-
teile zwingend mit dem Zusammenfallen der zugehorigen Eigenvektoren verbunden. Abbil-
dung 4.31 zeigt exemplarisch das erste kritische Paar ry, ro von Eigenformen, deren Frequen-

zen zu f1o = 3086 Hz verschmelzen, sowie die Skalarprodukte
cr = ( Re(ry),Re(re)) und ¢; = (Im(ry), Im(ry))

der Real- und Imaginérteile der Eigenvektoren. Deutlich ist zu erkennen, dass mit
dem Zusammenfallen der Eigenwerte und der damit einhergehenden Destabilisierung der
Grundlosung die vormals rein rellen Eigenvektoren konjugiert komplex werden. Vom konser-
vativen, symmetrischen System bei p; = 0 steigt mit zunehmendem p; das Skalarprodukt
cr immer mehr an, bis beim kritischen Wert p; .+ die Realteile der Eigenvektoren zusam-
menfallen. Fiir p; > p; ¢ konnen nun keine reellen Eigenvektoren mehr gefunden werden,

stattdessen liegen sie stets konjugiert komplex vor (siehe auch Abschnitt 3.3.2.2).
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Abbildung 4.30: Eigenwerte (Real-/Imaginérteile) in Abhéngigkeit vom Lastparameter p;

und Gleitreibungskoeffizienten p.



140 KAPITEL 4. QUIETSCHEN VON SCHEIBENBREMSEN
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Abbildung 4.31: Typisches Instabilititsszenario fiir Flatter-Instabilitdt: mit Erhohung des
Lastparameters p; (bzw. der Gleitreibungszahl p) laufen zwei Eigenkreisfrequenzen zusam-
men und verschmelzen bei p = p..;. Gleichzeitig ndhern sich die Rechtseigenvektoren an
(deutlich erkennbar am Skalarprodukt des Realteils cg) und fallen im kritischen Punkt zu-
sammen (cg = 1). Fiir p > gleichen sich die Realteile der Eigenvektoren und die Ima-
ginérteile sind invers zueinander (¢; = —1).
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4.2.2.2 Stabilitdt unter Beriicksichtigung sdmtlicher Einfliisse

4.2.2.2.1 Einfluss der Fiihrungsbewegung ohne Dissipation Bei der raumfesten
Beschreibung bewegter Kontinua treten in einer linearisierten Beschreibung stets gyrosko-
pische Terme auf. Werden diese beriicksichtigt, die dissipativen Beitrdge aus der Dadmpfung
und der Reibungslinearisierung jedoch vernachléssigt, so ergibt sich eine Storungsgleichung

der Form
Mg+ Gg+ (K+N)g=0. (4.100)

Wie in Kaptitel 3.4.2.2 gezeigt wurde, ist die Ruhelage dieser Stérungsgleichung im-
mer instabil. Ein derart vereinfachtes Ersatzmodell ist offensichtlich nicht fiir Stabi-

litdtsuntersuchungen geeignet.

4.2.2.2.2 Einfluss von Fiihrungsbewegung und Materialdampfung, Reibung
nur auf Lageebene linearisiert Erst wenn zusétzlich die Dampfung des Materials
beriicksichtigt wird, liegt ein Modell vor, das nicht schon per se instabil ist. Wird im Rahmen
der Modellierung zwar die Reibung nur auf Lageebene linearisiert, die Fiihrungsbewegung
sowie die Strukturddmpfung jedoch beriicksichtigt, so folgt aus Gleichung (4.93) die
Storungsgleichung

Mz + [QG + d,D] z + [K(?*) + pe,hKg + pe,hN]z - =
~ Mz +[QG +d,D]z+ [Kg(Q%,p1) +pN]jz = 0 (4.101)

mit p; = pc,h = ,uh—};Ep. Wie zuvor gesehen, ist der Einfluss der Parameter p; und €2 auf die

Matrix K¢ im interessierenden Parameterbereich eher von untergeordneter Bedeutung.

Offensichtlich hingt auch diese Modellierungsstufe neben den Geometrieparametern des Sy-
stems von €2 und p; ab. Hinzu kommt nun noch der Einfluss des Dampfungsparameters
dy = np%~

Abbildung 4.32 zeigt exemplarisch fiir einen realistischen Dampfungswert r, = 107% s die Sta-
bilitatskarte, wobei wiederum die Graustufen die Frequenz der Eigenform mit dem grofiten
Realteil dargestellen. Der dargestellte Drehzahlbereich reicht dabei bis 1200 %, was einer
Fahrzeuggeschwindigkeit von ca. 180 — 200 km/h entspricht. Ein Vergleich mit Abbildung
4.28 lasst den Einfluss der Fiithrungsbewegung und der inneren Dampfung insbesondere fiir
hohere Geschwindigkeiten deutlich erkennen. Abbildung 4.33 zeigt den Einfluss verschiedener
Dampfungswerte auf die Stabilitdtskarte des Systems. Dargestellt ist ein in der Praxis inter-
essanter Drehzahlbereich bis 120 %, was einer Fahrzeuggeschwindigkeit bis ca. 20 km /h ent-
spricht. Wie zu erwarten war, dehnt sich fiir abnehmende Dampfung das Instabilitédtsgebiet

immer weiter aus, wihrend es fiir zunehmende Dampfung schrumpft.
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Abbildung  4.32:  Stabilitdtskarte unter  Beriicksichtigung der Einfliisse von
Fiithrungsbewegung und Strukturdimpfung (n, = 107%), wobei die Reibung nur auf
Lageebene linearisiert wurde. Die Eigenfrequenz der instabilen Schwingungsform ist iiber
die Grauskala dargestellt.
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Abbildung  4.33:  Stabilitdtskarte  unter  Beriicksichtigung der  FEinfliisse  von
Fithrungsbewegung und Strukturddmpfung, wobei die Reibung nur auf Lageebene
linearisiert wurde.
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Abbildung 4.34: Stabilitdtskarte unter Beriicksichtigung aller Beitrdge aus der inneren
Déampfung, der Fithrungsbewegung und der vollstéindigen Linearisierung der Gleitreibungs-
spannungen. Die Grauskala stellt die Eigenfrequenzen der instabilen Eigenform dar.

4.2.2.2.3 Fiihrungsbewegung, Strukturdidmpfung und vollstindige Linearisie-
rung der Reibung: Werden bei der Linearisierung der Gleitreibungskréfte die von den
generalisierten Geschwindigkeiten abhédngigen Ausdriicke nicht vernachlassigt und zudem die
Einfliisse aus innerer Dampfung und der aufgepriagten Fithrungsbewegung beriicksichtigt, so

ergibt sich die allgemeine Stérungsdifferentialgleichung (4.93)

peph?sg

+ [K(Q?) + pe,h K + pe,hN| z =0, (4.102)

die sich mit den zuvor bereits eingefithrten Abkiirzungen als

h
Mi + {QG +d, (D + %(GR‘FDR)) +p1§DRl] 2+ [Keg (¥, p1) + pN] 2= 0
P
(4.103)

schreiben lédsst. Im Wesentlichen treten dabei die Parameter €2, d,,, p; sowie % in Erschei-

nung.

Abbildung 4.35 zeigt den Einfluss der gyroskopischen Anteile QG in Gleichung (4.103) auf
die Stabilitdt der Ruhelage. Es zeigt sich, dass insbesondere fiir kleine Anpresskrifte Ny
auf die Riickenplatte der Bremsbeldge die gyroskopischen Anteile bereits ab sehr kleinen
Fahrgeschwindigkeiten eine Rolle spielen. Sie diirfen daher bei der Stabilitdtsuntersuchung

nicht vernachléssigt werden.
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Abbildung 4.35: Einfluss der gyroskopischen Einfliisse QG aus der Fiithrungsbewegung fiir
unterschiedliche Normalkréfte Ny auf die Riickenplatte.

a) Fiir Ny = 10? N tritt der Einfluss der Fithrungsbewegung ab ca. 20 —- (&~ 3 km/h)
deutlich in Erscheinung. b) Fiir Ny = 10® N spielt Einfluss der Fiihrungsbewegung ab
ca. 40 - (~ 6 km/h) eine Rolle.
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Abbildung 4.36: Zum Einfluss der Beitrdge aus der Linearisierung der Reibung: im Ver-
gleich dargestellt sind die Stabilitatsgrenzen von (4.103) mit und ohne Einfluss des Terms
udph(DR + GR)

Ebenso wie die Abhéngigkeit der Matrix K.y von p; stellt sich der Einfluss des Quotienten
7;—; im betrachteten Betriebsbereich als praktisch nicht relevant heraus (siche Vergleich in
Abbildung 4.36). Die Matrix (Dr + Gg) stammt dabei aus dem Anteil der Kontaktspan-
nungen, der aus dem viskosen Materialverhalten des Bremsbelags herriihrt. Der Einfluss der
Matrix Dg; hingegen ist deutlich erkennbar (siehe Abbildung 4.37) und stammt ausschlief-
lich aus der Linearisierung der Gleitreibungskraft. Er tritt somit auch im Fall ungedampfter
Bremsbelédge auf. Bemerkenswert ist hierbei, dass die Winkelgeschwindigkeit {2 im Nenner
des Vorfaktors auftritt und somit insbesondere bei kleinen Drehzahlen enormen Einfluss auf

das Systemverhalten nehmen kann.

Abbildung 4.38 zeigt Stabilitdtskarten des Systems fiir verschiedene Verlustfaktoren 7, bei
einer Normalkraft Ny = 500 N auf die Riickenplatte der Bremsbelédge.
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Abbildung 4.37: Zum Einfluss der Beitrédge aus der Linearisierung der Reibung: im Vergleich
dargestellt sind die Stabilitdtsgrenzen von (4.103) mit und ohne den Einfluss des Terms
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Abbildung 4.38: Stabilitdtskarten unter Beriicksichtigung aller Einfliisse fiir verschiedene
Déampfungswerte 7, und Normalkriifte: a) Ny =100 N.  b) Ny = 1000 N.

Im Vergleich zur Modellierung mit nur unvollstédndiger Linearisierung fallt auf, dass nunmehr
die aus der Normalkraft Ny im Linearisierungspunkt herriihrende statische Kompression s
in einem der Systemparameter auftritt. Hieriiber wirkt sich in dieser Modellierungsstufe
nun auch die Bremskraft Ny auf die Stabilitdt der stationdren Losung aus. Der Einfluss
von Ny ist in Abbildung 4.39 skizziert. Der Aufbau der Parameters % legt nahe, dass

der Einfluss des durch ihn mitbestimmten Ausdrucks pl%DRl vom Zusammenspiel der

No
Accp

statischen Kompression sg = und der Antriebsgeschwindigkeit 2 abhéngt. Hierbei kann
der letztgenannte Parameter fiir kleine Werte grofien Einfluss entwickeln. Zudem wurde in
den vorherigen Abschnitten festgestellt, dass der von der Kontaktzone abgedeckte Winkel
2o groflen Einfluss auf das Stabilitdtsverhalten haben kann. Die Abbildungen 4.40 und 4.41
zeigen die Stabilitéitsgrenze des Systems in Abhéngigkeit der drei Parameter so = JZ—;, n =
et () und ¢y fiir verschiedene Werte von p. Dabei sind Parameterkombinationen unterhalb

der dargestellten Oberfldche im Parameterraum instabil, wahrend solche oberhalb stabil sind.

Da sich — &hnlich wie zuvor beim System ohne geschwindigkeitsproportionale Einfliisse — der
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Abbildung 4.39: Stabilitatskarten unter Beriicksichtigung aller Einfliisse fiir verschiedene
Normalkrifte Ny (1, = 1-1075).

Einfluss der Breite der Beldge als eher gering herausstellt, ist die Abhéngigkeit der Stabilitat

von b hier nicht weiter dargestellt.

Die Stabilitdtskarten in den Abbildungen 4.40 bis 4.42 lassen sich im Hinblick auf die Be-
obachtungen im Experiment wie folgt deuten: auch mit Dampfung liegt das experimentell
untersuchte System (@g & 24°) in einem Instabilitdtsgebiet, solange die Normalkraft Ny
unterhalb einer Maximalgrenze bleibt, die wiederum von der Drehzahl abhéngt. Ist die sta-
tiondre Losung stabil, so kann Instabilitdt auftreten, auch wenn die Normalkraft abgesenkt
wird oder wenn die Drehzahl erhéht wird. Da die Flanke des Instabilitdtsgebietes iiber g
sehr steil ist, kann eine Verkleinerung von ¢q (z.B. durch Anfasen) schlagartig eine deutliche
Verbesserung bringen. Fiir moderate Normalkrifte Ny < 3 kN beziehungsweise nicht beson-
ders kleine Fiihrungsgeschwindigkeiten kann dies jedoch direkt ins néchste Instabilitdtsgebiet
fithren, das sich annéhernd symmetrisch um ¢y ~ 20° gruppiert. Um eine Gréflenordnung
fiir die Auswirkungen von Fasen zu geben, sei hier angemerkt, dass bereits eine Fase von
einem Zentimeter Breite eine Anderung Ay =~ 2.2° (bei einem mittleren Radius von 11 cm)
bewirkt.

Fiir hohere Drehzahlen und niedrigere Driicke verliert das Anfasen seine Wirkung: so liegt
beispielsweise bei Drehzahlen von n > 60% und Normalkriaften Ny < 1 kN ein zusam-

menhéngendes Instabilitdtsgebiet vor.

In Abbildung 4.43 ist beispielhaft fiir eine Drehzahl von n = 40% der Verlauf der Real-
und Imaginérteile der Eigenwerte des Systems dargestellt. Da beim betrachteten System die
Matrizen M~ [QG +d, (D v f‘c’—;(GRJrDR)) v pl’%Dm] und M~ [K.g(Q2,p1) + piN] die

Vertauschbarkeitsrelation (3.25) im Allgemeinen nicht mehr erfiillen, liegen praktisch immer
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Abbildung 4.40: Stabilitét der stationdren Losung fir 4 = 0.2 und 7, = 1-107% s in
Abhéngigkeit der Parameter ¢g, n und Ny. Instabile Parameterkombinationen liegen un-
terhalb der 3d-Fléche.
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Abbildung 4.41: Stabilitit der stationdren Losung fir 4 = 0.4 und 7, = 1-107% s in
Abhéngigkeit der Parameter g, n und Nj. Instabile Parameterkombinationen liegen un-

terhalb der 3d-Flache.
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Abbildung 4.42: Stabilitét der stationdren Losung fir 4 = 0.6 und 7, = 1-107% s in
Abhéngigkeit der Parameter g, n und Nj. Instabile Parameterkombinationen liegen un-

terhalb der 3d-Flache.
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komplexwertige Eigenvektoren vor. Wie in Abschnitt 3.4.2.2 gezeigt, haben die Eigenwert-
kurven daher nun keinen Kreuzungspunkt mehr. Anders als bei einfachen M-K-N—Systemen
ist der Ubergang von der stabilen zur flatter-instabilen Losung hier also nicht mehr durch
das Zusammenfallen von Eigenwerten und zugehorigen Eigenvektoren gekennzeichnet (siehe
hierzu auch Abbildung 4.31). Vielmehr nihern sich die Eigenkreisfrequenzen der interagie-
renden Figenwerte einander nur an, ohne dass die Stabilitdtsgrenze im Frequenzspektrum

erkennbar ist. Sie ist somit nur anhand der Realteile der Eigenwerte zu ermitteln.

Abbildung 4.44 zeigt die Eigenvektoren, die zum Eigenwertpaar gehoren, das um die mitt-
lere Frequenz f,, = 3085 Hz gruppiert ist und bei pj s ~ 3.2 - 107 Pa (prsrap ~ 0.48)
zur Instabilitédt des Systems fiihrt. Dargestellt sind die Schwingungsformen kurz vor der
Stabilitdtsgrenze (p1 < pistap) und kurz danach (p; > pisap). Dabei sind die komplexen
Eigenformen — aufgetrennt nach Real- und Imaginérteil — sowie die Skalarprodukte cg, c;

der Real- bzw. Imaginérteile der korrespondierenden Eigenvektoren dargestellt.

Beim Ubergang von stabilem zu instabilem Verhalten lisst sich zuniichst kein ausgezeichnetes
Verhalten der Eigenschwingungsformen mehr erkennen. Es lasst sich lediglich feststellen, dass
die Realteile der Eigenvektoren zur Stabilitdtsgrenze bei p; = pi gqp hin immer &hnlicher
werden und das zugehorige Skalarprodukt an der Stabilitdtsgrenze anndhernd den Wert
cg ~ 1 annimmt. Hinsichtlich cg dhnelt das Verhalten fiir p; < pgas grob dem einfacher
M-K-N-Systeme (vgl. Abbildung 4.31).

Jenseits der Stabilitdtsgrenze (d.h. p; > pi sap) gleicht das Verhalten dem einfacher Syste-
me ohne geschwindigkeitsproportionale Einfliisse sowohl hinsichlich des Real- als auch des

Imaginéarteils, d.h. es gilt cg & 1 und ¢; =~ —1.

Weitere Details zum Verhalten der Eigenpaare sind in Abschnitt 3.4.2.2 beschrieben.
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Abbildung 4.43: Verlauf der Eigenwerte (Real- und Imaginirteil) des vollstéandigen Systems

(4.103) fiir n = 60-=-, 7, = 107% s und Ny = 500 N.
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Abbildung 4.44: Typisches Instabilititsszenario fiir Flatter-Instabilitdt unter Einfluss ge-
schwindigkeitsproportionaler Kréfte: zu jedem Zeitpunkt lassen sich nur komplexe Eigenvek-
toren finden. Mit Erhéhung des Lastparameters p; ndhern sich die Realteile des Eigenvektors
einander an (cg — 1). Gleichzeitig verschwindet der Imaginérteil nicht und das zugehorige
Skalarprodukt ist —1 < ¢; < 0. Die Stabilitédtsgrenze (gestrichelte Linie) ist durch keine
erkennbare Besonderheit der Eigenfrequenzkurven gekennzeichnet. Insbesondere liegt kein
kritischer Punkt im Sinne eines Kreuzungspunktes der Eigenfrequenzkurven mehr vor. Es
ist jedoch festzustellen, dass bei der Stabilitdtsgrenze die Skalarprodukte die Werte cg = 1,
¢y = —1 annehmen.



Kapitel 5

Zusammenfassung

Inhalt

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Entstehung des Quietschens von Scheibenbrem-

sen.

Da trotz des hohen Kenntnisstands zu diesem Thema Simulationen nach wie vor deutli-
che Defizite aufweisen, erschien es notwendig, die Thematik umfassend und von Grund auf

anzugehen. In diesem Zusammenhang wurden folgende Themenkreise behandelt:

e Mechanische Modellbildung und Diskretisierung von Systemen elastischer Kontinua

mit Reibkontakten und Fiihrungsbewegung
e Stabilitdt der stationdren Grundbewegung der Bewegungsgleichungen

e Formulierung und Analyse eines Bremsenmodells samt Vergleich mit experimentellen

Ergebnissen.

Die Betrachtungen zur Modellbildung, sowie den sich ergebenden Bewegungsgleichun-
gen und Storungsgleichungen hat gezeigt, dass sich bei der Modellierung von Scheiben-
bremsen stets M-D-G-K-N—Systeme als Storungsgleichungen ergeben. Dabei fithrt die
Fiihrungsbewegung der Bremsscheibe (d.h. die Rotation) unweigerlich zu gyroskopischen

Anteilen G und zusétzlichen Anteilen in der Matrix K der lageproportionalen Terme.

Die Linearisierung der Reibung ldsst im Allgemeinen Beitrdage zu allen Systemmatrizen bis
auf die Massenmatrix — also D, G, K und N — entstehen und bewirkt insbesondere den Ver-
lust der Symmetrie der lageproportionalen Terme. Hinsichtlich der speziellen Ausprigung
dieser Beitrdge durch die Reibung konnen sich in Abhéngigkeit der gewahlten Normalkon-

taktformulierung unterschiedliche Matrizen ergeben.

Dabei zeigt sich insbesondere, dass bei der haufig verwendeten Formulierung mittels eines

Penalty-Ansatzes auf Lageebene manche Anteile zur Matrix D + G fehlen. Weiterhin stellt
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sich heraus, dass der bei diesen Formulierungen eingefiihrte Regularisierungsparameter (die
sog. Kontaktsteifigkeit) als Vorfaktor zu den Beitrdgen aus der Reibungslinearisierung in
die Storungsgleichungen eingeht und diese somit direkt beeinflusst. Bei der Betrachtung
reibungsinduzierter Instabilitdten ist somit zu erwarten, dass dieser Parameter einen sehr
kritischen Punkt darstellt. Gelingt es nicht, durch Messung physikalisch sinnvolle Werte
fiir die untersuchte Kontaktpaarung zu ermitteln, sind mitunter verfialschte Ergebnisse der

Stabilitatsuntersuchung zu erwarten.

Interessant ist dariiber hinaus die Ursache reibungsinduzierter Instabilititen: die Rei-
bungseinfliisse fithren letztlich auf die zirkulatorische Matrix N. Sie gehen somit zum Teil
auf die Lageabhéngigkeit der Reibungskréfte zuriick und lassen sich damit der Klasse
der Folgelastprobleme zuordnen. Hierbei kommt es jedoch nicht auf die Projektion der
Kontaktspannungen auf die Richtung der entstehenden Schwingungen (d.h. vertikal zur
Scheibenoberfliche) an. Vielmehr ist die Relativbewegung beider Korper im Kontakt sowie
die Phasenlage der Normalkraftschwankungen von entscheidender Bedeutung. Hierdurch
kommt der Formulierung der Kinematik der Relativbewegung und damit der Leistungsbilanz

der Reibungsspannungen entscheidende Bedeutung zu.

Wie die allgemeine Modellbildung gezeigt hat, ist es im Rahmen einer Stabilititsanalyse
notwendig, allgemeine M-D-G-K-N—Systeme zu untersuchen. Zwar ist die Bedeutung zir-
kulatorischer Terme fiir die Stabilitdt reibungsbehafteter Systeme allgemein bekannt, doch
wird bei Stabilitdtsberechnungen der Einfluss der Matrizen D und G héaufig vernachléssigt.
Dies geschieht vermutlich im Sinne des Satzes von Thomson und Tait, der jedoch fiir Syste-
me mit zirkulatorischen Matrizen N nicht angewandt werden darf. Es ist sogar festzustellen,
dass dissipative und gyroskopische Einfliisse die Stabilitat zirkulatorischer Systeme umfas-

send beeinflussen und vollsténdig verdndern kénnen.

Als besondere Auspragungen dieses Verhaltens sind die destabilisierende Wirkung schwacher
Dampfung (”Ziegler-Paradoxon”) oder die sichere Instabilitdt von M-G-K-N—Systemen zu
nennen. Dariiber hinaus ist bei zirkulatorischen Systemen mit dissipativen und gyroskopi-
schen Einfliissen der Ubergang von stabilem zu instabilem Verhalten nicht mehr durch das

Zusammenfallen zweier Eigenfrequenzen gekennzeichnet.

Die Bedeutung dieser Besonderheiten fiir die Praxis erschliefft sich mit der Erkenntnis der
allgemeinen Modellbildung, dass geschwindigkeitsproportionale Anteile allein schon aus
der Fithrungsbewegung und der Reibungslinearisierung unvermeidlich sind. Die unerlaubte
Anwendung des Satzes von Thomson und Tait erscheint daher als eines der wesentlichen

Defizite vieler Stabilitdtsuntersuchungen in der Praxis.

Ausgehend von experimentellen Beobachtungen und unter Beachtung der voranstehenden

Erkenntnisse wurde zudem ein analytisches Bremsenmodell formuliert und die Stabilitdt der
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stationédren Grundlosung untersucht. Dabei wurde besonderes Augenmerk auf die Formulie-
rung der Kontaktkinematik gelegt. Die Bremsscheibe wurde als Kirchhoffplatte modelliert,
wihrend die Bremsbelédge als elastische Schicht zwischen der Oberfliche der Bremsscheibe
und der starren Belagsriickenplatte angenommen wurden. Zur Diskretisierung der Kirchhoft-
platte wurden Radial- und Umfangsrichtung separiert: motiviert durch die experimentellen
Beobachtungen wurde die Radialrichtung mittels einer Ansatzfunktion diskretisiert, wahrend
die Schwingungen in Umfangsrichtung mit harmonischen Funktionen diskretisiert wurden.

Die Ansatzfunktionen wurden dabei in raumfesten Koordinaten ausgedriickt.

Die Untersuchung des Modells ohne Reibung zeigt, dass der Einfluss der Fithrungsbewegung
auf die Eigenfrequenzen der freien Bremsscheibe ohne Bremsbelédge in raumfesten Koordi-
naten fiir realistische Drehzahlen von Scheibenbremsen vernachléssigbar ist. Dariiber hinaus
wurde der Einfluss der Bremsbelédge auf das Frequenzsspektrum und die Eigenformen ana-
lysiert. Hier zeigt sich eine sehr gute Ubereinstimmung zu den Ergebnissen einer experimen-

tellen Modalanalyse.

Die Stabilitdtsanalyse des reibungsbehafteten Systems bestétigt den zuvor allgemein for-
mulierten Einfluss geschwindigkeitsproportionaler Anteile. Es zeigt sich sehr deutlich, dass
die Finfliisse aus der Fithrungsbewegung und der Materialdampfung die Stabilitéitsgebiete
drastisch beeinflussen. Dabei bedingt die Instabilitit von M-G-K-N—Systemen, dass die
Fithrungsbewegung nur dann sinnvoll in die Stabilitdtsuntersuchung miteinbezogen werden

kann, wenn gleichzeitig die Materialdampfung beriicksichtigt wird.

Es stellt sich zudem heraus, dass fiir kleine Drehzahlen das Stabilitédtsverhalten von geschwin-
digkeitsproportionalen Termen aus der Reibungslinearisierung dominiert wird. Hier ist also
im Rahmen der Modellbildung besonders auf eine vollstiandige Reibungslinearisierung zu

achten.

Insgesamt ldsst sich sagen, dass eine belastbare Stabilitdtsanalyse eine vollstiandige
Berticksichtigung aller Einflussfaktoren verlangt. Dabei muss der Kontaktkinematik beson-
dere Beachtung geschenkt werden. Als kritischer Punkt ist dariiber hinaus die Bestimmung

realistischer Dampfungswerte anzusehen.

Das analytische Modell gestattet die Identifikation mafigeblicher Systemparameter. Folgende

Parameter treten dabei besonders in Erscheinung;:

e Lastparameter p; = uc,h = uEph—}; (mit der Gleitreibungszahl p, dem Kompressions-
modul E, des Belags und dem Dickenverhéltnis h/h, der Dicke der Bremsscheibe zur
Hohe des Belags),

e Belagswinkel ¢y (der vom Bremsbelag iiberdeckte Umfangswinkel ist 2¢y),

e Dampfung d, des Bremsbelags,
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e Drehzahl n,

e Bremskraft Nj.

Der Lastparameter p; tritt dabei in den Bewegungsgleichungen als Vorfaktor der Reibungs-
einfliisse auf und stellt ein Produkt mehrerer Systemparameter dar. Dies sollte bei Unter-
suchungen in der Praxis beachtet werden, da der Einfluss jedes einzelnen dieser Parameter
nur im Zusammenhang mit den anderen beurteilt werden kann. Im Sinne der Beeinflussung
des Quietschverhaltens ist ein moglichst niedriger Wert fiir p; anzustreben, was beispielswei-
se durch einen geringen Gleitreibungsbeiwert, weiche Bremsbelédge und eine relativ zu den

Belédgen dicke Bremsscheibe realisiert werden kann.

Daneben lésst sich die Stabilitdt der Ruhelage durch den vom Belag iiberdeckten Umfangs-
winkel ¢q stark beeinflussen. Hierdurch erklért sich die Wirkung des in der Praxis haufig
vorgenommenen Anfasens. Es zeigt sich jedoch auch, dass durch zu starke Verkleinerung von

o neue Instabilitdten auftreten kénnen.
Insgesamt ist auf eine ausreichend grofie Dampfung zu achten.

Die restlichen Paramter n, N; stellen Betriebsparameter dar, die konstruktiv eher nicht

beeinflusst werden konnen.

Einordnung

Ziel der Arbeit war es, den Bereich der reibungsinduzierten Schwingungen im Hinblick auf
das Quietschen von Fahrzeugbremsen aufzuarbeiten und zu erweitern. Hinsichtlich der bear-

beiteten Themenkomplexe lassen sich die neuen Ergebnisse dieser Arbeit wie folgt einordnen:

Ausgehend von einer allgemeinen Formulierung bewegter elastischer Kontinua mit Reibungs-
kontakten wurde eine Ubersicht der Stérungsgleichungen erster Niherung fiir verschiedene,
in der Praxis iibliche Kontaktformulierungen gegeben. Diese Ubersicht schlieBt eine Liicke in
der bisherigen Literatur. Fiir die Praxis wird hierbei insbesondere die Feststellung wertvoll
sein, dass bei Verwendung von Penalty-Formulierungen der Regularisierungsparameter das
Ergebnis der Stabilitdtsuntersuchung beeinflussen kann. Zudem wurde herausgearbeitet,
in welcher Form die untersuchten Kontaktformulierungen Beitrdge zu den Systemmatrizen

erzeugen.

Dariiber hinaus konnte gezeigt werden, dass die Instabilitdt durch Gleitreibung zwischen
elastischen Korpern von der Leistungsbilanz der tangentialen Kontaktspannungen bestimmt
wird, wiahrend die Normalkomponente keine Rolle spielt. Bislang hatte es in der Literatur

immer wieder Versuche gegeben, durch besonderes Fiihren von Freischnitten Folgelasten zu
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"konstruieren”. Dies ist nicht nur inkonsistent, sondern offenbar auch keineswegs notwendig.
Die hier dargestellten Uberlegungen geben grundsitzliche Hinweise fiir die Modellbildung

reibungsinduzierter Schwingungen von Kontinua.

Im Hinblick auf die ermittelten Stérungsgleichungen wurde die umfangreiche Literatur zur
Stabilitdt mechanischer Systeme gesichtet. Die fiir die Untersuchung von reibungsinduzierten
Instabilitdten notwendigen Grundlagen wurden zusammengestellt und kommentiert. Eine
derartige Ubersicht mit dem Fokus auf der Behandlung des Bremsenquietschens lag bislang

ebenfalls nicht vor und mag als Orientierung in der komplexen Materie dienen.

Besondere Beriicksichtigung fand bei den Betrachtungen der Einfluss von Termen, die
proportional zu den generalisierten Koordinaten sind. Hier konnte auf Basis der Systemma-
trizen ein Kriterium formuliert werden, mit dem entschieden werden kann, ob zusétzliche
geschwindigkeitsproportionale Beitrige destabilisierend wirken konnen. Zudem wurden
tiber die Beweisskizze in [29] hinaus zwei alternative Begrindungen fiir die fast sichere
Instabilitat von M-G-K-N—Systemen angegeben.

Schliefflich wurde ein analytisches Modell einer Scheibenbremse entwickelt. Dabei wurde ein
Ansatz zur Formulierung der Kontaktkinematik [29], [30] aufgegriffen. In Erweiterung dieser

Arbeiten wurde die Kinematik unter Verwendung von Polarkoordinaten neu aufgebaut.

Uber das bisher in der Literatur vorherrschende MaB hinaus wurden in der weiteren Analyse
des Modells die Systemmatrizen insbesondere unter Hinblick auf ihr Symmetrieverhalten
umfassend angegeben. Zudem konnten trotz der Komplexitéit der Formulierung fiinf fiir das
Quietschverhalten relevante Systemparameter identifiziert werden. Von besonderem Nutzen
fiir die Praxis mag hier die Erkenntnis sein, dass einer dieser wesentlichen Parameter ein
Produkt weiterer Systemparamter ist, so dass diese in ihrer Wirkung auf das Systemverhalten

nicht unabhingig sind und stets in ihrem Zusammenhang betrachtet werden miissen.

Der Einfluss verschiedener Anteile der Systemmatrizen auf die Stabilitdtskarten wurde
Schritt fiir Schritt dargestellt. Somit liegt nunmehr eine grundsitzliche Ubersicht iiber ver-

schiedene Modellierungsstufen und ihre Giiltigkeitsbereiche fiir Stabilitéitsanalysen vor.
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Ausblick

Jedes einzelne der in den Teilkapiteln behandelten Themen bietet eine Vielzahl wei-

terfithrender Fragen.

So ist beispielsweise die numerische Umsetzung der im ersten Kapitel diskutierten Kontakt-
formulierungen nicht weiter vertieft worden. Diese beinflusst letztlich nicht nur die Entschei-
dung iiber den praktischen Nutzen einer Methode, sondern kann unter Umsténden auch
die Systemmatrizen verindern. Daneben ist der Einfluss des Regularierungsparamters bei
Penaltymethoden auf die Stabilitdtsanalyse nicht weiter untersucht worden. Vor dem Hin-
tergrund der weiten Verbreitung dieser Kontaktformulierung ist dieser Aspekt sicherlich von

groflem Interesse fiir die Praxis.

Hinsichtlich der Stabilitdt wurde in dieser Arbeit lediglich die Stabilitdt der stationéren
Losung anhand der linearisierten Gleichungen ermittelt. Aus vielen anderen technischen
Anwendungen (so z.B. in der Rotordynamik) weif§ man jedoch, dass nichtlineare Effekte
iiber diese Betrachtung hinaus mit einbezogen werden miissen und neben der Ruhelage haufig

stabile Grenzzyklen vorliegen kénnen.

Die Modellbildung zur Untersuchung des Bremsenquietschens bietet ebenfalls noch eine Viel-
zahl von Entwicklungsmoglichkeiten. Aus experimentellen Beobachtungen weil man bei-
spielsweise, dass die Pressungsverteilung im Kontakt mitunter entscheidenden Einfluss auf
die Entstehung von Schwingungen haben kann. Daneben ist in der vorliegenden Modellie-
rung die Anbindung an die Umgebung noch sehr stark vereinfacht: interessant wéren hier
beispielsweise Reibungseffekte an den Stirnseiten der Beldge, mit denen sich diese auf dem

Trager abstiitzen.

Aber auch iiber das Quietschen hinaus gibt es vielfiltige Schwingungsphdnomene: Versu-
che legen hierbei nahe, dass beispielsweise das Muhen ebenfalls auf eine Flatter-Instabilitét
zuriickgefiihrt werden kann. Da hier grofle Bewegungen niederfrequenter Eigenformen der

gesamten Bremse beobachtet werden, ist jedoch eine erweiterte Modellbildung notwendig.
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